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NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


SDR  IJN  NOliVEAU  MODE  DE  CONSTRIICTIOIV  DES  COKIQIIES; 

Par  m.  a  bel  TRANSON. 


I. 

Dans  sa  belle  théorie  des  caractéristiques,  M.  Chasles 
a  fait  voir  qu'un  segment  de  droite  (double)  devait  quel- 
quefois être  considéré  comme  une  conique  infiniment 
aplatie.  En  effet,  dans  un  système  de  coniques  dont  les 
caractéristiques  sont  [i  et  t',  il  existe  un  nombre  fixe 
(ap  —  ^)  de  segments  de  droites  qui  participent  en  un 
certain  sens  aux  propriétés  des  coniques  du  système  (*). 

Le  nouveau  mode  de  construction  des  coniques  que  je 
vais  exposer,  étant  comparé  à  l'un  des  modes  les  plus 
usuels,  metira  en  relief  l'existence  d'une  propriété  com- 
mune aux  véritables  coniques  et  aux  coniques  infiniment 
aplaties. 

Je  ferai  voir,  en  effet,  que  si,  en  chaque  point  d'une 
conique  à  centre,  et  sur  une  direction  constamment  in- 
clinée  du  même  angle  sur  la  normale,  on  porte  une 


(*)  Fo/r  l'exposition  élémentaire  de  la  méthode  des  caractéristiques  de 
M.  Chasles,  donnée  par  Prouhet  dans  les  Nouvelles  Annales  ;  1866,  p.  igS. 


longueur  proportionnelle  à  la  moyenne  géométrique 
des  deux  rayons  focaux  relatifs  à  cepoint^  V  extrémité 
de  cette  longueur  dédira  une  nouvelle  conique  con- 
centrique à  la  première  et  de  même  genre  quelle. 

On  conçoit  qu'une  infinité  de  coniques  distinctes 
T)Ouriont  être  ainsi  dérivées  d'une  autre.  Elles  différeront 
entre  elles  soit  par  l'inclinaison  constante  de  la  moyenne 
géométrique  des  rayons  focaux  sur  la  normale,  soit  par 
le  coefficient  attxibué  à  cette  moyenne.  —  C'est  ce  mode 
de  construction  qui  fait  l'objet  (*)  du  présent  article.  Or 
il  y  a  cet  autre  mode,  usuel  et  très-élémentaire  :  Si,  à 
partir  de  chaque  point  C  d^une  droite  terminée  aux 
points  A  et  B,  on  porte  dans  une  direction  constante 
une  longueur  proportionnelle  à  la  moyenne  géométnque 
des  deux  segments  CA,  CB,  V extrémité  de  cette  lon- 
gueur a  pour  lieu  ujie  conique  à  centre^  Cette  co- 
nique est  une  ellipse  si  les  points  C  sont  entre  A  et  B; 
une  hyperbole,  s'ils  sont  en  dehors.  Dans  le  premier 
cas,  le  segment  AB  peut  être  considéré  comme  une  ellipse 
aplatie  j  dans  le  second  cas,  les  segments  de  la  direction 
AB,  qui  sont  extérieurs  aux  limites  A  et  B,   et  qui  s'é- 


(*)  Je  dis  Y  objet  et  non  pas  V  objectif  ;  c'est  que,  malgré  la  faveur 
universelle  accordée  à  ce  dernier  mot  depuis  quelques  années,  je  ne 
puis  me  résoudre  à  l'employer  dans  le  nouveau  sens  qui  lui  est  attribué. 
Je  sais  bien  que  pour  des  idées  nouvelles,  ou  même  pour  d'anciennes 
idées  que  la  marche  du  temps  aura  modifiées,  c'est  le  privilège  d'une 
langue  vivante  de  créer  des  mots  nouveaux,  ou  même  de  modifier  le  sens 
de  quelques  mots  anciens;  mais  quand  des  mots  consacrés  par  l'usage 
n'ont  pas  cessé  de  répondre  exactement  à  l'idée  qu'on  veut  exprimer, 
leur  substituer  un  mot  qui  correspond  à  une  idée  d'un  tout  autre  ordre, 
n'est-ce  pas,  pour  une  langue  vivante,  un  signe  de  décadence  plus  que 
de  vitalité!''  Et,  par  exemple,  quand  on  a  le  choix  entre  des  mots 
aussi  expressifs  que  les  suivants,  objet,  but,  visée,  etc.,  pourquoi  leur 
substituer  un  vocable  emprunté  aux  marchands  de  lunettes  ?  Pour  moi, 
lorsque  dans  un  salon,  ou  au  barreau,  ou  à  la  tribune,  un  discoureur 
parle  de  son  objectif,   je  me  sens  toujours  en  curiosité  de  savoir  où  est 

son  OCULAIRE. 


(  7) 
tendent  à  l'infini  de  part  et  d'autre,  peuvent  être  con- 
sidérés comme  les  deux  branches  d'une  hyperbole  aplatie. 
Dans  les  deux  cas,  on  peut  dire  que  les  points  extrêmes 
Â  et  B  sont  les  foyers  de  la  conique,  et  que  AC,  BG  sont 
les  rayons  focaux  du  point  C.  Enfin  les  lignes  issues  des 
différents  points  de  AB  et  sur  lesquelles  on  porte  des 
longueurs  déterminées  comme  il  a  été  expliqué,  ces 
lignes  ayant  une  direction  fixe,  font  un  angle  constant 
avec  une  droite  perpendiculaire  à  AB,  c'est-à-dire  avec 
la  bissectrice  des  deux  rayons  focaux,  ou  encore  avec  la 
normale  de  la  conique  aplatie. 

Dans  ce  mode  usuel,  une  infinité  de  coniques  distinctes 
dérivent  d'une  même  conique  aplatie  qu'on  peut  con- 
sidérer comme  leur  base  commune,  et  l'on  peut  dire  que 
les  coniques  du  nouveau  mode  ont  à  leur  tour  une  base 
commune  qui  est  une  conique  non  aplatie.  Or  les  unes 
et  les  autres  dérivent  de  leurs  bases  respectives  suivant 
une  loi  qui  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  exactement 
la  même  pour  les  deux  modes.  Il  y  a  plus  ;  parmi  les 
coniques  issues  d'une  conique  aplatie  AB,  considérons 
seulement  celles  qui  sont  relatives  à  une  même  incli- 
naison de  la  moyenne  géométrique  sur  la  base,  et  qui  ne 
diffèrent  entre  elles  que  par  le  coefficient  attribué  à  cette 
moyenne  {*)]  si  on  construit  la  tangente  de  chacune 
d'elles  dans  les  points  oii  elles  sont  rencontrées  par  une 
même  droite,  issue  d'un  point  C  de  la  base  selon  l'in- 
clinaison particulière  au  système,  on  sait  que  toutes  ces 
tangentes  rencontrent  la  base  AB  en  un  même  point  D, 
qui  est  le  conjugué  harmonique  de  C  par  rapport  aux 
points  AetB  (foyers  de  la  conique  aplatie).  —  Eh  bien, 


(*  )  C'est-à-dire,  considérons  un  système  de  coniques  ayant  un  diamètre 
commun  et  les  cordes  conjuguées  à  ce  diamètre  selon  une  même  di- 
rection. 


cette  propriété  si  connue  se  retrouve  [mutatis  mutandis) 
dans  les  coniques  construites  selon  le  nouveau  mode  \ 
mais  il  faut  d'abord  démontrer  la  proposition  principale. 


II. 

Dans  les  articles  que  j'ai  publiés  antérieurement  sur  le 
calcul  directif  (  iVoi/p-e/Ze^  Annales,  1868),  j'ai  établi  un 
cas  très-particulier  de  cette  proposition,  celui  où  il  s'agit 
de  placer  sur  la  normale  d'une  ellipse  et  de  part  et  d'autre 
du  point  de  la  courbe  une  longueur  précisément  égale  à 
la  moyenne  géométrique  des  deux  rayons  focaux.  J'ai 
fait  voir  qu'on  trouve  alors  deux  cercles  concentriques  à 
l'ellipse  donnée,  et  qui  ont  pour  rayons  respectivement  la 
somme  et  la  différence  de  ses  deux  axes. 

Le  calcul  directif  offrait  pour  ce  cas  particulier  un 
moyen  de  démonstration  infiniment  facile.  Son  appli- 
cation au  théorème  général,  quoique  un  peu  moins 
simple,  fera  voir  encore  une  fois  qu'il  peut  rivaliser,  non 
sans  avantage,  avec  la  méthode  des  coordonnées.  Quoiqu'il 
en  soit,  ce  sera  un  exercice  intéressant  pour  ceux  des 
lecteurs  des  Nouvelles  Annales  qui  auront  pris  cou- 
naissance  des  règles  de  ce  calcul,  ou  mieux  encore  qui 
auront  été  préalablement  initiés  à  la  Théoiie  des  équi- 
jjollences  de  M.  Bellavitis,  exposée  dans  ce  Recueil  par 
M.  Hoiiel  [Noui^elles  Annales,  1869)  (*). 

(  *)  En  terminant  la  publication  de  mes  articles  sur  l'jilgèbre  directive, 
j'ai  été  informé  et  je  me  suis  empressé  d'annoncer  (iVoMi'.  Ann.,  1868)  que 
l'émincnt  professeur  de  l'Université  de  Padoue  possédait  depuis  longtemps 
et  avait  publié  en  un  vrai  corps  de  doctrine,  avec  beaucoup  d'autres 
beaux  résultats,  quelques-uns  de  ceux  que  je  venais  de  trouver  moi- 
même  en  développant  les  idées  d'Argand,  de  Français,  de  Mourey  et  de 
M.  Faure  (de  Gap),  sur  les  nombres  inclinés  ;  sur  ces  nombres  pendant  si 
longtemps  et  maintenant  encore  si  indûment  appelés  nombres  imaginaires. 


(  9  ) 
Supposons  donc  une  ellipse  dont  les  axes  soient  a  et  6, 
«étant  l'axe  focal  dont  la  direction  sera  considérée  comme 
l'origine  des  inclinaisons.  Si  a:  est  une  longueur  comptée 
sur  cet  axe  à  partir  du  centre  de  la  courbe,  l'ordonnée 
cartésienne  serait 

b 


y  =  -  v^" 


a 


ie  rayon  central  Yq  sera  représenté,  en  calcul  directif, 
par  une^omme  algébrique  : 


a 

Le  second  terme  de  cette  somme  a  manifestement  une 
direction  perpendiculaire  à  celle  du  premier,  puisque 
X-  —  a*  est  nécessairement  négatif.  En  même  temps,  les 
deux  rayons  focaux  sont  représentés  (conformément  aux 
règles  du  calcul  directif)  par  Yq  4- c,  Yo — c\  leur 
moyenne  géométrique,  nécessairement  dirigée  selon  la 
normale  (*),  est  égale  à  \jX l  —  c  ;  et  si  on  la  multiplie 
par  un  coefflcient  directif  m,  de  grandeur  et  de  direction 
déterminées,  on  aura  une  longueur  proportionnelle  à  la 
moyenne  en  question  et  inclinée  sur  la  normale  d'un 
angle  constant.  Comme  on  aura  pu  porter  cette  longueur 
de  part  et  d'autre  du  point  de  la  courbe,  les  extrémités 
de  ces  deux  longueurs  égales  seront  fixées  sur  le  plan 
par  un  rayon  vecteur  Y„,  dont  l'expression  ci-dessous,  à 
cause  du  double  signe  qu'elle  contient,  convient  égale- 
ment aux  deux,  savoir  : 


m  y 


m^ 


(*)  Je  donnerai  à  la  tîn  de  cet  article  la  détermination  en  grandeur  et 
en  direction  de  la  moyenne  géométrique  de  deux  lignes  diversement  in- 
clinées. 


(   lo  ) 
ou  bien,    en    remplaçant  Yo   par   sa  valeur  et   c*  par 

b    /-i ; 


'■^;  —  v(fl'-l-  6-)  .r= —  «''  +  nabx  y/a;' —  a^ 
Le  second  de  ces  deux  radicaux  est  assimilable  à  la 


forme  ya  -|-/3  \j- —  i ,  qui  se  ramène,  comme  on  sait,  à 
la  somme  suivante  : 

Ix  -^  sja?  -t-  jS-     ,  /g—  yV+p-, 

or,  dans  l'application  actuelle,  on  a 

c/.=:z[a--irb'')x^ — a^  ;     p  =  2fl6^y/a* — x"^, 
et,  par  conséquent, 


y/a'  H-  p'  =  «^  —  (a'  —  é')  .r'. 
D.'après  cela,  on  trouve,  après  toute  réduction, 


h  h± 


a  zn.  mt)  n  iir  inn 


u       '      1/11/  f/    _; i//ti       I 

Ym  =  .r  H y/x'  —  a- . 

a  a 

A  peine  est-il  besoin  d'observer  que,  en  supposant 
m  =3  o,  on  retrouve  Yq,  c'est-à-dire  le  rayon  vecteur  de 
l'ellipse  aux  axes  a  et  è,  base  commune  de  toutes  les 
courbes  à  rayons  vecteurs  Y,„.  D'ailleurs  il  est  aisé 
de  reconnaître  ici  les  rayons  vecteurs  de  deux  ellipses 
distinctes.  En  etVet,  le  premier  terme  représente  une 
ligne  que  nous  appellerons  x',  laquelle  a  la  même  ori- 
gine que  X,  c'est-à-dire  le  centre  de  l'ellipse  (a,  b).  Cette 

ligne  a:',  ou  [a  ±  mb)  -,  est  inclinée  sur  l'axe  focal,  ou 

bien,   au  contraire,  est  sans  inclinaison,  selon  que  le 


(  "  ) 

coeflScient  m  est  lui-même  incliné  ou  non  ;  et,  dans  tous 
les  cas,  la  direction  de  x'  est  la  même  que  celle  de  la 

ligne  adzmb,  puisque  le  quotient -j  qui  entre  comme 

facteur  dans  la  composition  de  x^,  est  sans  inclinaison. 
Or  le  rayon  vecteur  Y;„,  étant  exprimé  en  ce',  prend  la 

forme 

b  i±:  ma 


Y".  =  ^'+         ,        ,\/a:'^--{a±mby. 
a  zt  mb 

La  quantité  sous  le  radical  est  négative,  puisque  x'- 

X*  .  a?  .      . 

est  égal  à  (a  ±:  mè)'  —  j  et  qu'on  a  toujours  —  <C  i  •  Ainsi 

le  second  terme  de  Y„  représente  une  ligne  dont  la  di- 
rection est  inclinée  sur  celle  du  premier  terme  x'  d'un 

angle  égal  à  l'inclinaison  du  facteur  — ^ — y  augmentée 

de  90  degrés.  Appelons  a  cet  angle  total.  L'extrémité 
de  Y,„  s'obtient  donc  en  élevant,  en  chaque  point  de  la 
base  rectiligne  2  {a-:ài.mh')  et  sous  l'angle  a,  une  longueur 
proportionnelle  à  la  moyenne  géométrique  des  deux  seg- 
ments a  ±1  mh  4-  a:',  a  =b  mh  —  x' .  A  ces  caractères,  on 
reconnaît  une  ellipse. 

Autrement  :  Y^  est  la  somme  algébrique  de  deux 
termes  qui  ont  sur  le  plan  deux  directions  fixes.  Prenons 
deux  axes  de  coordonnées  tracés  selon  ces  deux  direc- 
tions, et  convenons  de  représenter,  comme  M.  Bellavitis, 
la  grandeur  absolue  de  toute  longueur  inclinée  par  la 
préfixe  ^r  5  on  aura,  pour  la  double  équation  cartésienne, 
correspondant  aux  deux  valeurs  de  Y„,  la  forme  sui- 
vante, qui  est  bien  celle  de  deux  ellipses  : 


§r  [bz^ma]        gr  [azhmb) 
En  terminant  ce  paragraphe,  il  doit  m'être  permis 


(  12  ) 

de  faire  observer  que  j'aurais  pu  affecter  une  plus  grande 
concision,  si  je  n'étais  pas  fondé  à  croire  que,  probable- 
ment, quelques-uns  des  lecteurs  des  Nouvelles  Annales 
sont  peu  familiarisés  avec  la  pratique  du  calcul  directif. 
On  doit  avoir  égard  à  cette  observation  pour  apprécier 
équitablement  ce  calcul. 

m. 

Pour  établir  le  théorème  commun  aux  coniques  à  base 
aplatie  et  à  base  non  aplatie,  j'observe  d'abord  que  si  l'é- 
quation d'une  courbe  quelconque  en  calcul  directif  est  la 
suivante  : 

où  Y  est  le  rayon  vecteur  de  cette  courbe,  et  x  une  va- 
riable indépendante  qui  peut  être  elle-même  le  rayon 
d'une  courbe  directrice  de  la  proposée,  ou  plus  simple- 
ment, ainsi  que  je  l'ai  supposé  dans  les  paragraphes  pré- 
cédents, une  longueur  variable  sans  inclinaison,  la  di- 
rection de  la  tangente  à  la  courbe  proposée  sera  donnée 
par  l'angle  du  quotient 

dx 

En  même  temps,  l'équation  d'une  ligne  droite  issue  du 
point  qui  correspond  sur  la  courbe  à  une  valeur  de  x  sera 
donnée  par  son  rayon  vecteur 

OL=:Y-+-Z  — , 
dx 

expression  dans  laquelle  /  est  une  ligne  de  longueur  va- 
riable, mais  d'inclinaison  constante.  Si  a  est  cette  incli- 
naison, la  droite  dont  il  s'agit  fera  avec  la  tangente  ce 
même  angle  «.  Donc,  si  a  est  nul,  c'est-à-dire  si  /  est 


(  i3  ) 
sans  inclinaison,  l'équation  ci-dessus  sera  Téqualion  de 
la  tangente  elle-même. 

A  l'aide  de  ces  principes,  on  démontrera  d'abord  comme 
il  suit  la  propriété  bien  connue  des  tangentes  aux  coni- 
ques qui  sont  dérivées  d'une  base  rectiligne. 

L'équation  de  ces  coniques  résulte  de  la  valeur  ci- 
dessus  de  Y„,  dans  laquelle  on  fera  Z>  =  o  -,  il  vient  alors, 
pour  le  rayon  vecteur, 

d'où 

Une  droite  issue  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  a 
donc  pour  équation 

/     , I.T  \ 

OL  =  JT  -t-  /  ±  m     \lx'  —  a=  4-  ^iz=  )  • 
V  ^x^  —  a}  ) 

Or,  en  prenant  pour  /  la  valeur  particulière 

/  = .r, 

.r. 

qui  annule  le  coefficient  de  m,  on  a  un  rayon  vecteur 
particulier 

0D  =  — 

X 

commun  à  toutes  les  droites  OL  relatives  aux  différentes 
ellipses  caractérisées  par  les  diverses  valeurs  de  m.  Ces 
droites  concourent  donc  en  un  même  point  D.  D'ailleurs 
la  valeur  de  /  est  sans  inclinaison  5  ces  droites  sont 
donc  les  tangentes  elles-mêmes.  De  plus,  le  rayon  vec- 
teur OD  est  lui-même  sans  inclinaison  ;  donc  le  point  D 
est    sur    le     prolongement  de   la  base  AB.    Eufin.  en 


(  a  ) 

appelant  C  l'extrémité  de  x,  de  sorte  que  x  -.^  OC,  on  a 

OC.OD  =  a=; 

de  sorte  que  les  points  C  et  D  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  extrémités  de  la  base,  c'est-à-dire 
par  rapport  aux  foyers  de  la  conique  aplatie. 

Considérons  maintenant  une  ellipse  dérivée  d'une  base 
non  aplatie  (dérivée  d'une  ellipse  aux  axes  a  elh). 

Une  droite  issue  d'un  point  quelconque  de  cette  ellipse 
a  pour  équation,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué, 

eux 
On  a  d'ailleurs 


Y,n=^Y,±mslYl-c^     et 


dx  dx  y/ Y  \ 


Le  rayon  vecteur  de  cette  droite  reçoit  donc  la  forme 
suivante  : 

Or  en  prenant  pour  /  la  valeur  qui  annule  le  coeffi- 
cient de  m,  savoir: 

c  —  Y^  tPI 

1=. — -=^»      ou  bien     /  =  («2_^,)li.", 
„    «lo  dx 

"^  y7 

on  a  un  rayon  vecteur  particulier 

lequel  est  commun  à  toutes  les  droites  OL.  Ces  droites 
concourent  donc   au  point    D.    D'ailleurs  cette  valeur 
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de  l  n'est  pas  sans  inclinaison  :  elle  est  inclinée  d'un 
angle  égal  à  celui  du  quotient  directif  — -^  :  Yq.  Donc  ces 

droites  ne  sont  pas  tangentes  à  leurs  courbes  respectives, 
mais  elles  font  avec  les  diverses  tangentes  ce  même 
angle  (*). 

Enfin  si,  dans  le  numérateur  de  OD,  on  remplace 
c-  par  sa  valeur,  et  dans  le  dénominateur  Yo  par  OC,  il 

viendra 

OC.OB  =a^  —  b^; 

par  conséquent  le  point  D  est  le  conjugué  harmonique 
du  point  C  par  rapport  aux  deux  foj ers  de  la  courbe 
de  base. 

Pour  apprécier  cette  remarquable  analogie  entre  les 
coniques  à  base  aplatie  et  à  base  non  aplatie,  il  faut 
savoir  que  deux  couples  de  points  peuvent  sur  un  plan, 
comme  deux  couples  de  points  sur  une  même  droite, 
former  une  proportion  harmonique;  ou,  en  d'autres 
termes,  que  quatre  points  sur  un  plan  peuvent  former  un 
quadrilatère  harmonique.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  ferai 
voir  {§  V)  comment  on  peut  construire  le  point  D  au 
moyen  des  deux  foyers  et  du  point  C. 


IV. 

Voici  maintenant  le  nouveau  mode  de  construction 
pour  les  coniques  dénuées  de  centre  : 

Si^  en  chaque  point  d'une  parabole  et  sur  une  di- 
rection constamment  inclinée  du  même  angle  sur  la 

{*)  C'est  un  angle  égal  à  celui  que  le  rayon  Y„  prolongé  fait  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  de  base,  mais  à  cet  angle  pris  négatifemeiic ;  de  sorte 
que,  C  étant  le  point  extrême  du  rayon  Y^,  la  tangente  à  la  base  en  C  est 
bissectrice  de  CD  et  de  Y,  prolongé. 


(  ,6) 
normale,  on  porte  une  longueur  proportionnelle  à  la 
inojenne  géométrique  entre  le  rayon  vecteur  et  une 
longueur  constante,  V extrémité  de  celte  longueur  aura 
pour  lieu  une  autre  parabole,  dont  V axe  aura  la  même 
direction  que  celui  de  la  première. 

Soit  p  le  paramètre  de  la  parabole  donnée  -,  prenons 
son  foyer  pour  centre  des  rayons  vecteurs,  et  la  direction 
de  son  axe  pour  origine  des  inclinaisons.  Son  rayon 
vecteur,  identique  avec  son  rayon  focal,  aura  pour 
expression  la  somme  algébrique 


y,  =  x  +  v  —  /v  ( 2  .r  -f-  p). 

Le  rayon  vecteur  de    l'une  des  courbes  dérivées   de 
cette  base  sera 

Y,,,  =  Y,  -~  m  \r^2  Y„  y, 

où  q  est  une  ligne   sans  inclinaison,    et  m  un  nombre 
directif  de  grandeur  et  de  direction  déterminées. 

Cette  valeur  de  Y,„,  exprimée  en  fonction  de  .r,  est  la 
suivante  : 


Y„,  =  .r  -f-  y/  —  p['îx-\-p)  -\-  m  \j —  0.q  \  x  -j-  v'  —  p  {o. x -V- p  ) . 

En  lui  appliquant  le  même  calcul  qu'au  rayon  vecteur 
issud'une  ellipse  de  base  (dans  le  précédent  paragraphe), 
il  viendra 

,^  \Ip  +  '»  y/y  / 

1  /;.  =:  /"  V>"/  +  -^  -^  r^^  \j  ~J'{1X  -\-p}. 

Or,  si  l'on  transporte  Torigine  au  point  dont  le  rayon 

vecteur  est  m  \jpq-,  le  nouveau  rayon  vecteur  du  lieu  sera 
exprimé  par  la  somme  des  deux  derniers  termes  de  ¥,«,  et 
alors  on  reconnaîtra  aisément  que  ce  lieu  est  une  para- 
bole. 
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Il  y  aura  une  infiuilé  de  telles  pax-aboles  se  distinguant 
entre  elles  par  les  valeurs  de  q  et  de  ni.  Si  l'on  considère 
une  ligne  droite  issue  d'un  point  quelconque  de  l'une 
d'elles,  le  rayon  vecteur  de  celte  droite,  mesuré  à  partir 
du  foyer  de  la  parabole  de  base,  sera 


dx 


c'est-à-dire 


dx  \  2  \/ Y„ ,' 

Or,  en  prenant  pour  /  la  valeur  qui  annule  le  coef- 
ficient de  m,  savoir 

dx 

on  a  un  rayon  vecteur  particulier 

OD  =  -  Y., 

lequel  est  commun  à  toutes  les  droites  OL.  Ces  droites 
concourent  donc  au  pointD.  Ce  point  est,  comme  on  voit, 
sur  le  prolongement  du  rayon  vecteur  de  la  parabole  de 
base,  et  à  égale  distance  de  l'autre  côté  du  foyer.  Cette 
propriété  répond  à  celle  des  paraboles  à  base  aplatie, 
pour  lesquelles  la  sous-tangente  est  le  double  de  V ab- 
scisse, puisque  alors  l'abscisse  n'est  autre  que  le  rayon 
focal  de  la  base. 

On  peut  aussi  remarquer  que  les  deux  points  C  et  D  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  foyers  de 
la  parabole  non  aplatie-,  parce  que,  dans  un  quadrilatère 
harmonique,  si  l'un  des  points  passe  à  l'infini  dans  une 
direction  quelconque,  son  conjugué  se  place  au  milieu 
de  la  diagonale  qui  réunit  les  deux  autres  sommets. 
Ann.  de  Mathémat.,  t.  XII,  2«  série.  (Janvier  1873.)  2 
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J'arrive  à  montrer  comment  on  peut  construire  eu 
grandeur  et  en  direction  la  moyenne  géométrique  de 
deux  lignes  inclinées;  c'est-à-dire  comment  on  peut 
résoudre  le  problème  de  construire  la  ligne  OX  dé- 
terminée par  V équation  directive  suivante  où  OA  et 
OB  sont  données  : 


On  déduit  de  là 


OA.OB  =  OX 

OA  _  OX 

OX  "~  ob' 


d'où  il  résulte  premièrement  que  OA  est  inclinée  surOX 
autant  que  OX  l'est  sur  OB  5  c'est-à-dire  que  OX  est  sur 
la  bissectrice  de  l'angle  AOB. 


B 


De  plus,  l'égalité  des   rapports  directifs    — ^    et   — — 

OX  OB 

prouve  que  les  deux  triangles  OAX,  OXB  sont  sem- 
blables. Par  conséquent,  la  somme  des  deux  angles  en  X 
est  égale  à  la  somme  des  deux  angles  en  A  et  B,  et  l'angle 

total  AXB  est  le  supplément  à  180  degrés  de  \  AOB. 
On  construira  donc  sur  AB  un  segment  AXB  capable 

de  180  degrés  —  \  AOB,  et  le  point  X  sera  à  la  rencontre 

de  ce  segment  avec  la  bissectrice  de  AOb. 


♦■ 
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Si  les  deux  lignes  OA,  OB  sont  en  prolongement  l'une 
de  l'autre,  c'est-à-dire  si  l'angle  eu  O  vaut  deux  droits, 
on  retrouve  comme  cas  particulier  la  construction  donnée 
dans  les  Éléments  de  Géométrie. 

Le  point  D,  qu'il  nous  restait  à  construire  à  la  fin  du 
paragraphe  III,  était  déterminé  par  l'équation 

OC.OD— Ôf\ 

C'est  comme  si,  dans  la  figure  précédente,  ou  donnait 
les  lignes  OA  et  OX,  et  qu'il  fallût  construire  OB. 


VI. 


La  propriété  relative  aux  tangentes,  qui  est  si  connue 
dans  un  système  de  coniques  dérivées  d'une  conique  in- 
finiment aplatie,  et  que  nous  avons  retrouvée  dans  tout 
système  de  coniques  dérivées  (selon  la  même  loi)  d'une 
conique  non  aplatie,  pourrait  sembler  d'abord  une  dé- 
pendance essentielle  de  la  nature  des  coniques,  et  par  suite 
une  propriété  exclusive  de  ces  sortes  de  courbes;  mais  il 
n'en  est  pas  ainsi  :  la  propriété  en  question  résulte  du 
mode  de  dérivation,  et  en  ce  sens  elle  est  indépendante 
de  la  nature  particulière  de  la  base. 

En  effet,  soit  une  courbe  quelconque  :  «  En  chacun  de 
ses  points  C  et  sur  une  droite  inclinée  d'un  angle  constant 
sur  la  bissectrice  des  deux  rayons  focaux  de  ce  point,  soit 
portée  une  longueur  proportionnelle  à  la  moyenne  géo- 
métrique de  ces  deux  rayons.  »  L'extrémité  de  cette  lon- 
gueur engendrera  une  infinité  de  courbes  qui  différeront 
entre  elles,  soit  par  l'angle  constant,  soit  par  le  coefficient 
de  proportionnalité,  soit  par  ces  deux  éléments  à  la  fois. 
Or  les  droites  qui  seront  construites  pour  ces  courbes  de 

<r  2. 
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la  manière  que  nous  avons  indiquée  pour  celles  dont  la 
base  est  une  conique  se  rencontreront  aussi  en  un  même 
point  D,  lequel  sera  encore  le  conjugué  harmonique  du 
point  C  de  la  courbe  donnée  par  rapport  aux  deux  foyers. 
C'est  que  la  circonstance  de  ces  rencontres  est  une  pro- 
priélé  générale  de  la  transformation  directive  du  second 
ordre,  c'est-à-dire  de  la  transformation  représentée  en 
calcul  directif  par  l'équation  générale  du  second  degré. 
J'ai  démontré,  en  effet  [Nouvelles  Annales,  1868),  qu'une 
telle  équation  se  ramène  à  la  forme  simple 


dans  laquelle  X  est  le  rayon  vecteur  de  la  figure  trans- 
formée, et  Y  celui  de  la  ligure  transformante. 

A  cette  occasion,  j'ai  fait  remarquer  que  la  transforma- 
tion des  figures  par  le  moyen  des  équations  directives 
semble  ouvrir  un  vaste  champ  aux  investigations  géo- 
métriques, puisque,  dans  chaque  ordre  ou  degré,  les 
courbes  transformantes  ont  d'abord  des  propriétés  dé- 
pendantes des  courbes  transformées  (courbes  appelées 
bases  de  dérivation  dans  le  présent  article),  et  de  plus  ont 
aussi  des  propriétés  communes  qui  dépendent  essentiel- 
lement du  mode  de  dérivation,  comme  on  en  a  ci-dessus  un 
exemple  remarquable.  Et  enfin,  de  même  qu'il  y  a  des 
propriétés  communes  à  toutes  les  courbes  dites  algé- 
briques dans  la  méthode  des  coordonnées  cartésiennes,  il 
y  a  aussi  en  calcul  directif  des  propriétés  communes  à 
toutes  les  transformations  représentées  par  des  équations 
'  algébriques. 

P. -S.  —  Non -seulement  à  l'occasion  des  caracté- 
ristiques, mais  aussi  dans  le  Traité  des  sections  coni- 
ques, M.  Chasles  fait  voir  qu'on  peut  considérer  un  seg- 
ment de  droite  limitée  comme  une  conique  infiniment 
aplatie. 


SIR  LE  TUÉORÉME  DE  DAI^DELIN; 

Par  m.  Abel  TRANSON. 


Lorsqu'un  plan  coupe  un  cône  de  révolution,  si  une 
sphère  est  inscrite  dans  le  cône  de  manière  à  toucher  ce 
plan,  le  point  de  contact  est  l'un  des  foyers  de  la  section, 
et  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer  est  la  droite  de 
rencontre  du  plan  sécant  avec  le  plan  de  contact  de  la 
sphère  et  du  cône.  Tel  est  le  beau  théorème  dû  à 
MM.  Quetelet  et  Dandelin. 

Ce  théorème  a  une  extension  bien  connue.  Si  upe  autre 
sphère,  inscrite  aussi  dans  le  cône,  pénètre  le  plan  sécant, 
la  distance  tangentielle  d'un  point  de  la  section  conique 
au  cercle  de  pénétration  est  dans  un  rapport  constant  avec 
la  distance  de  ce  point  à  la  droite  de  rencontre  du  plan 
sécant  avec  le  plan  de  contact  de  la  nouvelle  sphère  et  du 
cône.  Ce  cercle  de  pénétration  peut  être  appelé  un  cercle 
focal,  et  la  droite  dont  il  s'agit  une  directrice  relative  à 
ce  cercle. 

Mais  si  la  sphère  inscrite  au  cône  ne  touche  ni  ne  pé- 
nètre le  plan  sécant,  devient-elle  étrangère  à  la  conique, 
étrangère  aux  propriétés  focales  de  la  conique?...  On  va 
voir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi. 

Lemme. —  «  Soit  une  sphère  de  rayon  r,  dont  le  centre  C 
est  à  la  distance  a  d'un  plan  donné;  toutes  les  sphères 
qui  ont  leurs  centres  sur  le  plan  et  qui  coupent  orthogo- 
nalement  la  première  se  rencontrent  en  un  même  point 
placé  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  C  et  à  une 
hauteur  égale  à  \Ja^  —  r^ \  »  proposition  connue  et  d'ail- 
leurs très-facile  à  démontrer. 

Maintenant  si  l'on  se  représente  une  sphère  inscrite  au 


# 
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cône,  mais  ne  touchant  ni  ne  pénétrant  le  plan  sécant,  on 
montrera,  précisément  comme  pour  la  sphère  tangente 
ou  pénétrante,  que  la  portion  d'arête  du  cône  comprise 
entre  le  plan  de  contact  et  un  point  quelconque  m  de  la 
section  conique  est  dans  un  rapport  constant  avec  la 
distance  de  ce  point  à  la  droite  de  rencontre  des  deux 
plans.  D'ailleurs  cette  portion  d'arête  issue  du  point /n 
est  égale  à  la  distance  de  ce  même  point  à  celui  qu'on 
aura  placé,  selon  la  règle  indiquée  dans  le  lemme,  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  le 
plan  sécant  -,  car  ces  deux  distances  sont  des  rayons  d'une 
même  sphère  dont  le  centre  est  m. 

Ce  point  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de 
la  sphère  est  indépendant  de  la  situation  du  point  m  sur 
le  périmètre  de  la  conique.  C'est  un  véritable /bye/'  qui 
a  sa  propre  directrice. 

On  démontrera  aussi ,  absolument  comme  dans  le  cas 
de  deux  sphères  tangentes  à  une  section  elliptique,  que 
si  l'on  considère  les  deux  foyers  relatifs  à  deux  sphères 
.non  pénétrantes,  la  somme  des  deux  rayons  vecteurs  est 
constante  pour  tous  les  points  de  l'ellipse  si  les  deux 
sphères  sont  situées  l'une  au-dessus,  l'autre  au-dessous 
du  plan  sécant.  Ce  serait  la  différence  si  elles  étaient  du 
même  côté.  Dans  le  cas  de  la  section  hyperbolique,  c'est 
toujours  la  différence,  parce  que  les  sphères  non  péné- 
trantes sont  toujours  d'un  même  côté  du  plan  sécant. 

On  retrouve  ainsi  ces  foyers  extérieurs  au  plan  de  la 
conique,  dont  l'existence  et  les  propriétés  sont  bien 
connues. 


RECTlFiCATION. 

Les  questions  1056,  1079  et  1080  ont   été  résolues  par 
M.  Lucien  Bignon,  de  Lima. 


% 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  dhine  Lettre  de  M.  Doucet,  professeur  au 
lycée  de  Lyon.  —  Permettez-moi,  je  vous  prie,  de  re- 
venir un  instant  sur  une  question  traitée  deux  fois  déjà 
dans  les  Annales,  et  qui  est  la  suivante  : 

Var  deux  points  Jixes  A  ef  B  pris  sur  une  ellipse 
donnée j  on  fait  passer  des  cercles  variables  ;  oji  de- 
mande le  lieu  des  points  M  où  concourent  les  tangentes 
menées  à  V ellipse  et  à  chacun  des  cercles. 

Vous  avez  donné,  Monsieur,  dans  les  Nouvelles  An- 
nales [\^^  série,  t.  X,  p.  4o8)  une  solution  géométrique 
qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  En  même  temps ,  vous  de- 
mandiez à  vos  lecteurs  une  solution  analytique  qui,  en 
raison  de  certaines  difiicultés,  devait  être  intéressante  et 
instructii^e  [*). 

M.  Breton  (de  Champ)  a  donné  une  solution  de  cette 
nature,  fondée  sur  les  principes  de  Fhomologie.  Cette  so- 
lution est  reproduite  par  M.  Housel,  dans  son  Intro- 
duction à  la  Géométrie  supérieure  (p.  177).  «  L'ana- 
lyse ordinaire,  dit  cet  auteur,  ne  donnerait  pas  uni- 
quement Téquation  du  lieu  cherché,  parce  que  les  quatre 
tangentes  communes  que  le  calcul  indique  toujours  pour 

deux  coniques  se  coupent  deux  à  deux  en  six  points » 

Il  fallait  donc  avoir  recours  aux  formules  de  l'homolosie 
pour  n'obtenir  que  le  facteur  du  second  degré,  qui  résout 
seul  la  question. 

Je  vous  adresse,   Monsieur,   une  solution  analytique 

;*  )  Cette  solution  a  été  donnée  par  MM.  Mister  et  Neuberg,  2*  série, 
1.  II,  p.  481  ;  et  par  M.  Paul  Serret,  2^  série,  t.  111,  p.  49. 
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que  j'ai  eu  l'occasion  de  donuer  à  des  élèves  de  Mathéma- 
tiques spéciales.  Je  ne  fais  usage  que  de  l'analyse  la  plus 
ordinaire;  c'est  un  calcul  très-simple,  dans  lequel  le  be- 
soin de  l'homologie  ne  se  fait  nullement  sentir. 

SoitT  =  o  l'équation  du  système  des  deux  tangentes 
menées  à  l'ellipse  par  le  point  M  (a,  (3)  qui  correspond 
à  l'un  des  cercles. 

Soient  en  outre  P  =  o,  Q  =  o  les  polaires  de  ce  point 
dans  l'ellipse  et  dans  le  cercle.  Ces  deux  courbes  peuvent 
être  représentées  par  les  équations 

(i)  T-+-)^P'=o, 

(2)  T-+-p.Q^=o, 

À  et  fi  étant  deux  paramètres  à  déterminer. 
En  retranchant,  on  a 

équation  d'un  système  de  cordes  communes.  Prenons, 
pour  la  droite  AB, 

(3)  Pv/x^Qv/p. 

Soit  maintenant 

,,.  x''        r- 

a^        o- 

l'équation  de  l'ellipse.  Alors 

'  P  =  ^+Ë:^_.. 

M-  b- 

Pour  identifier  les  équations  (i)  et  (4),  il  suffit  d'an- 
nuler, dans  la  première,  le  coefficient  de  xj-^  il  en  ré- 
sulte 


(  ^5  ) 
Soit  d'ailleurs  Q  =  y -\- px -h  q.  L'équalion  (3)  de- 
vient 

et  si  l'on  désigne  par  0Ci,ji  les  coordonnées  à  l'origine  de 
la  droite  AB,  on  a 

(-^-ij  ^b  =  (j.    -f-  7)v>. 
En  retranchant,  on  élimine  q,  et  il  vient 

équation  où  n'entre  que  le  rapport  —  >  et  qui  montre  par 

■Xi 

là  que  le  lieu  cherché  ne  dépend  que  de  la  direction  de  AB. 

Soit  m  = ^  le  coefficient  angulaire  de  cette  direction. 

L'équation  ci-dessus  devient 

\ii      -^      ^)       ""^     =      (P      -^     '")      ^^ 

Exprimons  maintenant  que  la  courbe  (2)  est  un  cercle  j 
il  vient 

£^—  a'+  a'—  b^=:y.[l—  p"-). 

Substituons  cette  valeur  de  p  dans  les  deux  équations 
qui  précèdent,  on  a 


(y.         S/;A      ,  aS 


(5)  I   \"        "   /  v; 


(  =^6) 
et  il  faut,  entre  ces  deux  équations,  éliminer^.  La  pre- 
mière donne  deux  valeurs  pour  y^ . 

1°  ^p.  =:  |3  -.  Cette  valeur  doit  être  rejetée;  car,  sub- 
stituée dans  la  deuxième  des  équations  (5),  elle  conduit 

a- 
donnée. 


à  —  H-T^  —  i=o,  qui  n'est  autre  chose  que  l'ellipse 


2°  Ja  =  oc  —  •  Celle-ci  donne 
am 


Telle  est  l'équation  du  lieu  demandé.  C'est  une  hyperbole 
homofocale  à  l'ellipse  donnée. 


SOLIITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOIYELLES  ANMLES. 


Question  1038 

(TOir   2*  série,  t.  X,   p.  336); 

Par  m.  LÉoir  LECORNU, 
Élève  du  lycée  de  Caen. 

Étant  donnés  en  grandeur  les  quatre  côtés  d'un  qua- 
drilatère plan  et  la  droite  qui  unit  les  milieux  de  deux 
côtés  opposés  j  trouver  r  aire  du  quadrilatère  en  fonction 
de  ces  cinq  droites.  Discussion  du  problème. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère,  S  sa  surface,  MN  la 
droite  qui  unit  les  milieux  des  côtés  AC  et  BD.  Prolon- 
geons ces  deux  côtés  jusqu'à  leur  rencontre  au  point  O, 
appelons  Q  leur  angle,  et  posons 

0M=^,     ON  =  j,     ]MA  =  c,     NB=--^,     AB  =  «, 
CD  =  a',     MN  =  b; 


(  ^7  ) 
nous  avons  les  relations  suivantes  : 

iS  =  [{x  -{- c){j  -{- d)—{x  —  c){j  —  d)]sm 9  =  2{dx -h cjr) sinB, 

d'où 

(i)  S  =  {dx-\-cj)sm9, 

(2)  x--\-y- — axjrcosB  z=  b', 

(3)  (x  —  C:--h  [y  —  df—  2(^7  — c)(j— ^)cos9=  a}, 

(4)  (a;-+-c)2  +  (j^-c?)2— 2(.r  +  c)(J^-c?)cos9  =  a'^ 

Les  équations  (3)  et  (4)  peuvent  s'écrire 

[c'^-V-  d"-)  —  2  (cj?  -{-  dy)-\-Q.[d.v  -ir  cj  —  cd)  cosô  =  a}  —  è', 
(c2-4-  rf^)H-  Q.{cx  -\-  dy)—  i{dx  +  cj -t-  c^)cosô  — «'=— è-, 

ou,  en  ajoutant  et  retranchant  successivement  ces  deux 
équations  membre  à  membre^ 

(5  )  2  (<~2  -h  </2  )  —  4ct/ cos 9  =  a^  +  û''^  —  2  éS 

(6)  ^[cx  -h  dy)  —  ^[dx  -+-  cy)  cosô  3=  a'-  —  a\ 

De  l'équation  (5)  on  tire 

COS0  = -. '• 

q.cd 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

c  —  c?cos9  — ~  m, 

d c  ces 9  =^   72, 

l'équation  (6)  devient 

4w.r  +  /^ny  =  rt'2 —  <7% 
d'où 


ou 


(?'- —  a- —  A.mx 

x=  - 


4« 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  développant  et 
chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

i6(m2-4-  n^-h2.mncosQ)x-  —  8{a'^—  a^){m  -h  ncos9)x 

-f-  (fl'- —  a-y—i6b'n-=o; 
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Pour  que  le  quadrilatère  existe,  il  faut  que  cos0  soit 
plus  petit  que  -+-  i,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

OU 

2{c—  d]-<^a--h  a"—  2Ô'. 

Il  faut  aussi  que  cos0  soit  plus  grand  que  —  i,  ou 

2(f  +  dy^n'-h  a'-  —  ■2.b\ 
Il  faut  enfin  que  l'on  ait 

8b'{a''-h  (f-  —  lb-')  —  [a'-—  a=j2>  o. 

Si  ces  trois  conditions  sont  remplies,  l'expression  (7)  est 
réelle,  et  par  suite  il  en  est  de  même  de  l'expression  (8). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1081 

(voir  2"  série,  t.  XI,  p.  192  ); 

Par  m.  L.  DESMONS, 

Professeur  au  lycée  de  Troyes. 

Trouver  Venveloppe  de  la  corde  commune  à  une 
ellipse  et  à  son  cercle  osculateur ;  ti'ouuer  le  lieu  des 
milieux  de  ces  cordes.  (E.  Lemoime.) 

I.  L'équation  de  la  corde  commune  au  cercle  oscula- 
teur  et  à  l'ellipse  est 

II)  -  COSa —  -sina=C0S2a, 

a  b 

a.  étant  le  paramètre  angulaire  du  point  de  contact,  et  le 
second  point  d'intersection  ayant  pour  paramètre  —  3a. 
Je  pose 


(  3o) 
l'équation  (i)  devient  alors 


fcos(^-7)-^-sin(^-Y)=sio.y, 


ou 


équation  de  même  forme  que  celle  de  la  normale  à  l'ellipse. 
Si  l'on  pose 

X       y  X        Y 

on  peut  l'écrire 

4    .  4 

/?  H- 9  tang^  = -î=:  sintp,     ou    /?coto  +  g' =  — r:  cos^j). 

Dérivant  ces  deux  équations  par  rapport  à  o,  on  a 
successivement 

COS>  =  -j, 
2^ 

sm'<p  =  ^, 

2^ 

d'où 

(3)  ;,^+y^=2; 

telle  est  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  rectan- 
gulaires. 

On  peut  la  mettre  sous  une  forme  plus  simple  en  pre- 
nant pour  axes  les  diagonales  du  rectangle  des  axes.  On 
a,  MP  et  MQ  étant  les  perpendiculaires  abaissées  sur  OX 


(  3i  ) 
et  OY,  et  9  étant  l'angle  XOY  des  nouveaux  axes, 

MP  =  Y  sin 0,     MQ  =  X  sin  6, 

MP  =  - —  ^       MQ  =  '      -  , 

y/«2  -t-  6'  s/a''  -h  b' 

lab 
sinô  =  — r  • 


r  2  Y  X       y  2X 


et  l'équation  (3  )  devient 

(4)  lâ-hY'^i^ia-'+b'f. 

Cette  courbe  a  sur  les  axes  quatre  points  de  rebrousse- 
ment  de  première  espèce,  a,  a',  £,  b' .  Elle  est  symétrique 
par  rapport  aux  axes  de  l'ellipse  et  lui  est  tangente  en 
ses  quatre  sommets.  Les  points  a,  a',  Z>,  è'  sont  sur  un 
cercle  de  rayon  \/'i{a^  -{-  b^),  facile  à  construire. 

II.  Les  coordonnées  du  point  milieu  de  la  corde  sont, 
en  prenant  pour  axes  les  axes  de  l'ellipse, 


(                (cosa  +  cos3a) 
X  ^=  a 


(5) 

ou  bien 


(j=è 


2 

(  sin  a  —  sin  3  a 


X  =  a  COSa  ces 2a, 
jK  =  —  b  sin  y.  ces  2  a . 


En  élevant  au  carré  ces  deux  équations  et  ajoutant,  on  a 


X-  Y- 

cos'2a  =  -+-^; 


(32) 
donc 


cosa  = 


En  introduisant  ces  valeurs  dans 


J 

V 


cos2a  =:  cosa  —  sin^a, 
il  vient 


(6)  \-^'-^-y')-\l^^-J~ 

Cette  courbe  a  pour  équation,  en  coordonnées  polaires, 

cos^w        sin'w 
ti-  h' 

(7)  P 


//cos^w 

v(— 


La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes;  l'ori- 
gine est  un  point  quadruple  dont  les  tangentes  ont  pour 
équation 


b' 


ce  sont  les  diagonales  du  rectangle  des  axes.  Si  l'on  con- 
struit riiyperbole  qui  a  pour  axes  2a,  2b,  l'équation  (7) 
donne  une  propriété  des  rayons  des  trois  courbes 


"2  „'3 


(8)  pr=p' 

p,  p  et  p"  désignant  les  rayons  de  la  courbe,  de  l'ellipse 
et  de  l'hyperbole  correspondant  à  un  même  angle  w. 

III.  L'équation  de  l'enveloppe  des  cordes  communes 
en  coordonnées  tangentielles  s'obtient  aisément.  L'équa- 
tion de  la  corde  commune  (2)  peut,    en   effet,  s'écrire, 


[  33  ) 
dans  le  système  des  axes  OX,  OY, 

,    ,  Ycoso  Xsino 

(9)  - 


-p  sinç)  coS(j)     (*), 


et,  en  désignant  par  ii,  u  les  coordonnées  tangentielles  de 
cette  di'oite,  on  a 


-  =  coso  v "2 («*-(-  b^]j 

U  i       T  \ 

-  =  —  sin  cp  y/^  [  «^  -+-  6^  j 
On  tire  de  là  l'équation  de  la  courbe 
(lo)                           -^  +  -,  =  2(«^  +  ^.'); 
elle  est  donc  de  quatrième  classe. 


N.  B.  —  Voici  comment  M.   Hilaire,  professeur   à 
Douai,  trouve  léquation  de  l'enveloppe  dont  il  s'agit  : 
«  L'équation 


—  cosa  —  '-  sma  ^  ces 2 a 
a  0 


de  la  corde  commune  à  l'ellipse  et  au  cercle  osculateur 
peut  s'écrire 


(  — ^-  T  )  (cosa  —  sinajH-  ( j  (cos«  H-  sina) 


OU 


=  2(cos^a  —  sm-a), 

X        Y 
(l  o 


a         b 


sin(a-i-45")        cos(a  +  45°} 


(*)  Plus  simplement,  en  posant  K  :=  y/a ( a- -i- 6^ ), 

cosp       sm  p 
Ann.  de  Mathém.,  t.  XII,  2*^  série.  (Janvier  1873.) 


(34  ) 
équation  de  la  forme 

X  Y    _ 

sinô        cosO 

»  Or  on  sait  que  l'enveloppe  de  la  droite  représentée 
par  celte  dernière  équation  a  pour  équation 

111 

donc,  par  analogie,  l'enveloppe  qui  nous  occupe  a  pour 
équation 

»   Cet   ingénieux    artifice   de  calcul   est   indiqué  par 
M.  Salmon   [Higher plane  Curves,  p.  io6).  » 

Note. —  La  question  1081  a  aussi  été  résolue  par  M1\I.  Moret-Blanc; 
Moreau,  lieutenant  d'Artillerie  de  la  Marine;  Androuski,  étudiant  à  l'Uni- 
versité de  Varsovie  ;  R.  de  Paolis,  étudiant  à  l'Université  de  Rome  ;  Chervet, 
élève  du  lycée  de  Moulins;  Gambey;  Pellissier;  Brocard  ;  Hilaire  ;  Lenglet, 
Lez  et  Kœhler. 

Question  1088 

*  (voir  2*  série,  t.  XI,  p.  336); 

Par    m.   MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

Tromper  Vaire  de  V enveloppe  de  la  corde  commune 
à  une  ellipse  et  à  son  cercle  osculafeur. 

(L.  Desmoks.) 
Soient 

l' équation  de  l'ellipse,  et  œ  le  paramètre  angulaire  du 
point  de  contact  d'un  cercle  osculateur.  Les  coordonnées 
de  ce  point  sont 

jr,  =  a  cosw,     y,  =  b  sinw. 

La  corde  commune  au  cercle  et  à  l'ellipse,  ayant  même 


(  'y^ } 

inclinaison  sur  les  axes  que  la  langente  commune,  a  pour 

équation 

,    .  b  cosw 

j  —  b  sin  w  =  ■ — : (x  —  a  cos&ji, 

«  sinco 

ou 

(i)  b.T  cosw  —  a  y  sin  w  =  ab  (c;os-w  —  sin^w), 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  o)  est 

(2)  bx  sin  M  -h  cij  cosw  =  ^db  sinw  cosw. 

L'élimination  de  w  entre  ces  deux  équations  donnerait 
celle  de  l'enveloppe;  cette  équation  a  été  trouvée  (ques- 
tion 1081).  Il  vaut  mieux,  pour  l'objet  qui  nous  occupe, 
tirer  des  équations  (i)  et  (2)  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  courbe.  Il  vient 

X  =  a  (cos^w  "1-  3sin-&j  cosw), 

y  r=z  b  (sin^  w  -i--  3 sinw  cos-w), 
d'où 

dx  =^  3«  (sinw  cos^&)  —  sin^wjr/w. 

De  w  =  o  à  w  =  -,  dx  est  positif,  et  l'aire  comprise 

entre  la  courbe  et  l'axe  des  x  est  extérieure  à  la  courbe. 

De  (0  =  -^  à  0)  =  -5  dx  est  négatif,  et  l'aire  comprise 

entre  la  courbe  et  l'axe  des  x  se  compose  de  l'aire  pré- 
cédente, plus  le  quart  de  l'aire  cliercliée.  Kn  appelant  A 

l'aire  totale  de  l'enveloppe,  on  aura  donc  y  en  intégrant, 

de  o  à  -?  — jdx  exprimé  en  fonction  de  w  et  r/w,  ce  qui 
donne 


j=z2>ub  j      (sin^w -f- 3  sinw  cos-w)  (sin^w  —  sinw  cos=w)<^/w 

=  3ab  I      (3  cos'^w  —  3  cos'm  -I-  2  sin^w  —  siu*^w)<r/w; 

3 


(36) 
et,  en  remarquant  que,  de  o  à  -,  sin^co  et  cos^w  passent 

en  sens  inverse  parles  mêmes  valeurs,  l'expression  pré- 
cédente se  rédui  t  à 


A  Ta  . 

y    =   3rtè     I  (2COS*W  COS^wU/w 

4  Jo 

/1.3.5  1.3    77\  TZ 

=  ôao  {  ^—-T  7r 7  -      =  3«f  7T» 

\2.4.t)  2.4  2/  O 

d'où 

A  =  \-Kab. 

Cette  aire  est  les|  de  celle  de  l'ellipse;  par  suite,  l'aire 
comprise  entre  la  courbe  et  l'ellipse  est  la  moitié  de  Faire 
de  l'ellipse. 

Les  coordonnées  des  points  de  rebroussement  sont 

X  =  it  a  Y  2 ,      j)'  =:  zt  i  y'a  . 

L'aire  du  rectangle  passant  par  les  quatre  points  de 
rebroussement  est  donc  8«Z>,  et  l'aire  comprise  entre  le 
périmètre  de  ce  rectangle  et  la  courbe  est  égale  à 

(8  — iTrjflt-. 

ISote. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.   Hilaire,  Pellissier, 
Brocard,  Gambey,  Androuski,  Chervet  et  Kœhler. 


Question   1089 

(voir  2"  série,  t.  XI   p.  336); 

Par   m.    MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

Trouver  le  lieu  des  pôles  des  cordes  communes  et  la 
podaire  du  centre  relative  à  l'enveloppe  des  cordes 
communes  à  une  ellipse  et  à  con  cercvj  osculaleur. 

(L.  Desmows.) 


(  37  ) 
1.  Soient  a  et  jS  les  coordonnées  du  pôle  d'une  corde 
commune 

(i)  bx  cosw  —  «j?in  w  =  ab  (cos-u  —  sin'w); 

sa  polaire 
(2)  b-7.x -\- a-^r  =  a'^b'^ 

devant  être  identique  à  la  corde  commune,  on  aura  les 

équations 

bu  rtS  ob 


coscù  sinw        ces- M  —  sin-w 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  o).  On  en  tire 

cos^w        sin^w  I  (cos^w  —  sin-w) 

d'où 


b^-o,' 


et 


a=P'  +  b'^u?  =z 


>^p2—  b'a^Y 


ou,  en  chassant  le  dénominateur,  et  écrivant  x  eX.  j  au 
lieu  de  a  et  jS, 

[a^'j^  —  bKx-'Y  =  aH\a-'x'-  -^  b\r^). 

Le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  ordre,  tangente  à 
l'ellipse  aux  quatre  sommets,  et  ayant  pour  asymptotes 
les  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse  indéfiniment 
prolongés. 

2.  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  corde 
commune 

(i)  hx  cosw  —  ay  sinw  =  oè (cos-w  —  sin'w) 


(  38  ) 
a  pour  équation 

(  2  )  ax  sîn  w  -\-  hy  cosoj  =  o. 

On  aura  l'équation  de  la  podaire  en  éliminant  w  entre 
ces  deux  équations.  De  l'équation  (2)  on  tire 

cos^w        sin-»  "       t  cos-w — sin^w 

d'où 

ax  .  _  by 

cosw  =zt:  1      sinw 


sja-x'^  -I-  b'y'^  yjà-x'^  -h  6''j^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  ré(|uation  (i),  et  élevant  les 
deux  membres  au  carré,  on  a 

(j:=-4- j')-(fl^r=  -h  b''y-)  =  {a''x^  —  b-y-y, 

ou,  en  coordonnées  polaires, 

^_{a^cos^9—  b^sin^ey 
<7' cos'ô  +  é^sin-'Q 

La  courbe  se  compose  de  quatre  feuilles  symélriques 
par  rapport  aux  axes,  tangentes  à  l'ellipse  aux  quatre 
sommets,  et  ayant  pour  tangentes  au  centre  les  droites 

j=dzyX,   c'est-à-dire  les  perpendiculaires   aux  dia- 
mètres conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Brocard ,  Hilaire, 
Kœhler,  Pellissier,  Gambey,  Chervet,  R.  de  Paolis ,  étudiant  à  l'Uni- 
versité de  Rome. 

Question    1090 

(voir  2°  série,  t.  XI,  p.  33G); 

Par  INI.   A.   PELLISSIER, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Le  triangle  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  Vellipse 
et  pour  hase  la  corde  du  cercle  osculateur  en  un  point 


(39) 
(le  V ellipse  est  équivalent  au  triangle  qui  a  pour  sommet 
le  centre  de  P ellipse  et  pour  base  la  corde  de  V ellipse 
perpendiculaire  au  grand  axe,  mejiée  au  point  dont  le 
paramètre  angulaire  est  double  de  celui  du  point  de 
contact.  Maximum  de  Vaire  de  ce  triangle.  Maximum, 
de  la  longueur  de  la  corde  commune.  (L.  Desmows.) 
Soit  MN  la  corde  commune  à  l'ellipse 

a'        b- 

et  au  cercle  osculateur  en  M.  Le  paramètre  angulaire 
(ou  angle  excentrique),  étant  égal  à  a  en  ce  dernier  point, 
sera  au  point  N  égal  à  —  Zot.. 

La  surface  du  triangle  0?>JN ,  dont  le  sommet  O  est  le 
centre  de  l'ellipse,  sei^a  donnée  par  la  formule 


2S=: 


b  sin  a  a  ces  a 

—  b  sin  3  a     a  ces  3  a 


ab 


sma 
-  sin  3  a 


cosa 
ces  3  a 


^  ab  (sina  cos3a  -\r-  cosa  sinSa)  =  ab  %Ya.[^x. 

Celle  du  second  triangle  de  l'énoncé  sera  donnée  par 
b  sin  2  a 


2  S' 


ab 


sm2a 
-  sin  2  a 


CCS  2  a 
C0S2a 


a  cosa a 
—  /;  sin  2  a     a  ces 2a 
^=ziab  sin 2 a  ces  la  =  ab  sin 4 «• 

Ces  deux  surfaces  sont  donc  bien  égales. 
Maximum  de  Vaire  de  ce  triangle.  —  Le  maximum 
de  S  aura  lieu  évidemment  pour 


c'est-à-dire 


sm^  ^ 


8 


,  ab 


L'aire  est  alors  égale  à  — ,  ou  au  huitième  du  rectangle 

2 

des  axes. 


(4o  ) 

Maximum  de  la  longueur  de  la  corde  commune.  —  La 
corde  MN  a  pour  équation 

X  Y 

—  cosa —  -  sin  y.  =  coS2a; 

a  b 

en  appelant  L  sa  longueur  et  p  la  perpendiculaire  OP 

abaissée  du  sommet  sur  la  base  du  triangle  OMN,   on 

aura 

2  S  =:  />>  L  ; 

donc 

P 


d'ailleurs 


et  par  suite 


ab  cos2a 


\/«^sin^a  -f  b"^  cos^a 


1^  =  1  sin  2  a  \Ja'^  sin^a  -+-  h"^  cosV. . 

Pour  avoir  le  maximum,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la  dé- 
rivée par  rapport  à  a-,  on  trouve  ainsi 

4  C0S2a  (a^sinV.  H-  b''-  cos^a)  -f-  c^  sin^  2a  =  o. 

Remplaçant  cosa  a  et  sin  2  a  par  leurs  valeurs  en  sin  a 
et  cosa,  on  arrive,  toutes  réductions  faites,  à  l'équation 

a^  tang'a  —  ic^  tang'a  —  b"^^  o, 
d'où  

c'±L  sic*  +  a^b^ 
tan  g' a  = , 

Le  signe  -|-  convient  seul  au  radical,  puisque  tangua 
doit  être  positif^  donc  les  valeurs  de  a.  correspondant 
au  maximum  sont  données  par 

tanga=±;-  sjc'^  +  sjc'  -+-  a^b\ 


(  4i  ) 
On  a  donc  pour  a  quatre  valeurs,  ce  qui  est  évident  à 
cause  de  la  symétrie. 

La  valeur  coi-respondante  de  L  sera  égale  à 


où  l'on  a  posé 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Brocard,  Hilaire, 
Gambey,  Moret-Blanc,  Androuski,  Chervet,  Lez  et  R.  de  Paolis,  étudiant 
à  l'Université  de  Rome. 


Question  1094 

(voir  2*  série,  t.  XI,  p.  479  ); 

Par  m.  V.  JAMET, 

Élève  du  lycée  de  Bordeaux  (classe  de  M.  de  Lagrandval). 

On  donne  deux  coniques  dont  Vune  est  Jixe  et  dont 
Vautre  se  meut  autour  du  fojer  commun.  Démontrer 
que  le  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  com- 
munes est  un  cercle.  Sij  pour  une  certaine  position  de 
la  conique  rnohile,  les  tangentes  communes  sont  paral- 
lèles, elles  le  seront  pour  toutes  les  positions  de  cette 
dernière  conique.  (E.  Lemoijve.) 

Soient  F  le  fo^^er  commun,  F"  le  second  foyer  de  la 
conique  mobile,  F'  le  second  foyer  de  la  conique  fixe. 
Abaissons  FA,  FB,  F'C,  F'D  et  F"E,  F^'G  perpendicu- 
laires sur  les  tangentes  communes.  On  a,  en  appelant  h 
et  b'  les  demi-axes  non  focaux  des  deux  coniques, 

FAXF'C^^'S 


d'où 


De  même 


d'où 


(  4^  ) 

FC  _  b^ 
F'D  _  b' 

F'C  _  F'D 
F^"~  F~G 


Les  trois  points  F',  F",  M  sont  donc  en  ligne  droite. 
De  plus,  on  a 

F'M  _  F_C  _  b^ 

Wïi  ~~  F^  ~  h''  ' 

Or  le  lieu  du  point  F"  est  un  cercle  décrit  du  point  F 
comme  centre  avec  la  longueur  FF"  pour  rayon;  et  le 
lieu  du  point  M  qui,  d'après  l'égalité  précédente,  est  ho- 


molhétique  par  rapport  à  F'  du  lieu  du  point  F",  est  un 
cercle  dont  le  centre  se  trouvera  sur  F'F  à  une  distance  d 
de  F',  telle  qu'on  aura  ,  en  appelant  c  et  c'  les  demi- 


(43  ) 
distances  focales  des  deux  coniques, 


d 


d  —  ic        b"^ 

bien 

o.b-c 


d  = 


De  même  le  rayon  R  sex^a  donné  par  l'équation 

ib'c' 


R  = 


b'—h'-' 


Si,  pour  une  certaine  position  de  la  conique  mobile, 
les  deux  tangentes  communes  sont  parallèles  entre  elles, 
elles  seront  aussi  parallèles  à  la  droiie  F'F"  qui  passe 
par  leur  point  de  concoui^s,  et  Ion  aura 

F'C  =  F"E     ou  bien     F'C  X  FA  =F"E  X  FA, 

ou  encore 

b-=b'\ 

Il  en  résulte  que,  pour  une  position  quelconque  de  la 
conique,  on  aura 

F'CX  FA  =  F"EXFA, 
ou 

F'C  =  F"E. 

De  même,  on  aura 

F'D  =  F"G, 

et  les  deux  tangentes  communes,  étant  parallèles  à  FF", 
seront  parallèles  entre  elles. 

Note.  —  Solutions  analytiques  de  Mi\I.  G.  Launoy  et  Gambey. 
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Question  1095 

(voir  2"  série,  t.  XI,  p.  470); 

Par  m.   h.  lez. 

Ze  minimum  d'vne  tangente  à  V ellipse,  comprise 
entre' les  axes,  est  égal  à  la  demi-somme  [a-\-b)  des 
axes. 

La  tangente  à  l'ellipse  a'^j^+ ^^a:^=  a^/>^,  en  un 
point  dont  l'abscisse  est  p,  a  pour  équation 


y  = 


a  \Ja'' 


—  ax  +  fi' 


elle  rencontre  l'axe  des  X  à  une  distance  —  de  l'origine  et 

l'axe  des  Y  à  une  dislance  • 

y/a'  —  i>? 

Par  suite,  la  longueur  de  la  tangente,  comprise  entre 
les  axes,  est  exprimée  par 


a''  a-b"^ 

r^ 1 -^ ou      l 

pi^        a-  —  p.^ 


Cherchant  maintenant  les  valeurs  de  fx  qui  annulent 
la  dérivée  du  radical  ou 


/'  = 


a{h''^'' — fl^ft*-»-  2«Y»— a«) 


GUI  aura  celles  qui  rendent  la  fonction  /  minimum  5  elles 
sont  les  racines  de  l'équation 


b'^u}  —  a-pL^-i-2aV' — «^  =  0     ou     fx=r:i: 


v^ 


(  45  ) 
Or  la  valeur  de  p,  qui  répond  à  la  question,  est 


V   a  -4- 


%<<•■• 


car  la  dérivée  reste  négative  pour  u.  <^n  t  /  — — -7  • 

Transportant   cette   valeur   dans    l'expression   de  /^, 
on  a 

C.    Q.    F.    T. 

Note.  —  Cette  question  a  été  résolue,  de  même,  par  MM.  H.  Heldermann, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique  de  Delft;  Pierre  Arnould,  élève 
du  collège  Stauislas;  Kruschwitz,  de  Berlin;  A.  Tourrettes,  surveillant 
général  au  lycée  d'Albi;  Moret-Blanc. 


Question  1096 

(  voir  2"  série  ,  t.  XI ,  p.  479  ) 

Par  m.   h.  LEZ. 

Le  maximum  de  la  dislance  du  point  de  contact 
d^une  tangente  à  l'ellipse  à  la  projection  du  centre 
sur  cette  tangeJite  est  égal  à  la  demi-différence  [a — b) 
des  axes. 

La  tangente   à  l'ellipse  a-j  -+- h^  x- =  a^  b"^ .,   en   un 


C")  On  arrive  au  même  résultat  par  le  calcul  suivant.  En  désignant 
par ^  =  7» x -h»  l'équation  delà  tangente,  on  a 


Mais  le  produit  de  a-ji-  par  — ;  étant  une  quantité  constante  a'b^,  le  mi- 

nimum  de  la  somme  a-77!-H est  2ab.  Donc  le  minimum   de  l'    est 

;«- 

2al>-\-b^-ha\ou  [a-hby.  (G.) 


(  46-  ) 
point  dont  l'abscisse  est  ^j.,  a  pour  équation 


' —  ux  4-  a'), 


a  y^ia'  —  pi- 

et  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  est  représentée 
par 

a  si  a-  —  11.- 

y= — TT — ■^• 


De  ces  deux  équations,  on  lire  facilement  les  coor- 
données du  point  de  rencontre  des  deux  droites;  elles 
sont  


et    y 


a^  —  a- IL- -\- b'^ ^'  "  a^ — a"^  y? -^  b^  [C- 

Or,  le  point  de  contact  ayant  pour  coordonnées 

^ . 

a 

la  longueur  du  segment  intercepté  sur  la  tangente  aura 
pour  expression 

ou 
et 


y    \a^  —  a-  u-  -+-  à-  fi')  a- 


Cherchant  maintenant  les  valeurs  qui  annulent  la  dé- 
ri-vée  du  radical  ou 

^  (a^  —  b-)  (a- a^  —  b-  u.*  —  2 a'  u-  +  a^) 

on    aura  celles   qui    rendent  la  fonction  /   maximum 5 


(  47  ) 
elles  sont,  comme  dans  le  cas  précédent,  les  racines  de 
l'équation 


/     " 
a-^' —  b-^^ — la^tj} -\- a'z=  o      ou      f/.  =±<7t/ ^• 

Or  la  valeur  de  fji,  qui  répond  à  la  question,  est  encore 

y   a  -+-  b 

car  la  dérivée  reste  positive  pour  u.  <^  a  w -• 

Transportant  cette  valeur  dans  l'expression  de  /',  on 

trouve 

l^n  —  h. 

C.  <j.   F.  T.    (*). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gambey;  Pierre 
Arnould,  élève  du  collège  Stanislas;  A.  Tourrettes,  surveillant  général  au 
lycée  d'Albi;  Moret-Blanc. 


(*)  La  question  1096  se  ramène  à  la  précédente  logS,  en  remarquant 
que  le  produit  d'une  tangente  comprise  entre  les  axes,  par  la  distance 
du  point  de  contact  à  la  projection  du  centre  sur  cette  tangente,  est  une 
quantité  invariable  égale  à  a- —  b'.  Cette  proposition  s'établit  facilement  ; 
car  soient  A,  B  les  points  où  la  tangente  coupe  les  axes  OX,  OY  ;  C  le 
point  de  contact;  D  la  projection  du  centre  sur  la  tangente;  E  l'inter- 
section de  l'axe  OX  et  d'une  normale  menée  au  point  C,  et  OP  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  de  l'ellipse  sur  cette  normale.  La  simili- 
tude des  triangles  rectangles  AOB  et  OPE  donne 

AB_  OA 

OE~OP' 
d'où 

ABxOP=OExOA; 
mais 

OP  =  CD; 
donc 

AB  X  CD  =  OE  X  OA  =  «^  —  b\ 

Le  minimum  de  la  tangente  étant  «  -i-  6,  le  maximum  de  la  distance  CD 
est  nécessairement  a  —  b.  (G.) 
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Question  H  03 

(voir  2*  série,  t.  XI ^  P   à?:); 

Par  m.  PELLISSIER, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Si  a,  b,  c  désignent  les  sommets  d'un  triangle  et  a',  b\ 
c'  les  traces,  sur  les  côtés  opposés,  des  polaires  de  ces 
sommets  par  rapport  à  une  conique,  les  cercles  décrits 
suraa',  bb',  ce'  comme  diamètres  se  coupent  aux  mêmes 
points.  (H.  Faupe.) 

Soit  ABC  le  triangle  polaire  réciproque  de  abc  par 
rapport  à  la  conique^  on  sait  que  les  lignes  Aa,  Bb^  Ce 
se  coupent  en  un  même  point 5  donc  les  intersections  a', 


&',  c'  des  côtés  de  ABC  avec  les  côtés  de  abc  sont  sur  une 
droite  MN.  Or,  dans  la  figure  formée  par  le  triangle  abc 
et  la  transversale  MN,  nous  avons  un  quadrilatère  aca'c' 
dont  aa'  et  ce'  sont  les  diagonales,  et  bb'  la  ligne  qui 
joint  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés.  Donc 
{.Géométrie  supérieure,  n°345)  les  circonférences  décrites 
sur  aa',  bb',  ce'  comme  diamètres  se  coupent  aux  mêmes 
points. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret- Blanc  et 
Gambey. 


(49) 
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Cours  de  Calcul  infinitésimal,  professé  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Bordeaux,  par  /.  Hoilel,  1871-1872*, 
deux  Parties,  in-4°,  de  370-336  pages,  lithographiées. 
Prix  :  20  fr.  (La  seconde  Partie  se  vend  séparément  : 
10  fr.) 

Le  plan  général  de  cet  Ouvrage  s'écarte  en  quelques  points  du 
plan  adopté  dans  la  plupart  des  Traités  d'Analyse.  L'auteur  a 
renoncé  à  la  division  ordinaire  du  Calcul  infinitésimal  en  Calcul 
différentiel  et  Calcul  intégral.  Cette  division  n'a  pas  pour  raison 
le  degré  de  difficulté  de  ces  deux  branches,  les  commencements 
du  Calcul  intégral  étant  beaucoup  plus  faciles  que  certaines 
applications  du  Calcul  différentiel.  En  séparant  les  deux  opéra- 
tions, inverses  l'une  de  l'autre,  la  différentialion  et  l'intégra- 
tion on  s'interdit  de  nombreuses  et  notables  simplifications 
dans  l'établissement  des  propositions  fondamentales,  et  l'on  se 
condamne  à  scinder  certaines  théories,  qui  se  rattachent  natu- 
rellement à  l'objet  du  Calcul  différentiel,  mais  dans  lesquelles 
l'usage  de  l'intégration  est  nécessaire. 

Le  caractère  dominant  de  ce  Cours,  c'est  le  soin  avec  lequel 
l'auteur  a  développé  tout  ce  qui  touche  aux  fondements  de  la 
méthode  infinitésimale.  Bien  que  la  légitimité  et  la  rigueur  de 
cette  méthode  eussent  été  mises  hors  de  doute  depuis  longtemps 
par  les  travaux  de  Carnot,  de  Cauchy,  de  Duhamel,  il  semble 
cependant  que  beaucoup  de  Traités  classiques  ne  l'emploient 
qu'avec  timidité,  en  changeant  sa  dénomination  en  celle  de 
méthode  des  limites  ;  comme  si  ces  deux  méthodes  ne  découlaient 
pas  des  mêmes  principes,  et  différaient  autrement  que  par  des 
détails  de  forme.  Convaincu,  parson  expérience  de  l'enseigne 
ment,  de  la  nécessité  d'aborder  franchement  les  difficultés  appa- 
rentes, et  de  se  rapprocher  autant  que  possible,  dans  les  déve- 
loppements théoriques,  de  la  voie  indiquée  tant  par  l'instinct 
Ann.  de  Machémat.,  a^  série,  t.  XII.  (Février  1873.)  4 
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universel  que  par  la  pratique,  l'auteur  a  pris  pour  point  de 
départ  le  mode  d'exposition  suivi  par  M.  Duhamel  dans  la  pre- 
iriière  édition  de  son  Cours  d'' Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique 
(i84o-i84i)'  I'  ^"i  "i  paru  peu  naturel  de  commencer  par 
définir  la  différentielle  d'une  fonction  comme  une  partie  seule- 
ment de  l'accroissement  infiniment  petit  de  cette  fonction,  cette 
conception  artificielle  pouvant  jeter  quelque  obscurité  sur  cer- 
tains points,  par  exemple,  sur  la  définition  des  différentielles 
totales  des  divers  ordres  d'une  fonction  de  plusieurs  variables, 
sur  la  question  du  changement  de  la  variable  indépendante,  etc. 
On  ne  tarde  pas,  du  reste,  à  reconnaître  que  les  deux  points  de 
vue  sont  identiques,  à  la  forme  près  ;  mais  l'on  n'a  plus  à  craindre 
la  confusion  entre  \  infiniment  petit  et  le  très-petit,  que  l'emploi 
de  deux  lettres,  d  et  A,  pour  désigner  successivement  les  mêmes 
accroissements,  peut  faire  naître  dans  certains  esprits.  Si  l'on 
évite,  au  début,  de  traiter  à  fond  certaines  questions  réputées 
délicates,  les  difficultés  devant  lesquelles  on  a  d'abord  reculé  se 
représentent  inévitablement  plus  tard,  dans  des  cas  où  la  com- 
plication du  sujet  rend  leur  solution  difficile.  C'est  là  la  source 
de  tous  les  paradoxes  qui  embarrassent  encore  tant  de  bons 
esprits.  En  s'habituant  dès  le  commencement  à  l'emploi  du  lan- 
gage de  la  méthode  infinitésimale,  auquel  on  est  forcé  tôt  ou  tard 
de  recourir  dans  les  applications,  comme  l'auteur  de  la  Méca- 
nique analytique  en  a  lui-même  donné  l'exemple,  on  n'est  pas 
exposé  à  mettre  en  suspicion  la  rigueur  d'un  mode  de  raisonne- 
ment dont  on  a  appris  à  contrôler  l'exactitude  dans  l'exposition 
des  premiers  principes. 

Le  contenu  de  l'Ouvrage  de  M.  Hoiiel  correspond  à  peu  près- 
au  programme  de  la  licence  es  Sciences  mathématiques,  sauf 
l'addilion  de  quelques  suppléments,  qu'exigeaient  les  progrès 
récents  de  la  Science.  Voici  un  aperçu  de  la  Table  des  matières 
avec  l'indication  des  numéros  des  Leçons  correspondantes. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Iiuroddctioii. —  (1-6).  Premières  notions  sur  les  déterminants. 
Calcul  infinitésimal.  —  (1-3).  Généralités.  Principe  des  limites.  Infini- 
ment petits,  infiniment  {grands.  Piinriftes  Condamontaiix  sur  la  substitu- 
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lion  des  infiniment  petits.  Dérivées.  —  (4-8).  Dillerentielles  des  fonctions 
d'une  ou  de  plusieurs  variables.  Intégrales  définies  et  indéfinies.  Métho- 
des générales  de  différcntiation  et  d'intégration;  application  aux  princi- 
pales fonctions  simples.  —  (9-12).  Infiniment  petits  des  divers  ordres. 
Dérivées  et  différentielles  d'ordre  supérieur;  leur  calcul  direct.  Différen- 
tielles et  dérivées  partielles  des  divers  ordres  des  fonctions  de  plusieurs 
variables.  Changement  de  variables.  —  (13-16).  Relations  entre  les  ac- 
croissements des  fonctions  et  les  valeurs  moyennes  des  dérivées.  Théo- 
rèmes de  Taylor  et  de  iMaclaurin;  leur  application  au  développement  des 
fonctions  en  séries.  Théorèmes  sur  les  séries  de  puissances  entières  et 
positives.  Développement  en  séries  au  moyen  de  l'intégration.  CoeUi- 
cients  indéterminés.  —  (17).  Valeurs  limites  dans  les  cas  d'indétermina- 
tion apparente.  —  (18-19).  Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  ou 
de  plusieurs  variables.  —  (20-23).  Décomposition  en  fractions  simples 
et  intégration  des  fonctions  rationnelles.  Irrationnelles  du  second  degré. 
Formules  de  réduction  successive  des  intégrales  des  fonctions  algébriques 
et  transcendantes.  —  (24-2C).  Remarques  sur  le  passage  des  intégrales 
indéfinies  aux  intégrales  définies.  Différcntiation  et  intégration  sous  le 
signe  f .  Calcul  des  intégrales  définies  spéciales.  Intégrales  eulériennes. 
—  (27-29).  Tangentes  et  normales  aux  couibes  planes.  Asymptotes  rec- 
tilignes.  Longueur  d'un  arc  de  courbe.  Angle  de  contingence;  sens  de  la 
concavité.  —  (30-33).  Courbure  des  courbes  planes.  Contacts  des  divers 
ordres;  courbes  osculatrices.  Développées.  Enveloppes.  —  (34-35).  Tan- 
gente, plan  normal,  plan  osculateur  aux  courbes  dans  l'espace.  Plan 
tangent,  normale,  lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  des  surfaces 
courbes.  —  (36-41).  Théorèmes  de  Géométrie  infinitésimale;  double 
courbure  des  lignes  non  planes:  développées.  Étude  d'une  surface  en  un 
point  donné,  hayons  de  courbure  principaux  lai  un  point  quelconque. 
Lignes  de  courbure,  lignes  asymptotiques,  lignes  géodésiques;  théorème 
de  Dupin.  Applications  à  l'hélice  et  aux  hélicoïdes.  Contacts  des  lignes 
et  des  surfaces. —  (42-44).  Quadratures,  rectifications,  cubatures.  Centres 
de  gravité,  moments  d'inertie.  —  (45).  Déterminants  fonctionnels.  Chan- 
gement de  variables  dans  les  intégrales  multiples. 

Additions  :  Calcul  approché  des  quadratures. —  Série  deLagrange  pour 
le  développement  des  fonctions  implicites. 

SECONDE  PARTIE. 

(1).  Intégration  des  différentielles  du  premier  ordre  à  plusieurs  varia- 
bles indépendantes.  —  (2-3).  Formation  des  équations  différentielles  par 
l'élimination  des  constantes  arbitraires.  —  (4).  ÎS'ouvelle  démonstration 
du  théorème,  que  toute  équation  différentielle  d'ordre  quelconque  admet 
une  intégrale  générale.  —  (5-9).  Principales  méthodes  d'intégration  pour 
les  équations  différentielles  du  premier  ordre.  Application  à  la  recherche 
des  formules  d'addition  des  transcendantes.  Théorie  du  multiplicateur. 
Équations    où    la  dllfémitielle  entre   à  un  degré  supérieur  au   premier. 
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Solutions  singulières.  Méthode  de  P. -H.  Blanchet  pour  distinguer  les 
solutions  sinfjulières  des  intégrales  particulières.  —  (l^)-  Intégration 
et  cas  d'abaissement  des  équations  diirérentielles  d'ordre  supérieur. — 
(  1 1-13).  Théorie  des  équations  diflerentielles  linéaires.  —  (  14-16).  Équa- 
tions différentielles    simultanées.    Intégration    des    équations   linéaires. 

—  (17).  Equations  aux  différentielles  totales  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré  entre  trois  variables.  —  (18-19),  Formation  des  équations 
aux  dérivées  partielles  par  l'élimination  des  fonctions  arbitraires.  Équa- 
tions aux  dérivées  partielles  des  principales  familles  de  surfaces.  —  (  20- 
21).  Surfaces  enveloppes.  Formation  des  équations  non  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Équations  aux  dérivées  partielles  à 
deux  variables  indépendantes;  exemples  d'intégration.  —  (22-24).  Équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Équations  non 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  le  cas  de  deux 
variables  indépendantes.  Équations  linéaires  aux  déi-ivées  partielles  d'or- 
dre quelcon(iue.  —  (25-27).  Calcul  des  variations  des  intégrales  simples. 

—  (28-30).  Mesure  de  la  courbure  des  surfaces.  Coordonnées  curvilignes. 
Triangles  géodésiques.  Applications  à  l'ellipsoïde. 

APPENDICE  :  Éléments  de  la  théorie  des  qeantités  complexes. 

(1).  Théorie  générale  des  opérations. —  (2).  Des  quantités  négatives. 

—  (3-5).  Définition  des  quantités  complexes.  Addition  et  soustraction. 
Multiplication  et  division,  puissances  entières  et  fractionnaires.  Toute 
équation  algébrique  a  une  racine  réelle  ou  complexe.  Fonctions  exponen- 
tielles et  circulaires,  logarithmes.  —  (6).  Fonctions  d'une  variable  com- 
plexe. Fonctions  monogènes. —  (7-9).  Intégration  le  long  du  contour 
d'une  aire  donnée.  Théorème  de  Cauchy.  Piésidus.  Représentation  d'une 

•  fonction  synectique  sous  forme  d'un  résidu.  Théorèmes  de  Cauchy  et 
de  Laurent  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries  de  puissances. 
Etude  d'une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point.  Indices.  Décomposition 
d'une  fonction  rationnelle  en  fractions  simples.  —  (  10-11  }.  Séries  de  Bùr- 
mann  et  de  Lagrange.  Calcul  des  intégrales  définies. —  (12).  Application 
de  la  théorie  des  quantités  complexes  à  la  Géométrie  analytique. 

Cours  de  Physique  mathématique  ,  par  IVL  Emile 
Malliieu,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Be- 
sançon. Un  volume  in-4;  1873.  Prix  :  i5  francs. 

La  Physique  mathématique  est  une  branche  de  la  Science  qui 
a  été  créée  en  France.  niais<iui  n'est  prestjueplus  cultivée  dans 
notre  pays;  cela  tient  en  gr^ande  partie  à  ce  que  ceux  qui  dési- 
reraient l'étudier  ne  trouvent  pas  d'ouvrages  qui  puissent  les 
diriger  dans  leurs  travaux. 

RI.   Mathieu  vient  de  combler  cette  lacune,  en   publiant  un 
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Traité  didactique  sur  les  méthodes  d'intégration  en  Physique 
mathématique.  Ces  intégrations  se  rencontrent  dans  les  théories 
delà  chaleur,  de  l'élasticité,  de  l'acoustique,  de  l'électricité,  et 
les  physiciens  eux-mêmes  sont  obligés  de  s'appuyer  sur  les  for- 
mules qu'on  en  déduit. 

M.  Mathieu  a  rangé  les  questions  qu'il  a  traitées,  non  sui- 
vant les  théories  physiques  auxquelles  elles  ap])artiennent,  mais 
suivant  l'ordre  dans  lequel  elles  se  présentent  d'après  les  inté- 
grations. 

La  Théorie  imithématique  de  la  Chaleur  de  Poisson  et,  à  plus 
forte  raison,  la  Théorie  analytique  de  la  Chaleur  de  Fourier  ne 
sont  plus  à  la  hauteur  de  la  Science.  Les  découvertes  de  Lamé 
sur  les  intégrations  de  la  Physique  mathématique  sont  ré|jan- 
dues  dans  quatre  ouvrages  qu'il  a  publiés  (*);  mais  il  n'est  pas 
toujours  revenu  sur  les  recherches  de  ses  prédécesseurs.  Aussi, 
aujourd'hui,  pour  connaître  les  méthodes  d'intégration  en  Phy- 
sique mathématique,  faut-il  lire,  outre  des  Mémoires  détachés, 
l'ouvrage  de  Fourier,  celui  de  Poisson  et  ceux  de  Lamé. 

Le  livre  de  M.  Mathieu  rend  donc  un  service  évident. 

On  vient,  il  est  vrai,  de  faire  paraître  en  Allemagne  un  ou- 
vrage de  Riemann  sur  le  même  sujet  :  Méthodes  d"" intégration 
en  Physique  mathématique  ;  mais  ce  Livre,  publié  après  sa 
mort,  ne  fait  que  reproduire  les  leçons  du  savant  professeur  et 
ne  peut  avoir  les  développements  qui  auraient  été  donnés  à  un 
Traité  proprement  dit. 

Le  Chapitre  I  du  Cours  de  Physique  mathématique  de  M.  Ma- 
thieu traite  de  l'emploi  des  séries  trigonométriques,  introduites 
pour  la  première  fois  dans  l'Analyse  par  la  théorie  de  la  corde 
vibrante;  il  contient  l'historique  complet  de  la  corde  vibrante, 
à  la  théorie  de  laquelle  travaillèrent  tous  les  grands  géomètres 
de  l'époque,  et  il  montre  ensuite  la  nouvelle  importance  que 


(*)  Leçons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les  surfaces 
isothermes;  in -S,  1807.  —  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  et 
leurs  diverses  applications  ;  in-8,  1809.  —  Leçons  sur  la  théorie  analy- 
tique de  la  chaleur  ;  in-8,  iSîg.  —  Leçons  sur  la  théorie  mathématique 
de  l'élasticité  des  corps  solides;  2*  édition,  in  S ,  iSliC'. 
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donne  Fourier  à  ces  séries,  en  les  employant  pour  représenter 
des  fonctions  discontinues. 

Le  Chapitre  II,  relatif  aux  surfaces  isotlicrmes  et  aux  coor- 
données curvilignes,  donne  sur  ces  belles  théories  de  Lamé  tout 
ce  qui  est  nécessaire  pour  le  sujet  du  Livre.  A  la  fin  du  Chapitre 
se  trouve  un  article  publié  autrefois  par  l'auteur  sur  l'écoule- 
ment des  liquides  dans  les  tubes  capillaires,  et  qui  a  été  signalé 
plusieurs  fois  à  l'Académie  des  Sciences  par  M.  de  Saint-Venant. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  étudie  l'équilibre  de  tempéra- 
ture des  cylindres.  Cette  question  a  été  traitée  dans  les  Leçons 
sur  les  coordonnées  ciuvilignes  de  Lamé-,  mais  M.  Mathieu  y  a 
apporté  des  perfectionnements  en  reprenant  le  plus  souvent  les 
questions  mêmes  de  Lamé.  C'est  lui  qui  a  reconnu  le  premier 
que  les  équations  aux  différences  partielles  de  la  Physique, 
mises  en  coordonnées  curvilignes,  peuvent  devenir  fausses  sur 
certaines  surfaces;  alors  les  intégrations  qu'on  en  déduit  sont 
également  fausses.  11  montre  comment  on  doit  résoudre  cette 
difficulté. 

Le  Chapitre  IV  renferme  des  recherches  sur  les  équations 
différentielles  linéaires  du  second  ordre,  utiles  dans  la  Physique 
mathématique,  et  reproduit,  avec  des  simplifications  notables, 
les  recherches  de  Sturm. 

Le  Chapitre  V  traite  de  la  théorie  du  mouvement  vibratoire 
des  membranes;  c'est  un  sujet  qui  a  été  spécialement  étudié  par 
l'auteur;  il  y  donne  avec  développement  la  théorie  du  mouve- 
ment vibratoire  d'une  membrane  de  forme  ellipticpie  qu'il  avait 
j)ubliée  en  1868  dans  le  tome  XIII  (2"  série)  du  Journal  de 
Matliénintiqucs  pares  et  appliquées  de  M.  Liou  ville. 

Le  Chapitre  VI  a  pour  objet  la  distribution  de  la  chaleur  dans 
une  sphère;  cette  question  a  été  traitée  par  Laplace  et  Poisson  ; 
l'auteur  y  ajoute  peu  au  fond;  mais  l'exposition  en  était  diffi- 
cile et  mérite  d'être  remarquée. 

Le  Cha])itre  VII  traite  de  la  distribution  de  la  chaleur  dans  un 
milieu  indéfini  et  des  températures  du  globe  terrestre.  On  y 
voit  les  principaux  résultats  des  recherches  de  Laplace,  Poisson, 
Fourier. 
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L'auteur  y  résout  certains  problèmes  d'Analyse  par  des  for- 
mules plus  simples  que  celles  données  avant  lui. 

Le  Chapitre  VIII  est  relatif  à  l'équilibre  de  température  de 
t'ellipsoïde.  C'est  une  question  qui  avait  été  entièrement  résolue 
par  Lamé.  Mais  l'auteur  en  a  changé  l'exposition  en  usant  de 
réflexions  générales  auxquelles  il  a  été  conduit  par  le  sujet  de 
son  Livre  et  en  profitant  de  recherches  faites  p:ir  Jacobi  et  par 
M.  Liouville. 

Le  Chapitre  IX  traite  du  refroidissement  d'un  ellipsoïde  plané- 
taire. Cette  question  difficile  appartient  entièrement  à  l'auteur  et 
renferme  des  résultats  très-curieux  au  point  de  vue  de  l'Analyse. 

M.  Serret  a  présenté  l'Ouvrage  de  M.  IMathieu  à  l'Académie 
des  Sciences,  et  voici  les  paroles  qu'il  a  prononcées  à  cette  oc- 
casion :  «  Le  livre  dont  M.  E.  Mathieu  a  tenu  à  faire  hommage 
à  l'Académie  tire  son  origine  des  leçons  jirofessées  par  l'auteur 
dans  un  cours  complémentaire  institué  à  la  Sorbonne,  il  y  a 
quelques  années,  par  RI.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique. 
M.  Mathieu  a  pleinement  justifié  la  confiance  <iui  lui  fut  témoi- 
gnée en  cette  occasion,  et  l'Ouvrage,  dans  lequel  il  publie  au- 
jourd'hui le  résultat  de  ses  études  sur  les  méthodes  d'intégration 
usitées  dans  les  recherches  de  Physique  mathématique,  est  ap- 
pelé, sans  nui  doute,  à  rendre  d'importants  services  aux  per- 
sonnes qui  s'occupent  de  cette  branche  des  Mathématiques  ap- 
pliquées. » 


RECHERCHES  ANALYTIQliES 

snr  la  surface  da  troisième  ordre  qui  est  la  réciproque  de  la  sarface 
de  Steiner 

(sQtlc,  voir  2°  série,  t.  XI,  p.  4i8); 

Par  m.  LAGUERRE. 


V.  —  Digression  sur  les  covarixuils  doubles  des  jornies 
binaires. 
29.   Comme,  dans  tout  ce  qui  suit,  les  covariauls  dou- 
bles des  foroies  u  et  w  se  présenleiit  très-fréquemment, 
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les  considérations  suivantes,  quoique  très-simples,  ne 
paraîtront  peut-être  pas  inutiles. 

Soient  les  formes  u[x,j)  et  w{x,j),  dans  lesquelles 
j'ai,  pour  un  instant,  substitué  aux  variables  t  et  r  de 
nouvelles  variables  x  et  j. 

On  a  évidemment,  en  conservant  les  notations  précé- 
dentes, 

et  de  même 

w (  tx-\-t'y,  t^tH-t'j)  =: oj.r' -+-4 ^'x\Y-\-&^f,xy^-\-^'-f  xy^  4-w'j*, 

en  posant 

^'=r'(af'4-3Bf'T+37fT^+5T')-i-T'(pf^4-37rH-i-3(îfT---f-eT^), 

Soit  maintenant  F  un  covariant  double  quelconque 
de  u  et  de  w,  on  a,  par  suite  de  la  définition  même  des 
covariants, 

F(o,  b,...,  a,  p,.  ..,tx-^  t'y,  rx  +  -z'y,  tx'  -^  t'y',  tx'  -^-z'y') 

^    ={tr'-^r)-Y{u,C',...,^,P,...,x,y,x',y'y, 

d'où,  en  faisant  dans  cette  identité  x  =  i,  )^  =  o,  a:'=  o, 

Y{a,b,.  ..,ci,!^,...,t,T,f,x') 

=  {tr'  —  t'z]-'"¥{u,  C , .  .  . ,  o>,  P ,.  .  . ,  i,o,  0,1). 

D'où  les  conclusions  suivantes  : 

1°  Un  covariant  double  (et  il  en  est  de  même  évidem- 
ment d'un  covariant  simple  et  d'un  invariant)  est  déter- 
miné quand  on  connaît  son  terme  principal,  c'est-à-dire 
le  terme  auquel  se  réduit  le  covariant  quand  on  y  fait 
t.  =  I ,  z  =  o,  t'  =  o,  z'  =  i . 

On  obtient,  à  une  certaine  puissance  près  de  [t'' — z't). 
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la  valeur   du  covariant    en  remplaçant  respectivement 
dans  le  terme  principal  a,  b,  c,.  .  .  par  u,  C,  «C^, .  .  . ,  et 

a,  /3,  y, .  .  .  par  w,  ^',  ^o, 

2°  Si  l'on  veut  établir  une  relation  entre  des  éléments 
géométriques  dépendant  de  deux  points  de  la  sextique  Z, 
on  pourra  toujours  supposer  que  les  paramètres  de  ces 
deux  points  sont  o  et  oo  ;  de  la  relation  qui  a  lieu  dans 
ce  cas  particulier,  on  déduira  la  relation  générale  en 
remplaçant  respectivement  «,  è,  c, .  .  .  et  a,  |3,  y, .  .  .  par 
les  émanants  que  j'ai  mentionnés  ci-dessus. 

30.  Pour  faire  une  application  simple  des  considéra- 
tions qui  précèdent,  je  remarquerai  que  l'on  a 

i  =  ae  —  jlbd-h3c'=  {tz'  —  t'T)-'[uu'  —  /^CC  +  ^C]]. 

L'équation  de  la  quadrique  §  peut  donc  s'écrire  de  la 
façon  suivante  : 

««'  — 4ec'H-4cj  =  o. 

Les  plans  osculateurs  de  la  sextique  Z  aux  points  U) 
et  («'),  dont  les  équations  sont 

«  =  o     et     u'  =  o, 

coupent  S  suivant  deux  coniques  situées  sur  le  cône  dont 
l'équation  est 

4tJ-4C£'  =  o; 

le  sommet  de  ce  cône  est  défini  par  les  équations 
<C,  =  o,     C  =  o     et     C  z=  o. 

Ce  point  est  d'ailleurs  le  point  [t,  t')  de  la  surface  DC. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Théorème  VIL  —  Étant  donnée  une  sextique  7j,  si 

Von  mène  deux  plans  osculateurs  quelconques  de  cette 
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tcourbe,  ils  coupent  la  quadiique,  qui contientTj^  suwant 
deux  coniques^  le  soininst  d'un  des  cônes  qui  passe  par 
ces  deux  coniques  se  trouve  sur  la  surface  ^,  dont  Z  est 
une  asymptotique,  et  quand  ces  plans  se  déplacent  de 
toutes  les  manières  possibles,  le  somniet  de  ce  cône  décrit 
la  surface  o>C . 

Remarque.  —  On  peut  par  ces  deux  coniques  mener 
un  deuxième  cône;  le  sommet  de  ce  cône  décrit  une  sur- 
face que  j'étudierai  dans  la  suite  de  ce  Mémoire. 

VI.  —  Centre  et  plan  central  d'une  sextique  gauche. 
31.   Outre  l'invariant 

qui  est  identiquement  nul,  les  deux  polynômes  u  et  w  ont 
un  autre  invariant,  du  premier  degré  relativement  aux 
coefficients  de  «, 

//„  =  «('/£  — ^2)  +  2.b{yS  —  p£)  +  c(a£  4-2po  —  3'/-) 

L'équation  /jq  =  o  représente  un  plan  II-,  pour  trouver 
les  points  d'intersection  de  ce  plan  avec  la  sextique  Z,  il 
faut  remplacer  «,  Z>,  c, .  .  .  par  leurs  valeurs  tirées  du 
tableau  B;  le  résultat  devant  être  un  covarianl  de  o),  il 
suffit  de  calculer  son  terme  du  degré  le  plus  élevé  et 
par  conséquent  de  faire  a,  è,  c  égaux  à  zéro,  et 

rf=af"      et     e  =  4P'^> 
jl  vient  ainsi,  comme  premier  terme  de  ce  covarianl, 

2[3«p7  — a=(î  — 2fl']/«; 

d'où  l'on  conclut  que  les  paramètres  des  points  où  le 
plan  n  rencontre  la  sextique  Z  sont  les'racines  de  l'équa- 
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tion  que  l'on  oblienl  en  égalant  à  zéro  la  covarianl  du 
sixième  degré  de  w  (*). 

Les  paramètres  des  quatre  points  stationnaires  de  Z  étant 
les  racines  de  l'équation  w  =  o,  on  déduit  de  là  et  des 
propriétés  bien  connues  du  covariant  du  sixième  degré 
d'une  forme  biquadratique  la  proposition  suivante  : 

Théorème  MIL  —  Les  quatre  points  stationnaires 
(Pline  sextique  Z  peuvent  être  partages  de  trois  façons 
différe,ntes  en  deux  groupes  de  deux  points  ;  à  chaque 
mode  de  groupement  correspond  sur  la  courbe  une  di- 
vision en  inuoliition  donnant  lieu,  à  deux  points  dou- 
bles. Les  droites  qui  joignent  les  trois  couples  de  points 
doubles  sont  situées  dans  un  même  plan  LT,  qui  est  le 
plan  central  de  la  sextique. 

Comme  je  le  montrerai  plus  tard,  ces  trois  droites  sont 
situées  sur  la  surface  .'K,  dont  Z  est  une  asymptctique. 

32.  Il  est  facile  de  conclure  de  ce  qui  précède  qu'il 
ne  peut  y  exister  d'autres  covariants  de  u  et  de  w,  du 
premier  degré  par  rapport  aux  coefficienls  de  u,  que 
ceux  que  je  viens  d'examiner. 

En  égalant,  en  effet,  à  zéro  un  tel  covariant,  on  a  l'é- 
quation d'un  plan  ([ui  rencontre  Z  en  six  points  dont 
les  paramètres  sont  les  racines  d'une  équation  que  l'on 
obtient  en  égalant  à  zéro  un  covariant  de  a>  du  sixième 
degré.  Or  il  n'existe  qu'un  seul  covariant  de  ce  degré  5  la 

(*)  Les  points  cuspidaiix  d'une  sextique  sont  souvent  désignés  sous  le 
nom  de  points  stationnaires. 

Par  tout  point  {t)  d'une  sextique  Z,  on  peut  mener  en  effet  un  plan  P 
osculateur  de  cette  courbe  et  diflérent  du  plan  (f);  le  paramètre  t'  de  ce 
plan  s'obtient  en  égalant  à  zéro  l'émanant 

.f'=f'(a<'H-3,3f*-H37ïH-<?)-i-(/3;'-l-3y/:'-H3or-+-c)  =  o. 

Si  le  paramètre  {t)  satisfait  à  la  relation  oj  =  0,  on  voit  ({ue  l'on  a 
t' =^  t  el  le  plan  P  se  confond  avec  le  plan  {t). 


(  6o  ) 
proposition  qub  je  viens  d'énoncer  est  donc  démontrée. 

De  ]à  diverses  conséquences  importantes. 

En  premier  lieu,  /zq  étant  le  seul  invariant  linéaire  par 
rapport  aux  coefficients  de  u  ( sauf  ae  —  4 ^ o  ■+"  •  •  «5  4"' 
est  identiquement  nul),  si  l'on  passe  de  la  sextique  Z  à 
la  sextique  Zp,  en  employant  les  substitutions  dont  j'ai 
parlé  au  §  I,  hf,  devra,  à  un  facteur  numérique  près,  con- 
server la  même  valeur ^  et,  en  effet,  on  vérifie  facile- 
ment que  l'on  a,  en  conservant  les  notations  de  ce  même 

paragraphe, 

//„=(9>-(xp)'/v 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IX.  —  Toutes  les  sextiques  qui  sont  les 
asjmptotiques  iV une  surface  9t  ont  même  plan  central. 

Je  dirai  que  ce  plan  est  aussi  le  plan  central  de  ^Cj 
comme  je  l'ai  déjà  fait  observer,  il  coupe  celte  surface 
suivant  trois  droites. 

33.  Equation  de  la  surface  du  quatrième  ordre  qui 
contient  les  lignes  nodales  correspondant  aux  asympto- 
tiques  de  la  surface  3C. 

Pour  tous  les  points  de  la  courbe  3<d,  qui  est  la  ligne 
nodale  de  la  surface  développable  ayant  Z  pour  arête  de 
rebroussement,  on  a 


ac — b-       ad — hc 

ae-\- 

ibd — 3e^        be — cd 

ce — d-        3/ 

a                 ib 

(ic                      2.d 

e             ii 

On  déduit  de  là 

-A  _3/ 

4^0      2/' 

d'où 


Gy/^o  +  ik  =  o, 


et  encore 

(12)  iyho  ■+-  ik  —  /î'  =  o. 


(  6.   ) 
Cette    équation  représente   une   surface   du    quatrième 
ordre  il  qui  contient  la  nodale  3b  5  en  se  reportant  aux 
formules  (3)  du  tableau  A,  on  voit  que  l'on  a 

/' X'  —  h'-  =  {9l—  pp)2  ( i/(  —  lû) ; 

en  vertu  de  la  formule  donnée  dans  le  numéro  précédent, 
on  a  donc  identiquement 

6yA'„  +  i'k'  —  h'^=[9\  —  u.^Y-[Ç)jh,  +  ik  —  A'J  j 

d'où  Ton  déduit  facilement  que  la  surface  Q.  contient  les 
iiodales  i)bj,  dont  le  lieu  est  ainsi  donné  par  Féqua- 
lion  (12). 

34.  Il  y  existe  un  point  O  de  l'espace  dont  les  coor- 
données s'expriment  au  moyeu  des  coefficients  de  u  et 
du  liessien  de  u. 

Les  eoordonnées  de  ce  point  sont  déterminées  par  le 
système  suivant  d'équations 

41  h  c 


}yu a  —  2 /:« ( ay — p^)        3y„[i  —  li^  a.S —  p7  .    «e-f-a^rî — 87^ 

~ -J/oV       ^'0 


6 


On  vérifie  facilement  que  les  quantités  a,  b,  c,.  .  .  sont 
les  coordonnées  d'un  point,  car  elles  satisfont  identique- 
ment  à  la  relation 

(i)  az  — /^bS -h  6c'/ —  ^d^ -h  C7.  =  o. 

Cela  posé,  si  Ton  détermine  le  plan  polaire  du  point  O 
par  rapport  à  une  quadrique  quelconque  du  réseau  (/,  //,  A), 
c  est-à-dire  à  une  quadrique  dont  l'équation  soit  de  la 
forme 

Ai -h  B/i  -h  ex  =0, 

il  est -clair  que  l'équation  de  ce  plan  s'obtiendra  en  éga- 


(  6a  ) 
ianl  à  zéro  un  invariant  de  ii  et  de  w,  du  premier  degré 
par  rapport  aux  coefficients  de  u. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,   son  équation   est 

nécessairement 

/i,  =  o. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  X.  —  Le  plan  central  II  de  la  surface  DC 
a  même  pôle  relativement  à  toutes  les  quadruples  du 
réseau  (/,  A,  A). 

Je  dirai  que  ce  pôle  est  le  centre  de  la  surface  ^  et 
des  diverses  sextiqnes  qui  sont  les  asymptotiques  de  cette 
surface. 

VII.  —  Sur  les  droites  qui  sont  situées  sur  la  surface  IK. 

33.  Si  une  droite  peut  être  placée  sur  la  surface  ^c, 
elle  rencontre  S  en  deux  points  situés  sur  l'asympto- 
tique  Z-  Cette  droite  est  donc  une  corde  de  la  sexlicjue  Z. 
Pour  trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  paramètres 
des  extrémités  de  celte  corde,  je  supposerai  qu'ils  soient 
respectivement  o  et  oo  ,  en  faisant 

t=^i,     T  =  o,     t' =  o     et     t'  =  i. 

D'après  le  tableau  B,  les  coordonnées  de  ces  points  seront 
donc 

a  =  b  =  cz=o,      (1=1  a,      e  =  /|p, 
et 

a  :^ —  ^d,       6=; —  e,       c  =::  cl  =z  e  ^  o. 

Désignons  par  y.  un  paramètre  variable-,  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  la  corde  seront  données 
par  les  équations 


<53  ) 


On 


-4<î 


o 
y.  a 


O 

■/.CL 

-4-4 


f^v\i^^  -  y.y?^Y, 


d'où  Ton  voit  que  la  valeur  du  pai^amètre  v.  correspondant 
au  troisième  point  de  rencontre  de  la  corde  avec  ^  est 
donnée  par  l'équation 


si  la  corde  est  située  tout  entière  sur  la  surface,  cette 
équation  doit  être  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  x.  On  doit  donc  avoir 


o     et     ■j?o-=o\ 


d'où  l'on  déduit,  d'après  les  propositions  données  n°  29, 
les  relations  suivantes,  qui  existent  entre  les  paramètres 
des  extrémités  d'une  corde  de  Z  située  sur  la  surface, 


'  1     Vi  i 


o      et      w'e1'=:0. 


ou  bien 


X[^'(a?'4-3p?^+37/'-i-(î)4-(p/3-f-37?'-4-3<îr  +  e)]=:0, 

et 

(a/*  +  4pf3  -h  67/'  +  45f  -f-  zY 

X[/(af''+3p/'=+37f'-f-^)  +  (Pf''+37^=+3<î^-+-e)]=o. 

36,  On  peut  satisfaire  à  ces  relations  de  deux  façons 
distinctes  : 
1°  En  faisant 

w  ^  o     et     w'  ^  o. 

Les  racines  de  ces  équations   sont    les   paramètres  des 


(  64  ) 
quatre  points   stationnaires  de  Z   (qui   sont  les  quatre 
points  coniques  de  DC)  ;  on  en  conclut  que  les  six  arêtes  du 
tétraèdre  dont  ces  points  sont  les  sommets  sont  situées 
sur  la  surface. 
2°  En  faisant 

.7=0     et     cf'  =  o. 

Pour  résoudre  ce  système  d'équations,  je  remarque  que, 
en  éliminant  t.'  entre  ces  deux  équations,  le  résultat  est 
un  covariant  dont  le  premier  terme  est 

Ce  covariant  est  donc  wTo,  r„  désignant  le  covariant  du 
sixième  degré  de  co. 

Laissant  de  côté  le  facteur  étranger  w,  on  voit  que  les 
paramètres  des  extrémités  des  cordes  cherchées  seront  les 
racines  de  l'équation 

r„  =  o. 

Soient  s,,  z^  et  z^  les  racines  de  l'équation  {*) 

z^  —  i„z  -i-  ■2j\  =  o; 

on  sait  que  Fq  est  le  produit  des  trois  facteurs 


où  Y)  représente  le  hessien  de  w. 
Les  deux  racines  de  l'équation 


yS,W  —  2J3 


sont  les  paramètres  des  extrémités  d'une  corde  située  sur 
Ta  surface.  Je  désignerai  cette  corde  par  la  lettre  D,.  Aux 
deux  autres  facteurs  correspondront  deux  autres  cordes  D, 
et  D3  ;  il  suit  d'ailleurs  de  ce  que  j'ai  dit  au  n°  31  que  ces 

(*)  f'oir  Salmon,  Algèbre  supérieure ,  p.  iSo  et  suiv. 


(  65  ) 
trois  droites  sont  riiiterseciion  delà  surface 3t  par  le  plan 
central  II  (*). 

A  cette  occasion,  je  ferai  remarquer  que  le  théorème 
donné  au  n°  3J  peut  s'énoncer  d'une  façon  un  peu  plus 
générale  de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  coupe  une  asymptotique  quelconque  de  9C  par 
une  quadrique  du  réseau  (?',  h,  A),  celle  quddrique  ren- 
contre la  courbe  en  quatre  points  distincts  des  points 
coniques.  Si  Von  partage  d'une  façon  quelconque  ces 
points  d'intersection  en  deux  systèmes  de  deux  points, 
la  droite  qui  joint  les  deux  points  doubles  de  rinvolution 
détenninée  par  ces  deux  systèmes  est  une  des  droites 
do  la  surface  &C  située  dans  le  plan  central. 

Mil.   —  Pôles  et  plans  polaires  relativement 
à  la  su/ face  S.  applications  disperses. 

37.  Considérons  un  point  dont  les  coordonnées  soient 
a',  l/,  c\  d\  e'. 

Léqualion  du  plan  polaire  de  ce  point,  relativement 
à  la  quadrique  S,  est  évidemment 

,  di  di  ,  (//  di  ^  di 

da  db  de  dd  de  ' 

OU  bien 

ae'  —  :^bd'  -+-  6cc'  —  ^db'  -+-  ca'  =  o. 

Si  la  quadrique  S  est  telle  que  l'on  ait  i^  =  o,  les  coor- 
données du  centre  de  la  surface  9t  (n°  34)  sont  a,  |3,y,i5,e. 
L'équation  du  plan  polaire  de  ce  point  tsl  donc 

ai  —  ^bo  -h  6cy  —  ^dp  -h  eix=  o, 

(*)  Il  est  clair  que  tout  ce  qui  précède  suppose  que  la  forme  w  ne 
présente  aucune  f  arlicularité.  J'examinerai  plus  tard  les  cas  particuliers 
où  oj  aurait  un  facteur  triple  ou  deux  facteurs  carrés. 
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et,   celte  relation  étant  identiquement  satisfaite,   on  en 
conclut  que  le  plan  polaire  est  indéterminé-,  par  suite: 

Lorsque,  pour  une  axjinptolique  7j,  on  a  '0  =  0,  celle 
asyinptolique  est  située  sur  un  cône  du  second  degré 
dont  le  sommet  est  le  centre  de  la  courbe. 

38.   Soit  un  plan 

on  voit  immédiatement  que  les  coordonnées  du  pôle  de 
ce  plan  sont  données  par  le  système  d'équations 


2/o>'-o— «2t        2/0P0  — «?        2/(,7„  — 87        2/o(îo— »(î        li^z^  —  Mt 

où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

«=  ae„  —  4pOo  —  6770  —  4^^^o  -H  «"«o- 

Il  est  facile,  en  effet,  de  vérifier  : 

i"  Que  les  quantités  déterminées  par  les  équations 
précédentes  sont  effectivement  les  coordonnées  d'un 
point,  car  elles  satisfont  à  l'identité 

az  —  ^b^  -\-  Gc^   —  J^cip -h  ex  =zo; 

otP  Que  le  plan  polaire  de  ce  point,  par  rapport  à  ^ 
est  le  plan  donné. 

39.  Comme  application  des  formules  précédentes,  con- 
sidérons un  plan  tangent  quelconque  à  la  surface  Df. 
Comme  nous  l'avons  vu  (n°  18),  son  équation  est 

on  a,  dans  ce  cas, 

a  =  t\, 

et  les  coordonnées  du  pôle  de  ce  plan  sont  données  par 


le  système  d'équalions 

a  b 

(13) 


Supposons  le  point  tellement  choisi  sur  la  surface  C^C 
que  l'on  ai  t 

^^0  =  O, 

les  coordonnées  du  pôle  seront  données  par  les  équations 
a  ib  e 


en  se  reportant  au  n°  25,  on  voit  que  le  point  ainsi  dé- 
terminé est  le  point  de  la  nodale  31-,  cjui  est  l'intersection 
des  tangentes  [t)  et  [t')  :  le  plan  polaire  de  ce  point  touclie 
par  conséquent  la  surface  Dt  au  point  [t,  t'). 
D'où  encore  cette  conséqvience  : 

La  surface  développable,  qui  est  la  polaire  réciproque 
de  la  nodale  3b  relativement  à  la  quadrique  è^  est  cir- 
conscrite à  OC. 

40.  D'après. ce  que  je  viens  de  dire,  on  voit  que  Ita  sur- 
face de  Steiner  S,  qui  est  la  polaire  réciproque  de  DC 
relativement  à  la  quadrique  S,  contient  la  nodale  dZ. 

Cherchons  l'équation  de  cette  surface;  il  faut,  pour 
Tobtenir,  éliminer  t  et  t'  entre  les  équations  (i3).  A  cet 
effet,  X  désignant  une  quantité  inconnue,  je  suppose  que 
la  valeur  commune  des  rapports  contenus  dans  ces  équa- 

On  mettra  facilemeut  ces  équations 


y.'l 


lions  soil  égale  a  -^-  On  e 
sous  la  forme  suivante  : 

2  /g  y. 

n  -\-  y.oL 

h  +  -/8 

^0 

1 

—  it-^t') 

2  6 

Je  remarque  maintenant  que  ces  équations  expriment 

5. 


(68) 
que  la  forme  u  4- /.«  est  un  carré  parfait;  or,  pour  que 
cela  soit  possible,  ou  doit  avoir  entre  les  invariants  de  ti 
et  de  w  la  relation  suivante  (*)  : 

(A  — 48BV  — R  =  o. 

Dans  cette  formule,  A  et  B  représentent  deux  combinants 
qui,  dans  le  cas  actuel  où 

as  —  4^"^  +  ^^1  —  4*^?  +  ^'^-  =  o> 

s'expriment,  au  moyen  des  invariants  que  nous  avons 
introduits,  par  les  formules  suivantes  : 

/-        I 

A  =  4?of     et      B  — —  y— --r/„/; 
4       b 

R  représente  le  résultant  des  équations  u  et  w.  Par  suite, 
la  relation  piécédeute  (qui  est  évidemment  l'équation  de 
la  surface  S)  devient 

i44(A- -h /„/)■'= —  R  =  o. 

Il  est  clair  que  l'équation  R  =  o  représente  les  plans 
osculateurs  de  la  sextique  Z  en   ses    quatre  points  sla- 
"tionnaires;    ces  plans   touchent  la  surface  S  le  long  de 
quatre  coniques  situées  sur  la  quadrique 

A-\-i„i=:  o. 

Cette  quadrique  est  la  polaire  réciproque  relativement 
à  §  d'une  quadrique  T  à  laquelle  sont  circonscrits  les 
quatre  cônes  nodaux  de  la  surface  {**). 

(*)  Salmon,  Higher  Algebra,  §§  2i3  et  214. 

(**)  Pour  un  point  conique  de  la  surface  3t,  l'équation  co  =  o  étant 
satislaite,  de  la  formule  donnée  (n°  10),  il  résulte  que  l'équation  du  cône, 
circonscrit  à  3t  et  ayant  ce  point  pour  sommet,  est 

J^  =  o. 

Le  cône  circonscrit  est  donc  un  cône  du  second  degré  double;  c'est  un 
des  cônes  nodaux  de  la  surface. 


(  Gg  ) 

La  forme  de  l'équalion  précédente  montre  qu'elle  re- 
présente une  quadrique  passant  par  l'intersection  des 
deux  quadriques  /  =  o  et  A^  =  o. 

Je  dirai,  pour  abréger,  que  la  quadrique  A"  =  o  est 
adjointe  à  la  quadrique  S  [i  =  o),  et  je  la  désignerai  par 
la  notation  è'.  Cela  posé,  la  remarque  précédente  donne 
lieu,  relativement  à  la  surface  T,  à  la  proposition  sui- 
vante : 

Thégriime  XI.  —  Si  Von  considère  une  quadrique 
quelconque  Sp,  passant  par  une  asymptotique  de  DC,  et 
la  quadrique  adjointe  S'  ,  la  développable,  circonscrite 
à  Sp  le  long  de  leur  intersection,  est  circonscrite  à  la 
quadrique  T. 

Réciproquement,  si  l'on  circonscrit  à  T  et  à  S^,  une 
surface  déweloppable,  la  courbe  suivant  laquelle  cette 
déueloppable  touche  Sp  est  située  sur  S'^ . 

IX.  —  Sur  les  fonctions  qui  jouent  le  rôle  d^  invariants 
relativement  aux  substitutions  qui  permettent  de 
passer  d^une  asymptotique  de  di.  aux  autres  asjmpto- 
tiques  de  la  surface. 

41.  Etant  donnée  une  asymptotique  quelconque  Z  de 
la  surface  DC,  on  peut,  en  général  (sauf  un  cas  particulier 
que  j'examinerai  tout  à  l'heure),  en  déduire  toutes  les 
autres  asymptotiques  au  moyen  des  substitutions  dont 
j'ai  parlé  au  §  I. 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  quatre  cônes  nodaiix  appar- 
tiennent à  toutes  les  asymptotiques. 

Sur  ces  cônes,  et  en  général  sur  la  théorie  de  la  surface  qui  fait  l'objet 
de  ce  Mémoire,  voir  : 

Sturm  :  Vber  die  Rômische  Flàclie  vo/i  Steiner  (Math.  Ann.,  III); 

EcKARDT  :  Deitràge  zur  analjtischen  Géométrie  {Math.  Ann.,  V); 

TowssEND  :  On  the  Nodal  Cônes  of  Quadrinodal  Cubics  {Qiiarterly 
Journal,  X). 
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Ces  substitutions  peuvent  être  déflnies  par  le  système 

linéaire 

p     d 

et  il  y  existe  un  certain  nombre  de  fonctions  des  coeffi- 
cients a,  b,  c,.  .  .  qui,  quand  on  y  effectue  ces  substitu- 
tions, ne  changent  pas  de  valeur,  ou,  pour  parler  plus 
exactement,  sont  simplement  multipliées  par  une  puis- 
sance de  (pfjL  —  10). 

Ces  fonctions,  lorsqu'on  les  égale  à  zéro,  représentent 
des  surfaces  indépendantes  de  Tasymptotique  particulière 
qui  sert  de  base  au  système  de  coordonnées  et  ne  dépen- 
dant que  de  la  surface  Di  elle-même. 

Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  /A  • — Ji^  et  //q, 
qui  donnent  lieu  aux  relations 

/'  A'  —  h''  =  {pii  —  Uy  {ik  —  h^) 
et 

h,—  [p^  —  Wy[ik  —  h-'-). 

L'équation  ih  —  h^  =  o  représente,  comme  nous  l'avons 
va,  l'enveloppe  des  quadriques  S^,  et  l'équation  A^  =  o 
çst  celle  du  plan  central. 

Les  fonctions  qui  jouissent  de  cette  propriété  jouent 
évidemment  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  la  sur- 
face ïK;  outre  celles  dont  je  viens  de  parler,  il  est  facile 
d'en  trouver  plusieurs  autres. 

Il  résulte,  en  effet,  des  formules  données  au  n°  7  du 
§  I,  que,  par  la  substitution 

lès  formes 

/ x'H-  2 // xy -+- ly  ■     et     x^  —  /„  xy  '  -1-  ^j^y * 
se  changent  respectivement  en 

i' x"-  -+■  ih' xy  +  k'y-     et     .r=  —  i\  xy-  +  ij\  ?''• 


1  7^   ) 
De  là  résulte  que  les  invariants  de  ce  système  de  formes 
sont  des  fonctions  jouissant  de  la  propricté  dont  je  viens 
de  parler. 

Nous  aurons  à  considérer  (*)  : 

1°  L'invariant  quadratique 

je  désignerai  par  0  la  quadrique  dont  l'équation  s'ob- 
tient en  égalant  à  zéro  cet  invariant-, 

2°  Le  résultant  de  ces  formes  ;  j'étudierai  de  préfé- 
rence les  facteurs  de  ce  résultant. 

En  désignant,  comme  au  n°  36,  par  Zj,  z^  et  z^  les 
trois  racines  de  Téquation 

Z'  —  /„2  4-  '2Jo=  O, 

je  m'occuperai  des  surfaces  représentées  parles  équations 
z^i  -T-  iZth  -i-  ^-  =  o, 
z  2  /  -|-  2  22  ^  -j-  /?■  =  o, 
z]!  -j-  Qiz^h  -\-  /i  =^  o. 

[La  suite  prochainement.) 


NOTE  SLR  INE  QIESTIOX  DE  GEOMETRIE  DE  COMPAS 

Par  m.  PEAUCELLIER. 


'♦+1 


Nous  donnerons  le  nom  de  compas  composé  a  un  sys- 
tème quelconque  de  pièces  rigides  articulées  à  liaison 
complète.  On  sait  que  cette  dénomination  s'applique 
généralement  à  tout  assemblage  de  corps  unis  entre  eux 
de  telle  sorte,  que  le  mouvement  d'un  point  quelconque 

(*)  Salmon,  Algèbre  supérieure,  §15/. 

(**)  Cette  question  date  de  1S64,  et  a  été  résolue  à  cette  époque,  comme 
l'indique  la  lettre  insérée  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques , 
2*  série,  t.  III,  p.  4i4- 
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commande  c<'lui  de  tous  les  autres.   Le  panlograplie,  le 
parallélogramme  de  Walt,  etc.,   constituent  de  pareils 
assemblages  et  peuvent  être  considérés  comme  des  com- 
pas composés. 

Les  appareils  de  ce  genre  jouissent  du  précieux  avan- 
tage d'exiger  de  très-faibles  eflbrts  pour  être  mis  en  mou- 
vement; ils  donnent  lieu  à  des  déplacements  continus  et 
parfaitement  définis,  grâce  à  la  possibilité  de  supprimer 
pour  ainsi  dire  complètement  tout  jeu  dans  les  articula- 
tions. Ils  n'ont  point  d'irrégularités  ni  de  (c  temps  perdu  », 
pour  parler  le  langage  technique.  Ces  diverses  propriétés 
les  recommandent  d'une  manière  toute  spéciale  au  con- 
structeur d'instruments  de  précision,  et  nous  les  adopte- 
rons exclusivement  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue  : 
c'est-à-dire  le  tracé  mécanique  des  courbes  planes. 

La  ligne  que  parcourt  un  point  cjuelconque  guidé  par 
une  combinaison  de  pièces  articulées  est  nécessairement 
algébi'ique.On  conçoit  que,  réciproquement,  toute  courbe 
algébrique  puisse  être  engendrée  à  l'aide  d'un  système 
articulé  convenablement  choisi  :  car  on  disposera  toujours 
d'un  nombre  suffisant  d'éléments  variables,  rayons  et 
Centres  de  rotation,  pour  satisfaire  aux  équations  expri- 
mant l'identité  entre  la  courbe  décrite  et  une  courbe 
donnée. 

Dansée  qui  suit,  nous  nous  bornerons  à  faire  connaître 
les  compas  composés  traçant  les  lignes  les  plus  connues  : 
la  droite,  le  cercle  de  tout  rayon,  les  sections  coniques, 
enfin  les  conchoïdes,  la  cissoïde.  Nous  présenterons  les 
résultats  de  nos  recherches  sous  la  forme  synlbélique, 
les  procédés  analytiques  qui  nous  ont  guidé  dans  la  partie 
la  plus  intéressante  de  ce  travail,  celle  relative  à  la  ligne 
droite,  étant  beaucoup  plus  compliqués  et  ne  constituant 
pas,  dans  l'espèce,  un  procédé  d'investigation  suffisam- 
ment méthodique. 
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Lemme.  —  Un  point  quelconque  C  [fig.  i),  pris  sur  la 
diagonale  d'un  losange,  la  divise  en  deux  segments  dont  le 

produit  AC  X  CB  est  égal  à  la  différence  AD  —  CD  ,  en- 
tre les  carrés  construits  sur  le  côté  du  losange  et  sur  la 
distance  CD  du  point  considéré  aux  sommets  de  l'autre 
diagonale. 

En  effet,   prolongeons  CD  jusqu'à  sa  rencontre  en  F 


Fig.   I. 


et  G  avec  le  cercle  décrit  du  point  D  comme  centre  avec 
DA  pour  rayon  •,  on  aura 

ACXBC~CFXCG  =  (AD  —  CD)  (AD  +  CD) 
nz^ÂD— CD'  (*). 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  suppose  que  la  figure  EADBECD 
représente  un  assemblage  de  liges  rigides  articulées  à 
leurs  extrémités,  et  que  le  point  C  demeure  fixe,  les 
sommets  opposés  A  et  B  décriront  des  couibcs  récipro- 
ques l'une  de  raulre.  Cette  combinaison  formera  l'or- 
gane essentiel  des  divers  compas  composés  que  nous  au- 
rons à  examiner. 


(*)  Cette   démonstration,   d'une  remarquable  simplicité,   nous  a    été 
donnée  par  M.  Mannheim. 
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En  effet  : 

1°  La  réciproque  d'une  droite  étant  un  cercle  passant 
par  le  pôle,  si  le  point  B  [fig-  2  et  3)  est  assujetti  à  se 

Fig.  2. 


mouvoir  circulairement,  en  passant  par  le  centre  d'ar- 
ticulation C,  le  mouvement  du  point  A  sera  rectiligne. 
Il  suffira  donc,  pour  engendrer  la  droite,  d'introduire 
dans  le  mécanisme  précité  EADBECD  un  nouveau  centre 
fixe  C,  auquel  on  reliera  le  point  B,  le  lien  C'B  étant 
d'une  longueur  égale  à  la  distance  CC  des  centres  fixes. 
Ce  qui  précède  constitue  une  solution  rigoureuse  du 
problème  posé  par  AVatt  j  elle  est  assez  simple  pour  pou- 
•voir  être  employée  avec  avantage  dans  certaines  machines 
à   longue  course.  M.  Mannlieim ,   en    1867,   en    a  fait 

Fig.  3. 


l'objet  dune  communication  à  la  Société  Philomalbique 
de  Paris. 
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a"  Lorsque  le  cercle  décrit  par  le  sommet  B  ue  passe 
point  par  le  centre  fixe  C,  le  sommet  opposé  A  se  meut 
sur  un  cercle  dont  le  rayon  est  représenté  par  l'expression 

dans  laquelle  on  désigne  par  a  le  côté  du  losange  AD, 
h  la  bride  CD,  /•  le  rayon  C'B,  d  la  dislance  des  cen- 
tres C,  C. 

Si  r  =  r/,  on  a  Pv.  ^  oo  ,  ce  qui  répond,  en  effet,  au  cas 
de  la  ligne  droite. 

Cette  combinaison  de  pièces  articulées  permettra  donc, 
en  faisant  varier  l'un  des  éléments,  la  distance  CC  par 
exemple,  de  tracer  d'une  manière  continue  des  arcs  de 
cercle  de  toute  courbure.  Les  dessinateurs  savent  que 
cette  opération,  en  apparence  si  élémentaire,  n'est  pas 
moins  compliquée  que  le  tracé  d'une  courbe  géométrique 
quelconque,  dès  qu'il  s'agit  d'une  courbure  dépassant  les 
limites  extrêmes  du  compas  à  verge. 

3°  Considérons  maintenant  les  sections  coniques.  On 
sait  qu'il  existe,  pour  la  construction  de  ces  courbes,  une 
infinité  de  théorèmes  conduisant  à  déterminer,  au  moyen 
de  la  ligne  droite  et  du  cercle,  des  points  successifs  de 
ces  lignes.  Les  systèmes  articulés  dont  il  vient  d'être 
question  permettant,  pour  ainsi  dire,  de  matérialiser 
toute  combinaison  de  lignes  droites  et  de  cercles,  sans 
recourir  à  d'autres  organes  de  transmission  que  des  tiges 
articulées,  on  pressent  qu'il  doit  exister  une  infinité  de 
compas  composés,  propres  au  tracé  des  lignes  du  second 
ordre. 

Ainsi,  une  droite  finie  AB  [fig-  4)  se  mouvant,  par 
exemple,  en  s'appuyant  sur  une  circonférence  de  même 
rayon  et  sur  un  de  ses  diamètres  OB,  chaque  point  de  la 
ligne  mobile  décrit  une  ellipse.  Ce  théorème  fournit  un 
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moyen  très-simple  de  constituer  le  compas  elliptique, 
puisque  nous   savons   guider  la  droite   AB  par  ses  ex- 
trémités,  comme  l'exigent  les  données  de  la  question. 


Fig.  4. 


Mais  il  est  une  solution  plus  générale,  susceptible,  par 
une  même  combinaison  de  lignes,  d'engendrer  toutes 
les  coniques  indistinctement. 

L'équation  en  coordonnées  polaires  de  ces  courbes  est 


et  représente  des  ellipses,  des  paraboles  ou  des  hyper- 
boles, selon  que  e  est  <^  i,  égal  à  i  ou  ^  i. 

Si  l'on  considère  la  courbe  réciproque  delà  précédente, 
elle  aura  pour  équation 

,       ^'  (i  -^-  e  cosw) 
■  P 

h  étant  une  constante.  C'est  un  limaçon  de  Pascal,  dont 
nous  allons  indiquer  la  génération  mécanique. 

Pour  cela,  revenons  au  compas  relatif  à  la  ligne  droite, 
, auquel  nous  ajouterons  la  bride  Cj!  {fig-  ^),  articulée 
au  point  I  delà  pièce  CC,  où  la  droite  décrite  par  A  coupe 
la  ligne  des  centres  CC  Si  l'on  fixe  le  point  Ci  ainsi  que 
le  sommet  A,  que  l'on  fasse  Cj  I  =  Cj  A,  et  que  toutes  les 
autres  parties  de  la  figure  soient  libres,  il  est  visible  que 
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tout  point  M  de  la  perpendiculaire  IM  à  CC  parcourra 
un  limaçon  de  Pascal.  L'équation  en  sera 


i  ■-. 


Sa  réciproque  par  rapport  à  A  est  une  conique.  On 
obtiendra  cette  dernière  en  liant  le  point  M  au  sommet 
libre  d  un  losange  articulé,  dont  ou  fixera  le  centre  d'as- 
semblage des  brides  en  A.  Ce  point  deviendra  le  foyer  de 
la  conique,  dont  AC  sera  la  direction  de  l'axe  principal, 
et  qui  sera  : 

Une  ellipse  \  !  <C  ^t 

Une  parabole 


2C,I 


Une  hyperbole  1 


I. 


Il  est  d'ailleurs  évident  que,  en  attribuant  à  IM  et  à  Cj  I 
des  valeurs  convenables,  il  sera  possible  de  tracer  avec  le 
même  compas  composé  toutes  les  courbes  du  second  degré. 

Conclioïdes  du  cercle  et  de  la  droite,  cissoïde,  etc. 
—  On  vient  de  voir  comment  on  peut  opérer  pour  le 
tracé  de  la  conchoïde  du  cercle  ou  limaçon  de  Pascal;  en 
modifiant  la  combinaison  relative  à  cette  courbe,  d'une 
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manière  analogue  à  ce  que  l'on  a  fait  pour  les  coniques, 
on  engendrera  la  conclioïde  de  la  droite.  On  trouve  de 
même  des  combinaisons  propres  à  la  lemniscate;  mais  la 
plupart  d'entre  elles  sont  assez  compliquées.  Nous  nous 
contenterons  d'indiquer,  pour  terminer  cette  étude  som- 
maire, le  compas  et  le  cissoïde,  qui  est  d'une  extrême 
simplicité. 

Le  centre  d'articulation  des  brides  CD,  CE  [Jig.  6) 
est  assujetti  à  parcourir  un  cercle  passant  par  le  sommet 
fixe  A  du  losange,  et  dont  le  diamètre  égale  sjb'-  —  ti^  \ 

Fi{j.  6. 


b  eta  désignant,  comme  précédemment,  les  longueurs  CD 
et  AD.  Le  sommet  opposé  B  tracera,  dans  ces  conditions, 
la  cissoïde,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  en  formant 
l'équation  de  la  courbe  décrite. 


Sl]R  LA  CAPILLARITE 


Influence  de  la  combure. 

Soient  A/«B  [fig.  i)  une  section  normale  faite  en  un 
point  m  de  la  ligne  de  séparation  de  deux  liquides  (Li), 

(*)  Extrait  du  Traité  de  Mécanique  générale  de  M.  Resal,  en  cours  de 
publication  chez  M.  Gauthier-Viliars,  avec  l'autorisation  de  l'auteur  et  de 
l'éditeur. 
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(L),  superposés  dans  un  tube  capillaire,  la  concavité  étant 
tournée  vers  (Li)  ; 

ab  la  trace  du  plan  tangent  en  in-^ 

!^,,  (5  les  densités  des  deux  liquides  5 

z  la  hauteur  du  point  m  au-dessus  du  niveau  de  la  por- 
tion de  (L)  extérieure  au  tube. 


Le  point  matériel  m  est  en  équilibre  sous  l'action  de 
son  poids  mg  et  des  actions  qu'il  reçoit  des  molécules 
(L)  et  (Li). 

On  peut  considérer  la  résultante  des  actions  molécu- 
laires de  (Li  )  sur  m,  comme  étant  due  à  celle  Qi  du  même 
liquide  dans  rhypotlièse  où  ab  serait  la  surface  de  sépa- 
ration, et  à  la  résultante  Q', ,  prise  en  sens  contraire, 
des  actions  provenant  des  molécules  du  ménisque. 

Si  nous  désignons,  pour  (L),  par  Q  et  Q'  les  équiva- 
lents de  Qi  et  Q',,  l'action  exercée  par  ce  liquide  sur  m 
sera  de  même  la  résultante  de  Q  et  Q'5  de  sorte  que  les 
forces  Q,  Q',  — Qi,  Q', ,  mg  doivent  se  faire  équi- 
libre sur  le  point  m. 

D'après  cet  exposé,  pour  simplifier  le  langage,  nous 
pourrons  considérer  le  ménisque  comme  existant  pour 
les  deux  fluides,  en  le  considérant  comme  positif  pour  (L) 
et  négatif  pour  (Li).  Laplace  et  Gauss  ont  supposé  que 
les  liquides  dans  les  tubes  capillaires  n'éprouvent  aucune 
variation  dans  leur  densité.  Poisson  au  contraire,  par  des 
considérations  particulières,  admet  que  la  densité  a  subi 
une  altération  dont  il  croit  devoir  tenir  compte  dans  le 
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voisinage  de  la  surface  AwB.  Lamé,  dans  ses  leçons  de 
Physique,  en  se  basant  sur  la  faible  compressibilité  des 
liquides,  considère  celte  variation  comme  nulle  ou  négli- 
geable. 

Nous  nous  rangerons  à  cette  dernière  manière  de  voir, 
qui  nous  conduit  à  regarder  (L)  et  (L,)  comme  homo- 
gènes dans  toute  leur  masse,  et  par  suite  les  actions  Q 
et  Qi  comme  normales  à  AuiB. 

Il  faut  donc,  pour  Téquilibre,  que  la  résultante  de  mg, 
—  Q',  — Q',  soit  aussi  normale  à  la  surface,  ou  que  le 
travail  élémentaire  de  ces  trois  forces  pour  un  déplace- 
ment de  T7i  sur  cette  surface  soit  nul,  ou  encore  que  le 
potentiel  de  mg,  des  actions  du  ménisque  de  (L)  sur  /n, 
et  de  celles  du  ménisque  de  (Lj)  prises  en  sens  contraire, 
soit  constant  pour  tout  point  de  la  surface. 

Le  potentiel  de  l'action  de  la  molécule  m'  du  ménisque 
de  (L)  sur  m  est  de  la  forme  mni'J'[j'),f{r)  étant  une 
certaine  fonction  de  la  dislance  /•  de  ces  deux  molécules. 

Considérons  un  élément  de  volume  de  ce  ménisque, 
limité  par  deux  plans  normaux  en  m  faisant  entre  eu:c  un 
angle  dd,  et  par  deux  cylindres  concenlriques.  Si  l'on 
remarque  que  le  rayon  %.  de  la  sphère  d'activité  est  très- 
petit,  on  peut  supposer,  pour  toute  molécule  de  l'élément 
de  volume  considéré,  /•  =  me,  et  par  suite  cd^=dr-^  le 
potentiel  dû  à  l'action  de  la  masse  déterminée  par  l'élé- 
ment de  volume  est  par  suite 

m§rdOf{r]  ce' .  c//-, 

et,  pour  toute  la  portion  du  ménisque  limitée  par  les  deux 
plans  normaux, 

m  §  dO    I     ff{f)  ce'  •  dr. 
Mais,  en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  l'une  des  sec- 


lions  normales,  ou  a  ce'  ^^  — »  et  l'expression  ci-dessus 
devient 

en  posant  Tiâ  j    f{f')  i^  dr  zz:^  /r,  qui  est  une  constante. 
J  o 
Soient  maintenant  R,  R'  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux de  la  surface  en  m,  l'angle  0  étant  censé  mesuré  à 
partir  de  la  trace  sur  le  plan  tangent  du  plan  normal  cor- 
respondant au  premier  de  ces  rayons,  on  a 

l^^eos'e-^i,sin'0, 
et  le  potentiel,  pour  tout  le  ménisque,  est 


2^Jo         U 


I     .       \  mk  !  I  I 

cos=  9  +  ■—  sin^  9  W/9  =  — 1 

R'  /  2    \R        R' 


Le  potentiel  du  ménisque  de  (L)  sera  représenté  de  la 

même  manière  par 

mh,   (i  i\ 

-rU  +  R^j- 

Si  donc  on  appelle  C  une  constante,  nous  aurons 
mk  I  \  I  \         mh,  (  i  i 


2 


,«^3+  +  _  +  ^^C, 


Vr  "^  RV         2     ^^R  ^  R' 


ou,  en  posant  Aj  —  /r  =  H, 

H  /i         I 


2  VR   '    R','   '   ^* 

Dans  le  cas  d'un  seul  liquide,  (L,)  représentera  l'atmo- 
sphère, et  l'on  devra  avoir  C  =  o,  puisque,  pour  un  dia- 
mètre suflBsamment  grand  du  tube,  on  doit  avoir  R  ==  oo  , 
R  =:  co  et  z  =  o,  et  l'on  a  la  formule  connue 

H  /i         I 
Ann.  de  Mathêm.,  t.  XH,  a^  série.  (Février  1873.) 
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Injluence  de  la  paroi  du  tube. 
Lajig.  1  représente  la  section  normale  en  un  point  m 

Tig.  2. 

(Li) 


de  Tintersection  delà  surface  de  contact  de  (L)  et  (Lj) 
avec  celle  de  la  paroi. 

Soient  nin.,  aa^  les  tangentes  en  m  aux  deux  sections 
faites  respectivement  dans  ces  deux  surfaces  par  le  plan 
de  la  figure-,  i  l'inclinaison  de  rnn  sur  ma  dans  (L),  mx 
la  normale  à  la  paroi,  que  nous  supposerons  formée  d'une 
matière  liomogène.  Si  la  paroi  était  un  plan  indéfini, 
son  action  7?iN  sur  la  masse  m  serait  dirigée  suivant  mx, 
et  N  serait  une  constante. 

Quelle  que  soit  la  forme  de  la  paroi,  on  peut  également 
considérer  N  comme  constante  5  car  il  est  clair  que  les  ac- 
tions sur  VI  exercées  par  les  molécules  du  ménisque  de  la 
paroi  ne  peuvent  donner,  suivant  mx-,  que  des  compo- 
santes de  Tordre  de  quantités  que  l'on  peut  négliger. 

Nous  ferons  également  abstraction,  mais  avec  moins 
d'autorité,  de  l'influence  du  ménisque  de  (L)  et  (Li),  qui 
d'ailleurs  est  relativement  faible  dans  la  détermination 
de  la  composante  suivant  vix  des  actions  qu'exercent  les 
deux  fluides  sur  /«.  Cette  liypotlièse  doit  être  implicite- 
ment faite  dans  ses  calculs  par  Poisson,  lorsqu'il  arrive 
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à  conclure  que  /  est  constant,  ce  qui  est  évident  d'après 
les  considérations  qui  précèdent. 

Soit  juni' (?[?')  l'action  exercée  par  une  molécule  ni' 
de  (L)  sur  m,  r  étant  la  dislance  des  deux  molécules. 
Concevons  dans  ce  liquide  un  cône  ayant  m  pour  sommet 
et  d'une  ouverture  infiniment  petite  ^w,  et  dont  les  géné- 
ratrices fassent,  aux  infiniment  petits  près,  l'angle  a  avec 
mn.  La  masse  élémentaire  dr'doydi'  de  ce  cône  donnera, 
suivant  uix,  la  composante 

m  §r^  d<>iclrr^{^r)  ces  a  , 

et  l'on  a  pour  tout,  le  cône,  en  continuant  à  appeler  t.  le 
rayon  de  la  splière  d'activité, 

mSdùi  cosoc    I     (f{r)r^dr^mqd(,iCOSa(., 
Jo 

q  étant  une  constante  dépendant  de  la  nature  de  (L).  Il 
vient,  par  suite,  pour  la  composante  normale  totale  due 
à  l'action  de  ce  liquide 

ni(]  J  ces  a  f/oa, 

l'intégrale  se  rapportant  au  fuseau  spliérique  de  centre  /;?, 
d'un  rayon  égal  à  l'unité,  limité  par  les  plans  mn  et  ma. 
Mais  il  est  clair  que  cette  intégrale  représente  la  projec- 
tion du  fuseau  sur  un  plan  pei^pendiculaire  à  mjr,  c'est- 
à-dire  cosi.  L'expression  ci-dessus  devient  donc 

2  2  ^ 

7r 
mn  -  (i  —  ces/). 
2  ' 

En  appelant  q^  l'équivalent  de  ^  pour  (Lj),  ce  liquide 
donne  de  même  la  composante  normale 


W7i  -  (i+  cos/). 
2  ' 


6. 
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Si  l'on  néglige  l'action  de  la  pesanteur,  ou  si  l'on  suppose 
ma  vertical,  on  a  clone 


d'où 


/wN  4-  inq  -  (i  —  cosi)  H-  mq^  -    i  -V-  cosi)  =  O, 


COS  l  = -, — r-^-^ 


ir[q—q,j 


THÉORÈMES  Sl]R  LES  COMBIMISONS  ; 

Par  m.  Désiré  ANDRÉ. 


I. 

1 .  Nous  désignerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  par  K^ 
le  nombre  des  combinaisons  complètes,  et  par  C^^  le  nom- 
bre des  combinaisons  simples  de  m  objets  ti  à  n. 


Nous  représenterons  par  (  -  )  la  partie  entière  du  quo- 
tient de  p  par  q. 

Enfin  nous  nous  appuierons  sur  ce  fait  bien  connu, 
que  le  nombre  x,  qui  exprime  combien  de  fois  le  nombre 
premier  p  entre  comme  facteur  dans  le  produit  i.2.3,..n, 
est  donné  par  la  formule 

n\         I  n\         [  n 

-1  +• 


PI         \P'J         \P' 


II. 


2.  Théorème.  —  Si  m  —  i  et  n  -{-  i   sont  premiers 
entre  eux,  K"„  est  divisible  par  n  -\-i. 

Ceci  revient  à  démontrer  que,  dans  le  cas  où  w  —  i  et 
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n  -h  i  sonr,  premiers  entre  eux,  le  quotient 

m  [m  -1-  i)  [m  -ha)...  [m  -;-  n  —  i  ) 
I  .  2  .3  .  .  .n[n  -f-  i) 

est  un  nombre  entier. 

Il  suffit  pour  cela  d'établir  que,  dans  ce  cas,  tout 
nombre  premier  p,  qui  entre  au  dénominateur,  entre  au 
numérateur  au  moins  le  même  nombre  de  fois. 

Le  nombre  premier  p  entre  au  numérateur  un  nom- 
bre X  de  fois  dojiné  par  la  formule 

m  -\-  n  —  I  \        /  r»  -\-  n  - 


P         J       \         l- 


m 


\ 


P' 

Le  même  nombre  premier  p  entre  au  dénominateur 
un  nombre  j  de  fois  donné  par  la  formule 

Donc  il  suffît  de  prouver  que,  quand  m  —  i  et  n  -{-i 
sont  premiers  entre  eux,  on  a,  pour  toute  valeur  de 3  en- 
tière et  supérieure  à  l'unité, 

'  n  -h\ 

'    0 


ou  bien 


(^F)-(^) 


Divisons  m  —  i  et  n-i-  i  par  ^.  Soient  M,  N  les  quo- 
tients ;  fi  et  V  les  restes.  Nous  aurons 


w  —  I  =  MD 
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L'inégalité  précédente  revient  alors  à  celle-ci  : 


Or,  si  77/  —  i  et  77  H-  I  sont  premiers  entre  eux,  ij.  el  v 
ne  sont  pas  nuls  en  même  temps ^  clone  f/ H-  v  —  i  est 
supérieur  ou  égal  à  zéro  5  donc  la  partie  entière  du  pre- 
mier quotient  est,  au  moins,  M  +  N,  c'est-à-dire  au 
moins  égale  à  la  somme  des  parties  entières  des  deux  der- 
niers quotients.  L'inégalité  est  donc  satisfaite,  el  le  théo- 
rème démontré. 

3.  Théobème.  —  Si  m  et  n  sofit  premiers  entre  eux, 
K^  est  divisible  par  m. 

En  eft'el  on  a,  identiquement, 

■"■  m  ^»-7n  -1-1 

m  n  • 

Or,  puisque  m  et  77  sont  premiers  entre  eux,  K",~',, 
d'après  le  théorème  précédent,  est  divisible  par  77.  Donc 
le  second  membre  de  l'identité  précédente  est  entier. 
Donc  le  premier  l'est  aussi.  Donc  K",j  est  divisible  par  777. 

4.  Théorème.  —  Si  jh  —  i  et  n  sont  premiers  entre 
eux^  K^  est  divisible  par  m  -\-  n  —  i . 

En  cftet  on  a,  identiquement, 


Or,  puisque  7?7  —  i  et  77  sont  premiers  entre  eux,  d'a- 
près le  premier  théorème,  K^  '  est  divisible  par  77.  Donc 
le  second  membre  de  l'égalité  précédente  est  entier. 
Donc  le    premier   Test   aussi.    Donc    K",   est   divisible 

par  777  -f-  77  —  I  . 


87  ) 


III. 


o.  Théorème.  —  Si  /// -f- i  et  /i  H- i  sont  premiers 
entre  eux^  C"j  est  dii^isible  par  7Z  +  i. 

Pour  le  dôiiioiUier,  nous  pariiions  de  l'iJealilé 

vj/^j  is.in  —  n  +  I  • 

Oi',  si  m  H-  I  el  /^  -j-  I  sont  premiers  enijc  eux,  m  —  n 
et /z -f- 1  le  sont  aussi.  Doue,  d'après  le  premier  lliéc- 
rème,  K"„_„  +  i  esl  divisible  par  /î  +  i.  Il  en  csi  donc  de 
même  de  C^^,  ce  qui  démonlie  le  théorème. 

6.  Théorème.  —  Si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux, 
C"j  est  divisible  par  m. 

En  effel  on  a,  identiquement, 

pli        pii—j 
m  n 


Or,  si  m  cl  n  sont  premiers  entre  eux,  d'après  le 
théorème  qui  précède  immédiatement,  C,„_'i  est  divi- 
sible par  n.  Le  second  membre  est  entier.  Le  premier 
l'est  donc  aussi,  et  C"j  est  divisible  par  m. 

7.  Théorème. —  Sim-^i  et  n  sont  premiers  entre  eux , 
C"„  est  divisible  par  m  —  n  -t- 1. 
En  effet  on  a,  identiquement, 

Cn  fy"  —I 

m  '■^»> 

m  —  //  -+-  I  /i 

Or,  si  ni  -\-  i  ei  n  sont  premiers  entre  eux,  C^^~',  d'a- 
près le  premier  théorème  relatif  aux  combinaisons  sim- 
ples, est  divisible  par  ;?.  Le  second  membre  de  l'identité 
est  entier.  Lepremierresl  aussi.  Donc  C"„  estdivisible  par 
m  —  n  -1- 1 . 
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IV. 

8.  Le  premier  des  six  théorèmes  qui  précèdenl  a  été 
démontré  directement;  les  cinq  autres  en  ont  été  déduits 
par  la  considération  de  certaines  identités. 

Ces  mêmes  identités  peuvent  servir  à  démontrer  sépa- 
rément chacun  de  ces  six  théorèmes,  d'une  façon  fort 
indirecte,  il  est  vrai,  mais  très-facile  et  surtout  très-ra- 
pide. Nous  nous  contenteioiîsde  donner,  comme  exemple, 
la  démonstration  du  premier  théorème. 

Reprenons,  pour  cela,  l'identité  employée  au  n°  3.  Elle 
peut  s'écrire 

rrn+i  frn 

5 

m  —  X         /i  -h  1 
ou  bien 

(«-M)1C"1\  =  («2-I)IC. 

Or  n  -+- 1  divise  le  premier  membre;  donc  il  divise  le 
second;  par  suite,  s'il  est  premier  avec  m  —  i,  il  divise 
K;',,.  Donc  : 

Si  m  —  I  et  n  --  i  sont  premiers  entre  eux^  K"„  est 
divisible  par  ii  ~\-  i . 

Les  cinq  autres  théorèmes  se  démontreraient  d'une 
façon  analogue, 

V. 

9.  Comme  conséquence  des  propositions  précédentes, 
on  peut  citer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  m  -h  i  est  un  nombre  premier, 
chaque  coefficient  du  développement  de  [a  +  b)"\  ex- 
cepté le  dernier^  est  divisible  par  son  rang. 

En  effet,  le  terme  de  rang  zz  4-  i  a  pour  coefficient  C,„. 
Or  m  -h  I ,  étant  premier,  est  premier  avec  toutes  les  va- 
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leurs  de  n  -\-  i  inférieures  à  m -\-  i.  Donc,  d'après  le 
premier  lliéorème  sur  les  combinaisons  simples,  C,„  est 
toujours  divisible  par  n  -h  i ,  excepté  dans  le  cas  où  n  =  m. 

TDÉOPiÈMES  SUR  LES  COMQIES  ET  SUR  LES  SIRFACES 
DE  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  Louis  SALTEL. 


I. 

Prenons  à  volonté  une  conique  S  définie  par  cinq 
points  P,  A,  B,  I,  25  menons  les  rayons  (Pi),  (Pa), 
et  imaginons  les  cercles  (ABi),  (ABa);  soient  l'et  1 
leurs  seconds  points  d'intersection  avec  ces  rayons;  si 
l'on  considère  le  cercle  S  défini  par  les  trois  points  P, 
i',  2',  on  peut  énoncer  les  divers  théorèmes  suivants  : 

Théouème  I.  —  Par  les  points  A,  B,  faites  passer 
un  cercle  arbitraire  1 ,  qui  coupe  le  cercle  S  en  a,  b  '^ 
menez  les  rayons  PA,  PB,  et  soient  A',  B'  les  seconds 
points  d^ intersection  de  ces  l'ayons  avec  le  cercle  X  : 
les  points  A',  B'  sont  deux  points  de  la  conique  S. 

Remarque.  —  Ce  théorème  donne  une  solution  de  ce 
problème  : 

Construire  la  conique  S  définie  par  cinq  points. 

Théorème  II.  —  Si  Von  joint  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  AB  avec  le  cercle  2  au  point  P,  les  deux 
droites  ainsi  obtenues  sont  les  directions  asymptotiques 
de  la  conique  S.  Conséquemment^  la  conique  S  sera  une 
hyperbole^  une  parabole  ou  une  ellipse,  suivant  que  la 
droite  AB  rencontrera^  touchera  ou  ne  rencontrera  pas 
le  cercle  2. 
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Remarque.  —  Ce  lliéorème  donne  une  solution  immé- 
diate de  ces  trois  problèmes  : 

1°  Étant  donnés  cinq  points  dUtne  conique,  déter- 
miner la  forme  de  la  courbe  sans  la  conslruire. 

2°  Consiruire  u/ie  parabole ,  connaissant  quatre 
points. 

3°  Construire  une  hypeibole  cquilaière,  connaissant 
quatre  points. 

Théorème  III.  —  i"  La  tangente  à  la  conique  S  en 
l'un  des  points  A,  B,  au  point  A,  par  exemple,  est  la 
tangente  en  ce  point  au  cercle  passant  par  les  points  A, 
B  et  par  le  second  point  de  rencontre  du  cercle  2 
awec  PA.  a"  La  tangente  en  P  est  la  droite  qui  passe 
par  le  second  point  de  rencontre  des  deux  cercles  2 
et  (PAB). 

Nota.  —  Si  l'on  joint  deux  à  deux  les  points  de  ren- 
conti'e  des  tangentes  en  A,  B,  P  au  milieu  des  cordes  dé- 
terminées par  les  mêmes  points,  les  droites  obtenues  pas- 
seront par  le  centre;  de  là  la  détermination  de  ce  point. 

Remarque.  —  Les  trois  points  P,  A,  B  étant  quel- 
conques, il  résulte  du  «héorème  précédent  la  construction 
de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  S. 

Théorème  IV.  —  Les  bissectrices  des  angles  des  deux 
droites  AB  ,  A'B'  sont  les  directions  des  axes  de  la 
courbe. 

Remarque.  —  Pour  obtenir  la  grandeur  des  axes,  ou 
n'aura,  d'après  ce  théorème,  qu'à  recourir  à  la  solution 
de  ce  problème  : 

Une  conique  étant  définie  par  cinq  points,  trouver 
son  intersection  avec  une  droite. 

Théorème  V.  —  Si  Von  suppose  les  deux  points  A,  B 
confondus  en  A  suivant  la  direction  AB,  le  cercle  tan- 
gent en  A  à  celte  dioite  et  passant  par  le  second  point 
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de  rencontre  de  PA  avec  2  est  le  cercle  oscillateur  en 
ce  point  de  la  courbe. 

Remarque.  —  L'hvpoihèse  que  l'on  vient  de  faire 
étant  toujours  possible,  d'après  le  théorème  III,  il  en  ré- 
sulte la  construction  suivante  du  cercle  osculaleur  en 
un  point  A  d'une  conique  détinie  par  ce  point,  sa  tan- 
gente AT  et  trois  points  P,  i,  2  : 

Règle.  —  Par  chacun  des  points  i,  2,  menez  le  cercle 
tangent  en  A  à  la  droite  AT;  soiefit  i',  2'  les  seconds 
points  d'' intersection  de  ces  cercles  avec  (Pi),  (P2);  le 
cercle  oscidateur  en  A  est  le  cercle  langent  en  ce  point 
à  AB,  et  passant  par  le  second  point  de  rencontre  du 
cercle  (Pi' 2')  avec  la  droite  PA. 

II. 

Prenons  à  volonté  dans  l'espace  une  surface  du  second 
ordre  Y,  définie  par  une  section  circulaire  C  et  quatre 
points  P,  I,  2,  3;  menons  les  rayons  (Pi),  (P2),  (P3), 
et  imaginons  les  sphères  déterminées  par  le  cercle  C  et 
par  les  points  i,  2,  3  5  soient  i',  2',  3' leurs  seconds  points 
d'intersection  avec  ces  sphères;  si  l'on  considère  la 
sphère  2  déterminée  par  les  quatre  points  P,  1',  2',  3', 
on  peut  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Par  le  cercle  C,  faites  passer  une 
sphère  quelconque  A,  coupant  la  sphère  2  suivant  un 
cercle  Ci  ;  menez  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  P 
et  pour  hase  le  cercle  Cj ,  et  soit  C  le  second  cercle 
d^inlersection  de  ce  cône  avec  la  sphère  \  :  le  cercle  C 
est  une  nouvelle  section  circulaire  de  la  surface  \  . 

Théorème  II.  —  Le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  P 
et  pour  hase  le  cercle  d"" intersection  du  plan  C  avec  la 
sphère  S  est  le  cône  asymptotique  de  la  surface^  consè- 
quemment,  la  surface  V  est  un  hyperboloïde,  un  paraho- 


(  9M 
loide  elliptique  ou  un  ellipsoïde,  suivant  que  le  plan  du 
cercle  C  rencontre ,   touche    ou    ne  rencontre   pas   la 
sphère  L. 

Remarque.  —  Ce  théorème  donne  une  solution  de  ce 
problème  : 

Construire  un  paraboloïde  elliptique  défini  par  une 
section  circulaire  et  trois  points. 

La  solution  de  ce  problème  revient  à  constiuire  une 
splière  passant  par  trois  ]>oiats  et  tangente  à  un  plan 
donné. 

Théorème  III.  —  Lp  plan  tangent  en  V  à  la  surface  V 
est  le  plan  d^ intersection  de  la.  sphère  2  et  de  la  sphère 
(CP). 

Remarque.  —  Ce  ihéorèrae  enseigne  à  construire  le  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  de  la  surface. 

Théorème  IV.  —  Les  plans  bissecteurs  des  plans  des 
deux  cercles  C,  C  sont  deux  plans  parallèles  à  deux 
plans  principaux  de  la  surface. 


SOLITION  AMLYTIQIE 

de  la  qaestiou  de  IlIatliéuialiqQes  spéciales  proposée  an  CoDcours 
d'Agrégation  de  1872 

(Toir  2"  $érle,  t.  XI,  p.  45o); 

Par  m.  GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne. 


Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  milieu  O  de 
la  plus  courte  distance  2c?  de  A,  A',  la  direction  de  cette 
plus  courte  distance  pour  axe  des  a:,  la  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  les  parallèles  à  A,  A'  menées  par  l'ori- 
gine pour  axe  des  2r,  et  enfin,  pour  axe  des  y,  une  per- 
pendiculaire au  plan  xOz. 
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I.   Les  équations  des  droites  données  seront 

:  —  d  =  o, 


y  —  mz  =  o; 
X  -\-  d  ^  o, 
y  -t-  mz  :=  o; 


'A'' 


m  étant  un  coefficient  donné  ainsi  que  d. 

L'équalion  d'une  surface  du  second  ordre  passant  par  A, 
A'  sera 

{x  ^  d)  [Xf.r  —  d)  -+-  a(j  —  mz)] 

+  {/  H-  mz)  [),,  {x  ~  d)  -f-  fX|(7  —  mz)]  =  o, 

ou,  en  effectuant  les  calculs  et  ordonnant, 

I  Ijo^-h  u^y^— m-y.,z^+ m{\^  —  u)zx -h  [li-h  ii)a:j 

[  —  rf(Ai  —  y.) y  —  dm[\i  -+-  y.)z  —  )>  f/-=  o, 

X,  Xj,  fx,  f/i  étant  des  indéterminées. 

Les  coordonnées  du  centre  satisfont  aux  équations 

/  2>a: -i- (>,,-}- p.)j -f-OT  ().,  —  p)  z  =  o, 

(0  I  ('^1 -+- ."-j-î^  H-  2a,j  —  <'/()i,— ft)  =  o, 

I  (X, —  i).)x  —  2  w  u.,z —  d{\x  -+-  pi.)=  o. 

Or  on  voit  sans  peine  que,  si  Ton  y  fait  x  =  o^  l'une 
des  trois  équations  est  alors  une  conséquence  des  deux 
autres.  Donc  le  plan  x  =■  o  contient  tous  les  centres,  et 
les  relations  (i)  se  réduisent  à 

i    2p,j  — rf(>,—  p)  ~  o, 
(2j  { 

I    2Wfi,3  -i-  rf(>,  H-  p.)  =  O. 

Nous  aurons  deux  autres  relations  entre  les  indétermi- 
nées X,  Xi,  ^,  |:xi,  en  nous  servant  de  l'équation  en  S. 

On  sait  que  si  l'on  appelle  généralement  p  la  longueur 
algébrique  de  l'un  des  axes  de  la  surface  à  centre 

A.r'  +  A'/'  +  A"  3^-4-2  Bj-z  -f  2  B' z.r  -f-  2  W xr  =  H , 
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les  axes  des  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  a 

L'équation  en  S  devient  alors 
H 


B" 


B" 
B' 


A'- 


H 


B' 
B 


A"- 


=  o. 


Appelons  h^  la  somme  et  —  l^  le  produit  des  cariés 
des  longueurs  algébriques  des  axesj  l'équation  ci-dessus 
nous  donnera 

j  /^=  (A A' A"—  AB=  —  A' B'^  —  A"B"=  +  2 B B'B") 

(3)  =  H(AA'+A'A"+  A"A—  B-—  B"—  B"'), 

f  _/'^(AA'A""-AB^'— A'B'-^  — A"B"M-2BB'B")=tP. 

Mais  si  l'on  rapporte  la  surface  (S)  à  son  centre,  son 
équation  devient 

Xa-^  +  p., j^  —  /«'p.,  z^-<-  w  (>i — p.)zx 

•4-  (>^i  H-p.)^j=  —  ()^pi  —  )^i/a). 
p-i 

En  faisant  les  substitutions  dans  les  équations  (3)  et 
effectuant  les  calculs,  on  obtient 

/  4m>J  (/i^—  f/')  —  (P{i  +  If,')  {!',  -h-  y.') 

(4)  )  4- 2^' (i  —  w')(2>^'.  —  )-i  «•)  —  o, 
(                      cf6(\a,— >i,  p)'  — /«w^pI  =0. 

L'élimination  se  fait  maintenant  facilement  entre  les 
équations  (2)  et  (4).  On  trouve 

(A)      d{j'-\-  m'z']  —  m'cl{/i'—  d')^zmP{i—  nr-)  =  o. 
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Le  lieu  est  donc  composé  de  deux  ellipses  concen- 
triques situées  dans  le  plan  J  Oz. 

Pour  /?i  =:  I ,  ce  qui  correspond  au  cas  où  A  et  A'  sont 
rectangulaires,  les  deux  ellipses  se  réduisent  à  un  cercle 

j2  4-  z-  =  h^—  d-, 

II.  Si  G,  (3,  •/  sont  les  coordonnées  du  centre  particu- 
lier I  de  l'une  des  surfaces  (S) ,  les  équations  de  la 
droite  DD'  seront 

J—  P=/^(z  — V)' 
avec  les  conditions 

yj  ( j3  —  /« 7 )  4-  <-/ ( «7  —  m]  =  o, 


(5^ 

p{P  -\-  my)  —  d {q  +  m)  =  o. 

Les  coordonnées  des  points  D  et  D'  sont  alors 
X  =  d, 

(D)  r~      z'     ' 

p   ' 

-  d, 
m{d  —  p^) 

(D')  {""  P 

(d-py) 

P 
Le  carré  de  DD'  sera  donc,  après  réductions, 

qui  devient,  en  éliminant  p  au  moyen  des  relations  (5), 

4(Ê'4-/«'7M 
4^2 _^  tir L2, 
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quantité  constante,  si  Ton  tient  compte  de   (A);  pour 
m  =■!■, 

III.  Les  plans  menés  en  D,  D',  perpendiculairement 
à  A  et  A',  sont  évidemment  parallèles  à  l'axe  des  x.  Le 
lieu  de  leur  intersection  est  donc  un  cylindre  parallèle  à 
cet  axe. 

Du  reste,  les  équations  des  deux  plans  étant 

p{my  H-  z)  — (i  H-  m'^){d  -h  p-^)  =  o, 


(  f^\ 

(  p{'ny  —  z)  —  {^-^  "i^){fi  —  P7)  =  o, 

et  |3  et  y  vérifiant  l'équation  (A),  on  obtient,  en  élimi- 
nant j3,  y,  p  el  q  entre  les  équations  (A),  (5)  et  (6),  l'é- 
quation du  lieu,  qui  est 

(B)  dm'  (j2 _f-  ^2 j  _  ^  (,„2_^  i)î  [md{h^  —d^-)±P{i—  /«')]. 
Pour  m  =:  1,  elle  devient 

OIESTION. 


1110.  On  construit,  dans  le  cercle  trigonométrique, 
l'arc  2a=AC,  sin2«=:CP,  le  point  P'  symétrique 
de  P  par  rapport  à  OC,  D  milieu  de  la  corde  AC  et  les 
droites  P'D,  P'P.  Prouver  que  l'on  a,  aux  signes  près, 

P'D  =  sin3a,      PP'  =  sin4rt'. 

Si  l'on  construit  cos2a  =  CR  et  R'  symétrique  de  R 
par  rapport  à  OC,  on  aura,  aux  signes  près, 

R'D  =  cos3ff,     P'R=:cos4^. 

(  Communiqué  par  M.  Ch.  Legrand,  proviseur  du  lycée  Condorcet.  ) 
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EXPOSITION  DE  LA  MÉTHODE  DES  É(Jl]IPOLLE\CES , 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  I\I.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


AVANT-PROPOS. 

Dans  mon  Mémoire  sur  la  classification  des  courbes 
du  troisième  ordre  (*) ,  je  m'étais  proposé  d'exposer, 
ailleurs  et  avec  plus  de  détails,  une  Méthode  de  Géo- 
métrie analytique,  imaginée  par  moi  depuis  déjà  vingt 
ans  (**)  î  et  appelée  d'abord  Méthode  des  équations 
géométriques ,  désignation  qu'ensuite  je  changeai  pour 
lui  substituer  celle  plus  laconique  à' éqidpollences . 

Les  principaux  écrits  où  j'ai  traité  de  cette  méthode 
sont  : 

L^ Essai,  publié  en  i835  dans  le  troisième  volume  des 
annales  des  Sciences  du  royaume  Lombard- J  énitien  j 

La  Méthode  (iSSy),  dans  le  tome  VU  du  même  Recueil 
périodique  ; 

Les  Solutions  graphiques  (i843),  dans  le  premier  vo- 
lume des  Mémoires  de  V Institut  impéiial  et  royal  de 
Venise. 

Soit  parce  que  je  me  suis  toujours  astreint  à  une  ex- 
trême concision,  indiquant  un  grand  nombre  d'appli- 
cations géométriques  et  mécaniques  avant  de  m'êlre  suf- 
fisamment étendu  \  soit  parce  que,  dans  une  science  aussi 
vaste  que  la  Géométrie,  les  savants  reculent  à  consacrer 
un  peu  de  temps  à  l'étude  d'une  nouvelle  méthode,  et 

(*)  Mémoires  de  la  Société  italienne  des  Sciences  de  Modene,  t.  XXV,  p.  j . 
(**)  La  présente  Exposition  a  été  publiée  en  i85/|. 

Jnn.  de  Mathémat.,  x^  série,  t.  XII.  (Mars  1873.)  7 
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préfèrent  conserver  celle  qu'ils  connaissent,  et  qui  peut 
les  conduire  aux  mêmes  résultats;  soit  pour  toute  autre 
raison,  les  géomètres  ne  prêtèrent  point  attention  à  la 
méthode  proposée  par  moi,  ni  aux  solutions  d'une  incon- 
testable simplicité  que  j'en  ai  déduites  dans  les  écrits  cités 
ci-dessus  et  dans  quelques  autres. 

Néanmoins,  plusieurs  des  principes  établis  par  moi 
tendent  de  plus  en  plus  à  être  adoptés  :  M.  de  Saint- Venant 
montre  les  avantages  que  présente  la  considération  des 
quantités  géométriques  ;  ses  sommes  géométriques  sont 
précisément  celles  auxquelles,  de  mon  côté,  je  donnai 
d'abord  le  même  nom,  mais  que  j'appelai  ensuite  com.- 
posées-équipollentes  ;  et  M.  Caucliy  a  fait  remarquer, 
à  plusieurs  reprises,  toute  la  valeur  de  la  théorie  de 
M.  de  Saint-Venant.  Jecroisdoncqu'il  n'est  pas  inopportun 
de  revenir  encore  une  fois  sur  la  méthode  des  équipol- 
iences,  en  l'exposant  avec  la  plus  grande  clarté  possible. 

Cette  méthode  donne  satisfaction  au  désir  exprimé  par 
Carnot,  de  trouver  un  algorithme  qui  représente  à  la 
fois  la  grandeur  et  la  position  des  diverses  parties  d'une 
figure-,  il  en  résulte  directement  des  solutions  graphi- 
ques, élégantes  et  simples,  des  problèmes  de  Géométrie. 
La  méthode  des  équipoUences  comprend,  comme  cas 
particuliers,  celles  des  coordonnées  parallèles  ou  po- 
laires, le  calcul  baryceutrique,  etc.  5  les  problèmes  rela- 
tifs aux  courbes  y  sont  résolus  d'une  manière  générale, 
sans  préférence  accordée  à  un  mode  de  représentation 
plutôt  qu'à  un  autre-,  les  calculs  en  sont  plus  rapides  que 
ceux  de  la  Géométrie  analytique,  et  les  résultats  se  trou- 
vent exprimés  sous  une  forme  plus  simple. 

La  distinction  des  parties  positives  et  négatives  est 
essentielle  dans  la  méthode  des  équipoUences;  en  sorte 
que  la  corrélation  des  figures  est  une  conséquence  néces- 
saire de  l'algorithme,   sans  qu'il  soit  besoin  d'aucune 
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remarque  spéciale,  ce  qui  enlève  toute  cause  d'erreur. 
Le  lecteur  auquel  les  principes  de  la  Géométrie  de  po- 
sition sont  familiers  me  suivra  sans  peine  dans  le  petit 
nombre  des  conventions  sur  lesquelles  s'appuie  la  mé- 
thode; peut-être  arrivera-l-il  à  rendre  celle-ci  encore 
plus  conforme  aux  procédés  ordinaires;  mais  je  n'ai  pas 
jugé  utile  de  sacrifier  la  concision  des  formules  à  une 
plus  grande  facilité.  Les  conventions  seront  aisées  à  re- 
tenir de  mémoire;  car  elles  sont  conformes,  les  unes 
aux  règles  ordinaires  relatives  aux  quantités  positives  et 
négatives,  les  autres  à  la  composition  bien  connue  des 
forces. 

Les  équipollences  expriment  des  relations  entre  des 
droites  considérées,  non- seulement  quant  à  leurs  gran- 
deurs, mais  aussi  quant  à  leurs  directions  (ou  inclinai- 
sons); en  sorte  qu'elles  diffèrent  essentiellement  des 
équations,  qui  expriment  seulement  des  relations  entre 
quantités  réelles.  Néanmoins,  le  calcul  des  équipollences 
suit  précisément  les  mêmes  règles  que  le  calcul  des  équa- 
tions, ce  qui  offre  un  grand  avantage. 

L'étendue  et  les  progrès  de  la  Géoméli  ie  sont  tels,  que, 
plutôt  que  de  se  refuser  à  toute  étude  des  nouvelles  mé- 
thodes, il  faudra  peut-être  avant  peu  tenir  compte  seu- 
lement des  méthodes  générales,  afin  d'avoir  en  sa  pos- 
session un  plus  grand  nombre  de  moyens  pour  arriver  à 
la  connaissance  des  vériiés  dont  on  a  besoin.  Il  est  effec- 
tivement impossible  désormais  d'avoir  piésentes  à  l'esprit 
toutes  les  vérités  qui  viennent  à  être  découvertes. 
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PREMIERE  PARTIE. 

PRINCIPES    DE    LA    MÉTHODE    DES    ÉQUIPOLLENCES. 

Définitions  et  notations  préliminaires. 

1.  Nous  nous  proposons  d'exprimer  les  relations  de 
grandeur  et  de  position  qui  ont  lieu  entre  les  droites  d'une 
figure,  de  manière  à  pouvoir  en  déduire  celles  qui  con- 
stituent un  théorème  de  Géométrie,  ou  servent  à  la  réso- 
lution d'un  problème.  Si,  dans  l'équipollence  exprimant 
la  condition  d'un  problème,  figure  un  seul  point  inconnu, 
l'équipollence  se  résoudra  par  rapport  à  ce  point,  d'a- 
près les  mêmes  règles  que  celles  qui  régissent  la  résolution 
des  équations,  et  la  formule  finale  indiquera,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'aucune  considération  géométrique,  quelle 
est  la  construction  graphique  que  l'on  doit  faire  pour 
obtenir  la  solution  désirée,  laquelle  sera  presque  tou- 
jours l'une  des  plus  simples  que  l'on  pourrait  trouver  en 
•employant  les  considérations  artificielles  et  indirectes  de 

la  Géométrie  dite  synthétique. 

2,  Nous  indiquerons  une  droite,  comme  d'habitude, 
au  moyen  des  deux  lettres  qui  marquent  ses  extrémités; 
toutefois,  on  doit  remarquer  qu'on  exprime  ainsi,  nou- 
seulement  la  grandeur  de  la  droite,  mais  bien  sa  grandeur 
et  sa  dii^ection  à  la  fois.  C'est  pourquoi,  par  exemple,  il 
n'est  pas  permis  de  remplacer  MQ  par  QM.  Ces  deux 
notations  MQ,  QM  indiquent  bien  une  même  droite, 
mais  prise  en  sens  opposés.  La  confusion  de  l'une  avec 
l'autre  serait  pareille  à  celle  d'une  quantité  positive  avec 
une  quantité  négative  d'égale  valeur  ^  nous  verrons,  en 
effet,  que  MQ  est  identique  avec  —  QM,  et  —  MQ  avec 
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QM.  Cette  convention  est  souvent  admise  dans  la  Géo- 
métrie moderne. 

3.  Pour  qu'une  droite  puisse  être  substituée  à  une 
autre,  il  ne  suffit  pas  qu'elle  lui  soit  égale  (c'est-à-dire 
d'égale  grandeur)  5  mais  il  faut  en  outre  que  ces  deux 
droites  soient  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens. 
Deux  droites  qui  ont  de  telles  relations  sont  dites  équi- 
pollentes ;  et,  dans  le  calcul  des  équipollences,  on  peut 
toujours  substituer  à  une  droite  une  autre  qui  lui  soit 
équipollente.  Ainsi  la  droite  AB  {Jjg.  i)  est  équipollente 


à  DC,  et  est  seulement  égale  à  EF;  ce  qu'on  distingue  au 
moyen  de  deux  signes  différents,  en  écrivant 

AB^DC 

et 

AB  =  EF. 

D'après  cela,  il  pourrait  se  produire  quelque  confusion 
en  employant,  dans  un  même  calcul,  des  équipollences 
telles  que  AB'jAjDC,  et  de  simples  égalités  telles  que 
AB  =  EF;  aussi,  pour  indiquer  la  grandeur  d'une  droite 
indépendamment  de  son  inclinaison,  se  servira-t-on  de 
la  caractéristique  gr..  Par  exemple 

gr.  AB  =  gr.  EF 

indiquera  que  les  longueurs  de  ces  droites  sont  égales.  Au 
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sujet  de  ces  longueurs  de  droites,  et  en  général  au  sujet 
des  grandeurs  exprimées,  à  la  manière  de  l'Algèbre,  au 
moyen  de  lettres  (ordinairement  en  petits  caractères  ita- 
liques), on  peut  remarquer  qu'il  n'y  a  aucun  inconvénient 
à  employer,  dans  un  même  calcul,  des  équations  relatives 
aux  grandeurs  et  des  équipollences  relatives  aux  droites. 

4.  Une  droite  est  dite  équipollente  à  une  autre,  mul- 
tipliée par  un  nombre  positif,  quand  ces  deux  droites  ont 
entre  elles  ce  nombre  pour  rapport  ,  et  qu'elles  sont  en 
outre  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens.  Ainsi  l'on 
dira  que  DN  est  équipollente  à  AB,  multipliée  par  le 
nombre  positifs,  et  l'on  écrira 

lorsque  gr.DJN  =  7igr.  AB5  et  qu'en  outre  DN,  AB  sont 
parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens.  Si  le  multipli- 
cateur donné  est  un  nombre  négatif,  les  droites  auront 
bien  entre  elles  le  rapport  fixé  par  la  valeur  de  ce  nombre, 
et  seront  parallèles,  mais  dirigées  en  sens  contraires. 
Si,  par  exemple,  on  a 

C^-Jv,[n  —  i)AB, 

et  que  le  nombre  ii  —  1  soit  négatif,  les  longueurs  des 
droites  CN,  AB  auront  entre  elles  le  rapport  (i  —  //)  t  i, 
et  en  outre  CN  sera  parallèle  à  AB  et  dirigée  en  sens  con- 
traire. De  même,  en  employant  NC,  qui  a  une  direction 
opposée  à  CN,  nous  pourrons  écrire 

^0-^(1  — «)AB, 

(i  —  n)  étant  un  coefficient  numérique  positif.  En  gé- 
néral, on  peut  substituer  à  une  droite  quelconque  CN  la 
droite  opposée  NC,  pourvu  qu'en  même  temps  on  change 
le  signe  de  son  coefficient. 
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Sommes  géométriques.  —  Ëquipollences  polynômes. 

5.  D'après  ce  qui  précède,  se  trouve  définie  la  signifi- 
cation d'une  équipoUence  à  deux  termes  seulement,  dont 
chacun  renferme  une  seule  droite,  ^'^oyons  maintenant 
comment  ou  réunit  ensemble  plusieurs  droites,  en  tenant 
compte  de  leurs  grandeurs  et  de  leurs  directions  ;  au  ré- 
sultat de  cette  opération,  nous  donnerons  le  nom  de 
somme  géométrique  ou  de  coinposée-équipollente  (*). 
Pour  mieux  fixer  les  idées,  imaginons  qu'un  voyageur 
parcoure  une  ligne  brisée  OPQR  {Jig.   2);   le  chemin 


effectif  et  utile  qu'il  aura  fait  ainsi  ne  sera  point  égal  à 
la  longueur  de  la  ligne  brisée,  mais  équivaudra  à  la 
droite  OR,  par  laquelle  il  serait  également  parvenu  de 
O  en  Rj  nous  appellerons  cette  droite  OR  la  somme  géo- 
métrique  de  toutes  les  droites  qui  constituent  la  ligne 
brisée. 

Nous  savons  qu'en  Mécanique  une  telle  somme  géo- 

(*)  Le  nom  plus  simple  de  somme  géométrique  sera  celui  que  nous 
emploierons  en  général;  mais  il  est  bon  que  le  lecteur  sache  que  la  dé- 
nomination de  composée-équipoîlente,  s'il  venait  à  la  rencontrer,  possède 
exactement  la  même  signification. 
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métrique  exprime  la  résultante  des  forces  appliquées  au 
point  O,  et  respectivement  équipollentes  (c'est-à-dire 
égales,  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens)  avec  OP. 
PQ,  QR. 

6.  Pour  construire  la  somme  géométrique  des  droites 
AB,  DC,  EF,  on  mènera,  par  un  point  O  quelconque,  la 
droite  OP  équipollente  à  AB  5  puis  à  la  suite  PQ  équi- 
pollenie  à  DC,  et  QR  équipollente  à  EF  5  OR  sera  la 
somme  géométrique  cherchée. 

Il  est  facile  de  démontrer  que,  dans  quelque  ordre  que 
l'on  disDose  les  unes  à  la  suite  des  autres  les  droites  équi- 
pollentes aux  droites  données,  on  obtiendra  toujours  la 
même  droite  OR.  En  prenant  autrement  le  point  arbi- 
traire O,  on  trouvera,  pour  somme  géométrique,  une 
autre  droite,  qui  sera  toujours  équipollente  à  OR. 

Si  les  droites  étaient  toutes  parallèles,  leur  somme 
géométrique  ne  serait  autre  que  leur  somme  algébrique, 
obtenue  en  tenant  compte  des  signes. 

7.  Ceci  bien  compris,  il  sera  très-facile  d'interpréter 

Fig.  3. 


et  de  construire  une  équipollence  polynôme.  Soit,  par 
exemple  {fg.  3), 

DE  +  ^AB  — CB<:^^DF  —  «AF. 
Si  l'on  mène  OP  équipollente  à  DE,  puis  à  la  suite 
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PQ^tAB  (selon  la  signification  du  n°  4),  et  encore  à 
la  suite  QR <=!!!=> — CB'::!!t'BC,  on  obtiendra  ainsi  la  com- 
posée OR,  laquelle  sera  équipollente  à  la  composée  TV, 
obtenue  en  menant,  par  un  point  quelconque  T,  la 
droite  TU^jDF,  et  à  la  suite  UVï£ii' —  7z  AF,  n  étant 
un  nombre  donné,  qui,  dans  le  cas  de  la^?^.  3,  est  né- 
cessairement négatif. 

8.  On  peut  changer  la  disposition  des  termes  d'une 
équipollencej  on  peut  aussi  faire  passer  un  terme  d'un 
membre  dans  l'autre,  pourvu  que,  selon  la  règle  établie 
pour  les  équations,  on  change  le  signe;  l'équipollence 
demeure  ainsi  exacte.  Par  exemple,  l'équipollence  pré- 
cédente peut  s'écrire 

IAB4-BC+  DE  4-«AF— ^DF<^o, 

c'est-à-dire  qu'en  construisant  la  somme  géométrique  des 
cinq  termes  du  premier  membre  on  trouve  un  polygone 
fermé  au  lieu  d'une  ligne  brisée. 

Nous  pouvons  aussi  multiplier  tous  les  termes  d'une 
équipollence  par  un  même  nombre,  sans  en  altérer  l'exac- 
titude. Cela  résulte  de  la  proportionnalité  de  deux  figures 
homothétiques,  c'est-à-dire  dont  les  côtés  sont  respecti- 
vement parallèles. 

En  un  mot,  nous  pouvons  exécuter,  sur  les  équipol- 
lences,  des  opérations  précisément  analogues  à  celles 
qu'on  pratique  sur  les  équations  algébriques,  et  qui  dé- 
pendent de  l'addition  ou  de  la  soustraction,  et  aussi  de 
la  multiplication  et  de  la  division  par  des  nombres. 

9.  Remarquons  incidemment  que  si,  dans  l'équipol- 
lence des  deux  numéros  précédents ,  nous  supposons 
inconnue  la  droite  AF,  quand  bien  même  nous  ne  con- 
naîtrions pas  fi,  l'équipollence  servirait  néanmoins  à  in- 
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diquer  la  direction  de  AF,  qui  est  parallèle  à  TJV,  TV 
étant  équipoUente  à  OR.  Nous  verrons  toujours  que, 
tandis  qu'une  équation  sert  à  déterminer  une  seule  quan- 
tité, une  équipoUence  en  détermine  deux  5  et,  en  effet, 
lorsqu'elle  détermine  une  seule  droite,  cela  revient  encore 
à  déterminer  deux  quantités,  savoir  :  la  longueur  de  cette 
droite  et  son  inclinaison. 

Règles  relatives  aux  grandeurs  et  aux  inclinaisons . 

10.  La  composition  ou  somme  des  droites,  établie  pré- 
cédemment, nous  montre  évidemment  que,  dans  le  calcul 
des  équipollences,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Règle  I.  —  Quels  que  soient  les  trois  points  A,  B,  C, 
on  a  toujours 

(i)  AB  +  BC  "iii!^  AC. 

Cette  équipoUence   peut   indij^éremment   prendre   les 
formes 

(2)  BG^AC— AB, 

{3j  AB^AG~BC, 

(4)  AB  +  BC+*CA^o. 

Cette  règle  peut  paraître  une  conséquence  tellement 
immédiate  des  définitions,  qu'elle  ne  valait  pas  la  peine 
d'être  énoncée  à  part;  mais  elle  est  d'un  continuel  usage 
pour  substituer  une  droite  à  d'r.utres;  il  convient  donc 
de  se  la  rendre  familière. 

Nous  y  joindrons  une  règle  pour  distinguer  d'un  coup 
d'oeil  quelles  sont  les  équipollences  identiques  par  elles- 
mêmes,  de  manière  qu'on  puisse  s'assurer  de  leur  exac- 
titude sans  aucun  effort  d'esprit,  et  sans  regarder  le  moins 
du  monde  la  figure. 
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li.  En  vertu  de  la  règle  précédente  (3),  nous  pou- 
vons substituer  à  une  droite  MN  quelconque  le  binôme 
MZ  —  ]NZ,  Z  étant  un  point  complètement  arbitraire. 
Si,  en  faisant,  pour  cbacune  des  droites,  une  substitution 
analogue,  il  en  résulte  une  expression  identique,  il  en 
sera  de  même  aussi  de  l'équipollence  qui  a  servi  de  point 
de  départ.  Ainsi,  par  exemple, 

BC^AC—  AB 

est  une  équipollence  identique,  parce  que  la  suivante 
l'est  elle-même  : 

BZ  —  CZ  "=!!=•  AZ  —  CZ  —  (AZ  —  BZ). 
Il  en  est  de  même  de 

AB-^BC>:{:bAD  — CD, 
puisque 

AZ  — BZ  +  BZ  — CZ-d^AZ  —  DZ—  (CZ  — DZ). 

Mais  si,  au  contraire,  nous  avions  écrit  par  erreur 
AB  -+-  CB  ^  AC,  nous  reconnaîtrions  la  faute,  en  remar- 
quant que  AZ  —  BZ  -H  CZ  —  BZ  n'est  pas  identique  avec 
AZ  — CZ. 

12.  Il  nous  reste  à  établir  la  signification  des  équi- 
poUences  qui  contiennent  des  produits  ou  des  quotients 
de  droites  multipliées  ou  divisées  entre  elles.  Dans  ce 
but,  il  est  nécessaire  de  se  restreindre  à  la  considération 
des  figures  situées  dans  un  même  plan  -,  tandis  que  tout 
ce  que  nous  avojis  dit  jusquà  présent  s'étend  aussi  à 
l'espace. 

i3.  Etablissons  tout  d'abord  une  convention  c[ui  ren- 
dra le  laDa^ge  plus  rapide.  Dans  toute  droite,  nous  ob- 
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servons  deux  choses  :  la  longueur  et  la  direction;  pour 
calculer  les  longueurs,  les  géomètres  anciens  considé- 
raient toujours  les  l'apports  entre  deux  droites;  les  mo- 
dernes trouvèrent  plus  commode  de  considérer  les  gran- 
deurs d'une  manière  absolue,  en  les  comparant  à  une 
unité  de  mesure  choisie  arbitrairement;  d'après  cela,  le 
rapport  de  deux  droites  résulte  de  la  division  de  leurs 
grandeurs. 

Par  analogie,  tandis  que,  jusqu'à  présent,  pour  cal- 
culer les  directions  des  droites,  on  a  considéré  les  angles 
compris  entre  deux  droites,  nous  trouvons  plus  commode, 
au  lieu  de  cela,  de  considérer  les  inclinaisons  des  droites 
d'une  manière  absolue,  par  comparaison  avec  une  droite 
choisie  arbitrairement  pour  origine  des  inclinaisons  ; 
d'après  quoi  Vangle  de  deux  droites  sera  la  différence 
de  leurs  inclinaisons.  Nous  désignerons  l'inclinaison 
d'une  droite  par  la  caractéristique  inc,  comme  déjà  (3) 
nous  avons  désigné  la  grandeur  par  gr. 

14.  Prenons  pour  origine  des  inclinaisons  [fig-  4)  ^^ 
droite  OH  (que,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 

Fig,  4. 


horizontale  et  dirigée  de  gauche  à  droite);  nous  appel- 
lerons inclinaisons  de  la  droite  OM  l'angle  HOM  qu'elle 
forme  avec  OH,  en  observant  que  les  inclinaisons  posi- 
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tives  sont  prises  à  droite  et  au-dessus  ('*'),  c'est-à-dire 
dans  le  sens  HMIL,  et  que  les  inclÎTiaisons  prises  dans 
le  sens  opposé  HRL  sont  regardées  comme  négatives. 
D'après  cela,  comptant  les  inclinaisons  de  o  à  36o  de- 
grés, l'inclinaison  de  la  droite  OR,  par  exemple,  peut 
être  considérée  comme  étant  de  — 4^  degrés  ou  de 
320  degrés,  c'est-à-dire  qu'une  différence  de  36o  degrés 
ne  change  pas  l'inclinaison. 

L'angle  MON  est  égal  à  l'inclinaison  de  ON,  moins 
l'inclinaison  de  OM  : 

angle  MON  =  inc.ON  —  inc.  OM. 

On  convient  aussi  que  les  angles  positifs  doivent  se 
prendre  dans  le  sens  HMJNI,  et  que  tout  angle  se  compte 
de  la  première  à  la  troisième  lettre.  Ainsi  l'angle  INOM 
est  négatif,  parce  qu'il  est  égal  à  inc.OM  —  inc.ON. 

15.  L'inclinaison  de  la  droite  AB  est  la  même  que 
celle  de  la  droite  OM,  parallèle  et  dirigée  dans  le  même 
sens.  L'inclinaison  de  BA  est  la  même  que  celle  de  OL, 
prolongement  de  MO.  Ainsi 

(1)  inc.BA  =  inc.ABdzi8o". 

On  affecte  1 80  degrés  du  double  signe,  parce  que,  ainsi 
qu'on  l'a  dit,  une  différence  d'inclinaison  de  36o  degrés 
ne  produit  aucun  effet.  Rappelons  qu  en  outre  de  (i) 
nous  avons 

(2)  angle  BAC  ^  inc.  AC  —  inc.  AE, 


(*)  M.  Bellavitis  a  changé  depuis  la  convention  sur  le  signe  des  incli- 
naisons. Nous  conservons  ici  la  première,  comme  plus  conforme  à  celle 
habituellement  admise  pour  les  coordonnées  polaires. 
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et  aussi,  en  vertu  de  (i), 

(3)  anj;leBAC  =  inc.CA  —  inc.  BA. 

16.  Nous  avons  vu  ce  qu'on  doit  entendre  par  une 
droite  équipollente  à  la  somme  géométrique  de  deux  ou 
plusieurs  droites.  Définissons  maintenant  ce  qu'est  une 
droite  équipollente  à  un  monôme  formé  par  la  multipli- 
cation ou  la  division  du  plusieurs  droites.  Si  l'on  a 

(0  ^»^^' 

la  droite  GH  non-seulement  doit  avoir  la  grandeur  ex- 
primée par  l'équation 

mais,  en  outre,  son  inclinaison  doit  être 

(  3  )  inc.  GH  =  inc.  AB  +  inc.  CD  —  inc.  EF. 

Réciproquement,  si  les  relations  (2)  et  (3)  existent  si- 
multanément, l'équipollence  (i)  aura  lieu.  De  même, 
1  équipollence 

,4)  0P.^-«"-'^ 


signifie 


;5)  gr.OP 


MN 
gr.GHgr.IL 


gr.MN 
et 
(6)  inc.OP  =  inc.  OU  +  inc.  IL  —  inc.MN. 

Eu  substituant  dans  (4),  (5),  (6)  les  valeurs  (i),  {2), 
(3),  nous  verrons  (jue  léquipolleuce 

^r.  A   AB.CD.IL 

In)  OP  i^  

'^'  EF.MN 
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comprend  les  deux  conditions 

(fi\  ^,  on_g'-  ABgr.CDgr.IL 

^^)  Sr.  OP  _       yr.EFgr.MN-  ' 

(9)  inc.OP=:inc.AB-f-inc.CD-+-  inc.IL— inc.  EF  — inc.  MN. 

Il  est  bon  d'observer  que  de  (7)  on  déduit  (8),  en 
changeant  réquipollence  en  équation  relative  aux  gran- 
deurs, et  (9)  en  opérant  comme  si  l'on  voulait  prendre 
les  logarithmes,  mais  en  écrivant  inc.  au  lieu  de  log.  Ces 
deux  règles  serviront,  d'une  manière  semblable,  à  inter- 
préter une  équipollence  binôme  quelconque. 

L'équipollence  (i)  peut  aussi  s'écrire  sous  la  forme 

AB.CDdî=?EF.GH, 

et  exprime  encore  les  deux  conditions 

gr.  AB  gr.  CD  =  gr.  EF  gr.  GB, 
inc.  AB  +  inc.  CD  =  inc.  EF  -+-  inc.  GH. 

Si  les  membres  de  l'équipollence  sont  affectés  de  coef- 
ficients numériques,  et  qu'on  ait,  par  exemple, 

/     ^  .   /?AB.CD 

(10)  qK^—^j—, 

n  étant  positif,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

QR^«GH, 

formule  à  laquelle  nous  devrons  donner  la  signification 
déjà  établie  au  n°  4.  Ainsi  (10)  exprimera  que 

ngr.  ABgr.CD 
gr.QR  =  ^gr.GH=-A__A,_ 

et  que 

inc.QR  =  inc.Gn  =  inc.  AB  +  inc.  CD  —  inc.EF. 
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On  voit  que  la  condition  relative  aux  inclinaisons  est 
indépendante  des  coefficients  numériques  positifs.  Nous 
avons  déjà  dit  (4)  qu'un  coefficient  négatif  entraîne  une 
différence  d'inclinaison  de  180  degrés. 

17.  De  ce  que  nous  venons  d'établir  sur  les  équipol- 
lences  binômes,  et  auparavant  (7)  sur  les  équipollences 
polynômes  dont  chaque  terme  contient  une  seule  droite, 
résulte  l'interprétation  de  toute  équipoUence  homogène, 
dans  laquelle  les  droites  sont  combinées  entre  elles  au 
moyen  des  signes  de  l'addition,  de  la  soustraction,  de  la 
multiplication,  de  la  division,  et  aussi  des  signes  de  l'élé- 
vation aux  puissances  et  de  l'extraction  des  racines  à 
indices  numériques ,  ces  deux  dernières  opérations  se 
déduisant  des  deux  précédentes  à  la  manière  accoutumée. 
Si,  par  exemple,  on  a  l'équipollence  (*) 

AB.CD:EF  +  /?CD^:  XB-~2.¥G-^o, 

que  1  on  construise  (16)  une  droite  LM  telle,  que 
LM<^AB.CD:EF,  et  si,  en  outre,  MN-iiî- wCD^  :  AB, 
•l'équipollence  proposée  se  réduira  à 

LM  +  MN  —  2FG^o 

et  exprimera  que  la  somme  géométrique  des  droites  LM, 
MN,  c'est-à-dire  LN  (10),  est  équipollente  à  2FG. 

18.  Eu  transportant,  par  la  pensée,  des  équations  aux 
équipollences  tout  ce  système  des  significations  spéciales 
attribuées  aux  signes  ':^,  -H,  — ,  '.,  etc.,  on  se  convain- 
cra aisément  de  cette  vérité  très-utile  : 


(*)  Pour  la  commodité  typographique,  nous  adoptons  deux  points  : 
comme  signe  de  la  division,  ce  signe  embrassant  toutes  les  quantités 
qui  suivent,  jusqu'au  premier  -+-  ou  — . 
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pRi?«ciPE  FO^DAMENTAL.  —  On  peiitjnire  sur  /es  éqiii- 
pollenccs  relatives  aiixjigures  planes  toutes  les  opéra- 
lions  et  iransforniations  qui  sont  légitimes  pour  les 
équations  algébriques,  et  les  équipoUences  qui  en  résul- 
tent sont  toujours  exactes. 

Si,  par  exemple,  on  multiplie  une  équipoUence  par 
PQ  :  RS,  c'est  la  même  chose  que  si  l'on  multipliait  tous 
les  termes  par  le  rapport  numérique  gr.PQîgr.RS  et 
si  l'on  augmentait  leur  inclinaison  de  inc.PQ  — inc.RS; 
en  sorte  que  le  polygone  exprimé  par  l'équipollence  se 
changera  en  un  autre  semblable,  qui  aurait  tourné  d'un 
angle  égal  à  inc.PQ  —  incRS^  si  bien  que  l'on  conser- 
vera toujours  un  polygone  fermé. 

[J  suivre.) 

DU  RAYO:^  DE  COIJRBIIRE  D'UNE  COIRBE  DÉCRITE 
PAR  m  POINT  DIXE  FIGIRE  MOBILE; 

Par  m.  SAINT-LOUP, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Besançon. 

Lorsqu'unefigure  invariable  se  déplace  dans  un  plan,  on 
sait  que  ce  mouvement  peut  être  produit  par  le  roulement 
d'une  cei'taine  courbe  ou  roulette  liée  à  la  figure  mobile 
sur  une  autre  courbe  qu'on  nomme  la  base  de  la  rou- 
lette, et  l'on  démontre  que,  si  Rj  et  R2  sont  les  rayons  de 
courbure  de  ces  deux  courbes  à  leur  point  de  contact,  le 
rayon  de  courbure  A  de  la  courbe  décrite  par  un  point  A 
quelconque  du  plan  de  la  roulette  est  donné  par  la  rela- 
tion 

i]  1    •         '       __        '        _        I 

n        A  —  a         R,  cos9         R-^cosO' 

qui  conduit  à  la  construction  de  Savary. 

Âiiii.  (le  Mdthriitac.,  ■«•"série,  t.  \II    i  Mars  i  S-3.  '  i> 


■    (  «a  ) 

Dans  cette  formule,  a  désigne  la  distance  du  point 
mobile  A  au  point  de  contact  O,  et  Q  l'angle  de  a  avec  la 
normale  en  ce  point  à  la  roulette. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  donner  la  solution  de  la 
question  suivante  : 

Une  courbe  étant  donnée  dans  le  plan  d\ine  Jîgure 
niobde,  celle-ci  reste  constamment  tangente  à  deux 
courbes  fixes;  déterminer  le  rayon  de  courbure  de  V en- 
veloppe de  la  première  courbe  en  fonction  des  rayons  de 
courbure  des  courbes  données  aux  points  où  elles  se  tou- 
chent. 

Pour  cela,  traitons  d'abord  cet  autre  problème  plus 
simple  : 

Trouver  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  dUui 
point  C  du  plan  d'une  figure  invariable  dont  deux  points 
A  et  ^  déc/'ivent  des  courbes  données,  en  fonction  des 
jYijons  de  courbure  e«  A  eZ  B  des  deux  directrices . 

1 .  Menons  en  A  et  B  les  normales  aux  deux  directrices, 
ces  normales  se  rencontrent  en  un  point  O  qui  est  le 
point  de  contact  de  la  roulette  qui  produirait  le  mouve- 
ment de  AB,  avec  la  base  sur  laquelle  s'effectuerait  le  rou- 


lement. On  sait  que  la  normale  à  la  trajectoire  du  point 
C  passe  aussi  en  O.  Soient  ON  la  normale  commune  aux 
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courbes  de  roulement  et  OX  une  direction  quelconque, 
a,  |S,  y,  y  les  angles  de  OA,  OB,  OC,  ON  avec  OX.  D'a- 
près la  formule  rappelée  plus  liaul,  on  a 

(2)  cosfv—  a 1 =—-4-—; 

^    '  ^  '   \a         A  — al         R,         R, 

la  considération  des  points  B  et  C  donnerait  lieu  à  des 
relations  analogues.  Il  résulte  de  là  que 

■'         cos(v  —  a)    ( ! ^ 


(3)  )  =.cos(v-p)  (^ 


A  —  a  j 
t 


B  — 

=  cos(v-v)(^  +  ^-], 

équations  qui  renferment  comme  inconnues  v  etC  ;  élimi- 
nons V,  on  a,  en  développant  les  cosinus  dans  la  première 

équation. 

A  ces  a  Bcosft 


ii)  tanL'v  =  -J^ — : '- — !^ — ; ^ 

^^'  ^  A  sma  Bsn8 


a  [A  — a)        b{B~b) 

La  seconde  équation  donnerait  pour  tangv  une  expression 
analogue  5  en  les  égalant,  il  vient 


«il 1  sm  ( 


(5)  (  +  ^  i  I  —  -  )  sin  (7  —  x] 


(i— ^1  sin(a  — p)=o: 


c'est  la  relation  cherchée. 

Les  signes  des  différences  (3 — y.  y  —  «.   a  —  |3   sont 
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définis  par  la  figure.  A  — a,B  —  ^,  C  —  c  sont  positifs 
quand  les  rayons  de  courbure  A,  B,  C  sont  supérieurs  aux 
distances  a,  b,  c  et  dirigés  du  même  côté  que  le  point  O 
par  rapport  aux  points  A,  B,  C. 


2.  Prenons 


AA'  =  -, 
A 


BB'  = 


CC=-: 


l'équation  (5)  peut  s'écrire 

(6j  OA'sin(p  —  7)H-OB'sin(7  —  a)  +  OC'sin(a  —  p)  =  o. 

Or,  si  par  un  point  O  d'une  circonférence  on  mène  trois 
droites  OA',  OB',  OC  terminées  à  la  circonférence,  ces 


droites  représentent  les  cosinus  des  angles  a,  j3,  y  qu'elles 
font  avec  le  diamètre  mené  par  le  point  O,  et  on  a  l'iden- 
tité 

cesa  sin(j3  —  7)  +  cosp  sin(7  —  «)  +  cosy  sin  (a  —  p)  =  o, 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  développant;  donc  la  rela- 
tion (6)  exprime  que  les  trois  points  A',  B',  C'soni  sur 
un  même  cercle  passant  par  le  point  O.  La  construction 
de  deux  de  ces  points  A'  et  B'  déterminera  donc  le  troi- 
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sièiiie  C,  et  on  voit  qui;  le  rayon  de  ciourlîure  C  est  une 
troisième  proportionnelle  à  c  ou  OC  et  à  CC. 

C'est  la  construction  à  laquelle  arrive  M.  Transon  par 
la  considération  du  cercle  de  roulement  [Journal  de 
Mathématiques,  i845). 

Soient  A",  B",  C"  les  centres  de  courbure,  en  sorte  que 

A  A"  =  A,     BB"  =  B,     CC"  =  C, 
on  a 

OA"  =  A  —  «,     OB"  =  B  —  *,     OC"  =  C  —  c. 

Désignons  ces  trois  longueurs  par  a",  b",  c",  l'équation  (5  ) 
prendra  la  forme 


(7) 


siD(p  —  7)       sin(7  — a)       sin(a  —  p) 


I 


dans  laquelle  les  dénominateurs  sont  les  sommes  des  in- 
verses des  distances  du  point  O  au  point  décrivant  et  à 
son  centre  de  courbure. 

3.  En  se  reportant  à  la  construction  de  Savary,  on  voit 
Fig.  3. 


que,  si  le  point  décrivant  A  s'éloigne  indéfiniment  sur 
OA,  le  centre  de  courbure  A"  se  rapproche  du  point  O  et 
vient  en  A'I,  point  que  l'on  obtient  en  menant  C,  M,  pa- 
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rallèle  à  AO  et  joignant  M„  à  C,,  et  l'on  a 

OA"  =  A  —  a, 

quand  A  et  a  deviennent  infinis. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  une  courbe  F  faisant  partie 
du  système  des  points  A  et  B,  et  que  l'on  mène  du  point  O 
une  normale  OF  à  cette  courbe,  le  point  F  ainsi  déter- 
miné est  le  point  de  contact  de  la  courbe  F  avec  son  enve- 
loppe. Des  courbes  équidistantes  de  F  ont  pour  enveloppes 
des  courbes  parallèles  à  l'enveloppe  de  F-,  toutes  ces 
courbes  ont,  comme  on  sait,  au  point  où  elles  rencontrent 
OF,  leurs  centres  de  courbure  au  même  point  F",  lequel 
est  aussi  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  décrite 
par  le  point  §  centre  de  courbure  de  la  courbe  F. 

Il  résulte  de  là  que,  si  le  système  mobile  est  formé  des 
deux  points  A  et  B  et  de  la  courbe  F,  on  pourra  lui 
appliquer  la  relation  (5)  en  substituant  à  la  courbe  Fie 
point  g  qui  remplace  ainsi  le  point  C  précédemment  con- 
sidéré. 

Dans  cette  relation,  c  désignera  la  distance  O^',  et  C 
.désignera  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  par 
le  point  g  et  dont  le  centre  de  courbure  est  en  F"  centre 
de  courbure  de  l'enveloppe  de  F. 

4.  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  F  est  une 
droite,  il  résulte  de  la  remarque  qui  précède  que,  pour  le 
point  g  alors  situé  à  l'infini,  on  a  C  —  c  =  OF";  cette 
distance  doit  être  comptée  en  sens  contraire  de  OC  quand 
elle  est  positive. 

La  relation  (5)  devient  donc 

(  r.(.-^^;sin(p-v) 

-V-  h  (  I—  -  I  sin(7  —  a^  +  (C  — c)  sin(a  —  p)  =  o. 


et  on  peut  l'écrire  en  obseVvant  (jue  OP'  est  compté  en 
sens  inverse  de  OA'  et  de  OB', 

(9)   0A'sin(.8  — 7)  +  0B'sin(v  — a)  — Or"sin(a  —  p)=o; 

elle  est  donc  renfermée  dans  l'équation  (6),  si  au  point 
C  on  substitue  le  point  T".  Ainsi  le  point  Y"  coïncide 
avec  le  symétrique  du  point  C  par  rapport  au  point  O. 

5.  Cherchons  comme  application  le  rayon  de  courbure 
de  Fenveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  qui 
s'appuie  sur  deux  droites  fixes;  les  points  A'  et  B'  coïnci- 
dent alors  avec  les  points  A  et  B;  menons  les  normales 
AO  el  BO,  puis  la  normale  OC  à  la  courbe  mobile  AB. 

Fig.  /j. 


Cette  normale  vient  rencontrer  le  cercle  en  C;  prenant 
or"  =  OC,  T"  sera  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe 
de  AB  pour  le  point  C,  et  comme  OC  =  ID,  on  voit  que 
le  rajon  de  courbure  en  un  point  de  Vefiveloppe  est 
tiiple  de  la  distance  du  centre  de  V enveloppe  à  la  tan- 
gente au  point  considéré. 

Ce  résultat  est  aisé  à  vérifier  par  le  calcul,  car  l'équa- 
tion de  l'enveloppe  est,  comme  on  sait, 

i         -         1 
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Le  rayon  de  courbure  eu  un  point  C  {x,j)  est,  d'après 
l'expression  connue  de  p, 

d'autre  part,  la  distance  ID  du  centre  à  la  tangente  est 


P 


\/: 


x'yW' 


■J 


Ainsi 


3ID. 


6.  Si  nous  considérons  un  triangle  lié  à  la  figure  mo- 
bile, on  voit  d'après  ce  qui  précède  que  : 

Les  centres  de  courbure  des  enueloppes  des  côtés 
d'iui  tiiangle  inohde  sont  situés  sur  un  uiénie  cercle  pas- 
sant par  le  point  de  concours  O  des  normales  aux  trois 
enveloppes  menées  aux  points  de  contact  avec  les  côtés 
du  triangle. 

7.  Comme  application,  considérons  un  triangle  dont 
deux  côtés  restent  tangents  à  deux  courbes  5  clierclions  le 
rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  du  troisième  côté. 

Fig.  5. 


Soit  MNP  le  triangle  dont  les  côtés  MP,  NP  restent 
tangents  aux  deux  cercles  h"  et  B"-,  soient  A  et  R  les  points 


(  '^I  ) 

de  contact,  A' A,  B"B  les  normales  qui  se  rencontrent  en 
O;  abaissons  OC,  C  sera  le  point  de  contact  de  MiS^  avec 
son  enveloppe;  traçons  le  cercle  A"B''0,  le  centre  de 
courbure  C"  doit  être  sur  ce  cercle  au  point  où  il  est  ren- 
contré par  OC*,  observons  maintenant  que  le  cercle  A''B^'0 
est  invariable,  car  les  points  A"  et  B"  sont  fixes  et  Fangle 
A"OB''  constant  supplémentaire  de  P.  Le  point  C"  reste 
donc  constamment  sur  le  cercle  A^OB'',  et  comme  ce 
cercle  ne  saurait  être  le  lieu  des  centres  de  courbure  de 
l'enveloppe  de  IMN,  il  en  résulte  que  ce  point  C"  est  fixe. 
C'est  ce  que  l'on  reconnaît  directement  en  observant  que 
les  angles  K"0(y',  B''OC"  sont  constants  comme  respec- 
tivement égaux  à  M  et  N.  Donc  l'enveloppe  de  MN  est 
un  cercle. 

8.  La  proposition  précédente  peut  être  généralisée; 
car  elle  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  droites 
formant  un  polygone  ou  concourantes. 

9.  Laissant  de  côté  le  cas  particulier  où  la  courbe  Y 
est  une  droite,  nous  voyons  qu'il  résulte  du  §  III  que 
7ÎOUS  pouvons  calculer  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
décrite  dans  les  conditions  suivantes  : 

Etant  donnés  une  courbe  et  deux  points,  la  courbe 
glisse  sur  une  courbe  fixe  :  l'un  des  points  décrit  une  tra- 
jectoire donnée;  le  second  point  décrit  alors  une  courbe 
dont  la  formule  (9)  nous  donne  le  rayon  de  courbure. 

Si  la  courbe  fixe  se  réduit  à  un  point,  la  courbe  mobile 
se  trouve  alors  assujettie  à  passer  par  un  point  fixe. 

10.  application  à  la  détermination  du  rayon  de 
courbure  du  limaçon  de  Pascal.  —  Par  un  point  fixe  C 
d'une  circonférence,  on  trace  une  corde  CA  sur  laquelle 
on  prend,  à  partir  du  point  A,  une  longueur  AB  con- 
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stanle  :  le  point  B  décrit  le  limaçon  de  Pascal.  La  courbe  F 

Fig.  6. 


est  ici  la  droite  CB,  la  courbe  fixe  se  réduit  au  point  C, 
le  point  T"  coïncide  avec  ce  point,  et  Or"  =  —  OC. 
L'application  de  Féquatioe  (8)  donne,  pour  déterminer 
le  rayon  de  courbure  B  au  point  B, 

OA  (  I  -  2)  sin  BOC  —  OB  (  i  —  — -  ]  sin  AOC  ^  OC  sin  AOB  =  o, 

ou 

OA.BC        ^^  /         0B\  AC         ,^       AB 

}-  OB     I F-  OO =  o  ; 

OB  \  B  ;  OA  OA.OB 

ce  qui  donne,  pour  le  ravon  de  courbure  B, 

0B= 


B 


OB^  +  OC^  +  AC.BC 


résultat  que  l'on  vérifie  aisément  à  l'aide  de  l'équalion  de 

la  courbe. 

/•  =  OAcosQ  H-  aB, 

qui  donne 

-  0Asm9  =  —  OC, 


d'r 
d¥ 


=  —  OAcose=--—  AC. 


Ces  valeurs,  substituées  dans  Lexprcssion  connue  du 


{  ^^3  ) 
rayon  de  courbure,  donnent 

fCB'+OCM^ 


OB' 


CB--f-OC  -l-AC.CB        OB^   :-0C--4-AC.BC 

11.  Plus  généralement,  considérons  le  cas  où  une 
courbe  glisse  sur  deux  autres,  et  cherchons  le  rayon  de 
courbure  de  l'enveloppe  d'une  courbe  liée  à  la  première. 

Nommons  H,  v;,  ^  les  rayons  de  courbure  des  courbes 
mobiles  aux  points  où  elles  touchent  leurs  enveloppes;  il 


suffira  de  remplacer,  dans  l'équation  (5),  «et  A  par  «-+-  i, 
A-h  '£■,  etc.,  ce  qui  donne 


(lO)  [a 

Prenons 


sin(p  —  y)-h...  =  o. 


(,„     .A'=iiL±l>:,     ./■B-'*^"' 


A  -f-  ç     ■      "  B  -h  r) 

et  la  relation  précédente  devient 
(i^)  OA'sinfp  — 7)-f-OB'sin(7  — a)-f-OC/sin(«  —  P)=::oj 


(  '-4  ) 

les  points  A',  B',  C  sont  donc  sur  une  même  circonfé- 
rence passant  en  O. 

L'équation  (lo)  comprend  la  solution  du  problème 
qui  nous  occupe  dans  des  cas  particuliers  très-généraux, 
parmi  lesquels  je  mentionnerai  les  suivants  : 

Si  les  courbes  fixes  se  composent  d'un  système  de  deux 
droites  auxquelles  une  courbe  mobile  reste  constamment 
tangente,  on  a  alors  A  et  B  infinis,  et  l'équation  (lo)  se 
réduit  à 

j  (a -hÇ)sin(p  — 7) -f-(é -4->5)sin(7  —  a) 
(i3)         '  /        c  -+-  î:\ 

I  +(c  +  Ç)(i_^-_jsin(a-p)=o; 

les  points  A'  et  B'  coïncident  alors  avec  les  points  e  elf. 

Si  en  outre  la  courbe  mobile  C  est  une  droite,  le  centre 
de  courbure  T"  de  l'enveloppe  de  la  droite  est  symétrique 
par  rapport  au  point  O  du  point  C  situé  sur  le  cercle  Oe/!, 

Si  les  courbes  fixes  se  réduisent  à  deux  points,  c'est- 
à-dire  à  deux  cercles  de  rayon  nul,  la  courbe  mobile  passe 
alors  par  deux  points  fixes.  On  a  A  et  B  nuls  5  l'équa- 
tion  (10)  devient  donc 

^-{a  +  Ç)sin(§  — 7)-f  -  [b  4- ■/,  )sin(7  —  «) 

+  (c  +  <;)  (',-^±i)sin(«-fi)  =  o. 

Dans  les  deux  cas,  le  coefficient  de  sin(a  — /3)  se  réduit 
à  C  —  c,  si  la  courbe  mobile  C  est  une  droite,  car  alors  çf 
est  infini. 

Comme  application  offrant  une  vérification  facile, 
cherchons  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  de  la  di- 
rectrice d'une  parabole  constante  qui  glisse  dans  un  angle 
droit  C.  Soient  A  et  B  les  points  de  contact^  menons  les 
normales  AO,  BO;  il  est  aisé  de  calculer  les  ravons  de 
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courbure  de  la  parabole  en  A  et  B,  et  l'on  trouve 


En  A. 
En  B. 


H= —  ke, 

a 


la- 


B/. 


Ces  valeurs,  portées  dans  l'équation  (i3),  donnent,  en 
observant  que  les  signes  de  a  et  h  doivent  être  changés, 

Fig.  8. 


parce  qu'ils  sont  portés  en  sens  inverse  de  la  direction 
suivie  dans  la  figure  précédente, 


(— ^) 


''■   '^  sinBOC  +  (~b  -^  ^  )  cosBOC  — Or"=r  o, 


car  OC  est  la  normale  à  la  directrice;  d'ailleurs 


d'où  il  résulte 


tangBOC  =  -, 


Or"=:v'a=4-^'^  =  OC. 


Et,  en  effet,  la  directrice  de  la  parabole  passant  con- 
stamment par  l'origine,  l'enveloppe  se  réduit  à  un  point, 
et  le  cercle  de  courbure  coïncide  avec  le  point  C.  Signa- 
lons en  passant  la  relation  très-simple  qui  lie  les  rayons 


(  1^6  ) 
de  courbure  d'une  parabole  aux  extrémités  d'une  corde 
focale,  savoir  : 

I  I  I 

et  remarquons  aussi  la  construction  géométrique  très- 
simple  des  centres  de  courbure  dans  la  parabole,  qui  ré- 
sulte des  valeurs  de  Ç,  y;,  et  qu  on  peut  formuler  par  le 
théorème  suivant  : 

Dans  la  parabole ,  les  portions  de  deux  normales 
rectangulaires  comprises  entre  la  courbe  et  la  direct 
trice  sont  inversement  égales  à  la  moitié  des  rayons  de 
courbure  de  la  courbe  suivant  ces  normales. 


mmwmn^  des  éléments  iivfi^'itesimaix  relatifs 

Alix  LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE: 

Par    m.   a.   DE   SAINT-GERMAIN. 


L'expression  des  cooi'données  des  points  d'une  courbe 
gauche,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de 
l'arc,  a  permis  de  calculer  avec  élégance  plusieurs  des 
quantités  qui  se  rapportent  aux  deux  courbures  des  ligues. 
Je  me  pi'opose  de  montrer  combien  l'emploi  régulier  de 
ces  séries  facilite  le  calcul  de  tous  ces  éléments,  tels  que 
le  rayon  de  torsion,  et  permet  d'établir  simplement  cer- 
taines propriétés  infinitésimales  dont  la  démonstration 
géométrique  est  délicate.  Les  lecteurs  des  Annales  pour- 
ront remarquer  l'expression  de  la  distance  d'une  courbe 
à  sa  sphère  osculatrice  :  il  y  a  eu  ici  même  sur  cette  ex- 
pression un  débat  entre  MM.  Ruchonnet  et  Gilbert  (mai 
et  août  1872^;  or  je  retrouve  par  un  procédé  tout  dif- 
férent du  sien  le  résultat  de  M.  Ruchonnet. 


ti- 


(  I--7  ) 
I.  Je  suppose  connues  les  équations  de  la  tangente,  du 
plan  osculateur  et  de  la  normale  principale^  il  est  inu- 
tile de  les  rappeler.  Mais  j'écris  dès  à  présent,  pour  les 
employer  plus  tard,  des  résultats  qu'on  n'établit  pas  or- 
dinairement dans  le  cas  particulier  que  j'envisagerai. 
Etant  donnée  la  droite 

X  — -r  _  Y—  r  _  Z  —  r 

sa  perpendiculaire  commune  avec   l'axe  des  x  a   pour 
équations 

èY  +  cZ  =  o,      (è^-+-r')(X^^)  +  a[bx^cz)  =  o, 

et  pour  longueur 

,    cr  —  bz 


S/b'+c' 


II.  Établissons  aussi  maintenant,  pour  ne  pas  inter- 
rompre notre  étude  géométrique,  un  théorème  relatif  aux 
changements  d'axes  coordonnés.  Soient  x,  y,  z  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  d'une 
coui'be,  s  l'arc  compté  entre  ce  point  et  un  point  fixe  de 
la  courbe  ;  la  somme 

conserve  une  valeur  constante  pour  chaque  poiïit,  quand 
on  prend  d'autres  axes, 'pourvu  qu'ils  soient  aussi  rec- 
tangulaires. En  elFet,  les  coordonnées  primitives  x,  j,  z 
sont  liées  aux  nouvelles  x' ,  y' ^  z'  par  des  équations  de 
la  forme 

X  z=  a-,  -f-  a.v'-\-  a'j' -\-  a"  z' , .  .  .  ; 

on  dillérentie  n  fois  les  deux  membres  par  rapport  à  .v, 
qui  est  indifférent  au  choix  des  axes,  puis  on  élève  au 


(  1^8  ) 
carré,  et  on  ajoute  les  trois  équations  analogues  ^  en  te- 
nant compte  des  relations  connues  qui  existent  entre  les 
neuf  cosinus  a,  a',  a'',...,  on  obtient 

^  \  ds"  ;  ^  \  ds" 

III.  Cela  posé,  je  prends  pour  axe  des  x  la  tangente  en 
un  point  O,  pour  axe  des  y  la  portion  de  la  normale  prin- 
cipale qui  est  dirigée  dans  la  concavité  de  la  courbe;  le 
plan  des  xj  est  donc  osculateur  en  O5  l'axe  des  z  lui  sera 
dirigé  perpendiculairement,  et  du  même  côté  que  la  par- 
tie de  la  courbe  qui  va  dans  le  sens  des  x  positifs.  Je 
choisis  pour  variable  indépendante  la  longueurs  de  l'arc 
compté  à  partir  de  l'origine. 

Soit  M  un  point  de  la  courbe,  qui  sera  le  plus  souvent 
infiniment  voisin  de  O,  en  prenant  alors  5  pour  infini- 
ment petit  principal.  J'appelle  a,  (3,  y  les  angles  de  la 
tangente  avec  les  axes,  X,  f/,  v  ceux  de  la  normale  prin- 
cipale, H,  '^i  ^  ceux  de  l'axe  du  plan  osculateur. 

A  moins  que  le  point  O  ne  soit  un  point  singulier, 
pour  lequel  les  résultats  ultérieurs  seraient  d'ailleurs  en 
défaut,  on  pourra  développer,  par  la  formule  de  Ma- 
claurin,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  en  séries  ordojinées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  s.  Pour  abréger,  je  supprime  tout  de  suite 
quelques-uns  des  premiers  termes  de  ces  séries,  dont 
l'absence  est  aisée  à  justifier,  et  j'écris  les  formules 

jc^  s  -h  a^s^ -\-  a^s^  -h  .  .  . , 

4 

'     s  =  C,  S^-^  <'iS*  -h  .  ... 

Les  coefficients  de  ces  séries  ne  sont  pas  indépendants 


{   1-^9  ) 
Jes  uns  des  autres  ^  on  sait  que  l'on  a 

-—  =  cos  a  =  I  -4-  3  <73  ^'  -I-  4  «4 ,?»  -4-  .  .  . , 
as 


1  dy 

(2)  >  —  =  ces [3  =  2^2^+  3^3/^  +  ^b^s^-^  .  .  ., 

I  —  =  C0S7  =  3^3^^+  \c^s^ -\-  .  .  .. 

La  somme  des  cariés  de  ces  expressions  est  égale  à  i  quel 
que  soit  s\  il  faut  donc  que  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  cette  variable  soient  nuls  5  d'où  les  rela- 
tions 

(3)  <73=— -6^,     a^^=  —  -b.b^, 


IV.  Evaluons  les  deux  rayons  de  courbure  au  point  O 
en  fonction  des  coefficients  des  séries  (i). 

L'angle  de  contingence  de  l'arc  infiniment  petit  OM 
est  a.  iMais  l'équation  (2)  cosy  renferme  s-  en  facteur  :  le 
complément  de  7,  c'est-à-dire  l'angle  de  la  tangente  en  M 
avec  le  plan  osculaieur  en  O  est  infiniment  petit  du 
deuxième  ordre.  En  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre, 

on  peut  regarder  y  comme  égal  à  -5  et  cos (3  comme  égal 
à  sina  ou  même  à  a  •,  d'où 

a  =  COSJ3  =  263*  -t-  .  .  . . 
Le  rayon  de  première  courbure  en  O  est  donc 

a  2  Oj 

L'angle  de  torsion  de  l'arc  OM  est  l'angle  ^  du  plan 
osculaieur  en  M  avec  le  plan  des  X)  .  Or,  quand  s  est  la 
variable  indépendante,  l'équation  générale  du  plan  os- 
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(    i3o  ) 
culateur  peut  s'écrire 

'dy  d'^z        dz  d'*y 


ds    ds''         ds    ds^   '  "~        "' 

Je  calcule  les  dérivées  au  moyen  des  séries  (i),  je  rem- 
place «3  par  sa  valeur  (3),  je  néglige  les  termes  en  5',  et 
j'ai  pour  l'équation  du  plan  osculateur  en  un  point  ^,  JK,  -"■ 
de  notre  courbe 

(5)  3b,c,s'X—3{c,s-{-o.c^s')Y+[b,-h3b,s-\-{6b,-h:zb\)s^]Z  =  o. 

Tout  d'abord  celte  équation  nous  démontre  deux  théo- 
rèmes dont  la  démonstration  géométrique  est  délicate 
(i;oiV  le  Calcul dijjérentiel  de  M.  Bertrand).  Pour  avoir 
l'intersection  du  plan  osculateur  correspondant  à  5  =  0 
avec  le  plan,  ou  les  deux  plans  infiniment  voisins,  on 
sait  qu'il  faut  égaler  à  zéro  le  terme  indépendant  de  5,  et 
le  coefficient  de  s  dans  le  premier  cas,  et  en  outre  les 
coefficients  de  5^,  dans  le  second.  On  trouve  ainsi  pour  le 
premier  cas  Z  =  o,  Y=  o,  et  pour  le  second  Z=Y=X=o. 
Donc  : 

La  limite  de  r intersection  de  deux  plans  osculateurs 
injiniment  ^voisins  est  la  tangente  menée  par  le  point  de 
contact  de  celui  qui  reste  jixe,  en  sorte  quune  courbe 
gauche  est  V arête  de  rebroussement  de  V enveloppe  de 
ses  plans  osculateurs. 

La  limite  de  V intersection  de  trois  plans  osculateurs 
voisins  est  le  point  de  contact  de  l'un  d^eux. 

Mais  le  premier  théorème  nous  donne  l'angle  de  tor- 
sion cherché.  Puisque  le  plan  osculateur  en  M  peut  être 
considéré  comme  passant  par  l'axe  des  x  tangent  en  O, 
son  inclinaison  sur  le  plan  des  xy  est  l'angle  de  sa  trace 
sur  le  plan  des  yz  et  de  l'axe  desj^;  elle  est  mesurée  par 

la  limite  du  rapport  :^  tirée  de  l'équation  (5),  en  y  fai- 


sant  X  =  oj  donc 
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Le  rayon  de  la  seconde  courbure  en  O  devient,  en  ti- 
rant d'ailleurs  la  valeur  de  b^  de  l'équation  (4), 

(-6)  r»  =  lim  - 


î;     3  c,      ôRqCj 

f^  suivre.) 


CORRESPONDANCE. 


Nous  avons  reçu  de  M.  Adolph  Steen,  de  Copenhague, 
un  intéressant  Mémoire  relatif  à  la  théorie  des  centres 
de  pression.  L'auteur,  après  avoir  établi  le  théorème  de 
Cotes  :  Le  centre  de  pression  est  le  même  que  ceux  de 
percussion  et  d^ oscillation  par  rapport  à  la  droite  dUn- 
tersection  des  deux  plans  piise  pour  axe  de  rotation, 
en  tire  des  conséquences  qui  complètent  la  théorie. 

Dans  sa  Rivista  di  Giornali,  M.  Bellavitis  fait  observer 
que  la  question  963,  t.  VIII,  i^  série,  n'est  que  la  repro- 
duction de  la  question  251,  t.  XI,  i''*  série. 

M.  Faure  nous  prie  de  regarder  comme  non  avenue 
la  question  1104,  t.  XI,  2*  série,  p.  Saj. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Pli.  Gilbert,  —  Dans  les 
Nouvelles  Annales,  j'ai  mis  en  doute  l'exactitude  de 
l'expression  trouvée  par  M.  Ch.  Ruchonnet,  pour  la  dis- 
tance d'une  courbe  à  sa  sphère  osculatrice,  et  j'ai  pro- 
posé une  expression  différente.  M.  Ruchonnet,  dans  le 
numéro  d'août  1872,  a  maintenu  l'exactitude  de  sa  formule 
et  cité  un  exemple  qui  prouve  la  fausseté  de  la  mienne. 

Je  viens  de  profiter  de  quelques  instants  de  loisir  pour 
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revenir  avec  plus  d'attention  sur  cette  question,  et  j'ai 
reconnu  que  l'erreur  est  de  mon  côté  :  la  formule  de 
M.  Ruchonnet  est  parfaitement  exacte. 

L'erreur  ne  réside  pas,  comme  j'en  étais  siir  d'avance, 
dans  mes  formules  générales,  qui  sont  irréprochables, 
mais  dans  l'application  que  j'en  ai  faite  à  ce  problème 
particulier.  Et,  chose  curieuse,  j'ai  commis  l'erreur 
même  que  je  relève  dans  le  même  article,  à  charge  d'un 
collaborateur  du  journal  :  daus  un  calcul  d'infiniment 
petits,  j'ai  négligé  des  termes  de  même  ordre  que  la  gran- 
deur à  déterminer. 

Le  calcul  rectifié,  ei  il  n'est  pas  plus  compliqué  pour 
cela,  me  donne,  pour  l'expression  demandée, 

24RrT'' 

ds  étant  l'élément  de  l'arc;  R,  T,  /'  les  rayons  de  cour- 
bure, de  torsion,  et  le  rayon  de  la  splière  osculalrice  de 
la  courbe  proposée;  R'  le  rayon  de  courbure  du  lieu  du 
centre  de  la  sphère  osculatrice.  L'identité  de  cette  for- 
.  mule  avec  celle  de  M.  Ruchonnet  est  visible. 

Dans  l'espoir  de  me  réhabiliter  aux  yeux  de  vos  lec- 
teurs, je  proposerai  à  M.  Ruchonnet  de  démontrer,  par 
les  méthodes  géométriques  dont  il  se  sert,  les  résultats 
suivants  : 

i"  Si,  à  partir  du  point  M  d'une  courbe  gauche,  on 
prend  sur  la  courbe  et  sur  le  cercle  osculateur  en  M'  des 
arcs  infiniment  petits  égaux  Mi\l'=  I\li\ii  =  ds,  et  si  l'on 
joint  M'Mi,  les  projections  de  M'jMi  sur  la  normale  prin- 
cipale et  sur  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  sont  res- 
pectivement des  infiniment  petits  du  troisième  et  du 
quatrième  ordre,  savoir  : 

//.  (Is^  Il  ds'' 

6I\=t'      8R't' 
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//  étant  la  distance  du  centre  de  courbure  au  centre  de  la 
sphère  osculatrice;   R,  T,  ris  les   mêmes  quantités  que 
ci-dessus. 

2°  Si  l'on  projette  l'arc  infiniment  peiit  i\IM'  sur  le 
plan  osculateur  en  INJ,  la  différence  entre  l'arc  MM'  et  sa 
projection  est  du  cinquième  ordre  et  égale  à 


4o   R^T^ 
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Questions  d'Algèbre  élémentaire  5  méthodes  et  solu- 
tions, avec  un  lésumé  des  principales  théories  et  un 
tçès-grand  nombre  d  exercices  proposés,  à  l'usage  des 
différentes  classes  de  Mirthémaliques,  par  M.  ^.  Des- 
boves ,  agrégé  et  docteur  es  sciences,  professeur  au 
lycée Condorcet.  i  vol.  in -8";  1873.  Prix  :  5  francs. 

L'Ouvrage  que  M.  Desboves  olfre  aujourd'hui  au  public 
forme,  avec  ses  Questions  de  Géométrie  et  ses  Questions  de  Tri- 
gonométrie, un  ensemble  complet  qui  fera  bien  saisir  aux  élèves 
les  rapports  qui  existent  entre  ces  trois  parties  clos  Mathéma- 
tiques élémentaires. 

La  preniic-re  Partie  est  le  résumé  d'un  cours  très-complet 
d'Algèbre  élémentaire.  Les  théories  principaUs  v  ont  été  dé- 
veloppées avec  le  plus  grand  soin,  tandis  que  les  théories  faciles, 
qu'on  trouve  exposées  de  la  même  manière  dans  tous  les  ïiaités 
d'Algèbre,  ont  été  seulement  indiquées  dans  un  programme 
très-dclaillé.  Immédiatement  après  l'exposé  d(  s  règles  du  calcul 
algébiicjue,  l'auteur  a  donné  les  formules  relatives  aux  nombres 
d'arrangements,  de  permutations  et  de  combinaisons,  et  aussi  la 
formule  de  Newton,  pour  le  développement  de  la  puissance  en- 
tière du  binôme.  On  ne  saurait  évidemment  habituer  trop  tôt 
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les  élèves  à  ces  idées  d'ordre  et  de  combinaison,  auxquelles, 
comme  le  dit  Poinsot ,  -t  on  doit  rapporter  la  théorie  pro- 
fonde des  équations,  celle  des  expressions  imaginaires,  et  tout 
l'art  des  transformations  algébriques  ».  L'auteur  a  introduit  aussi 
des  notions  relatives  à  la  continuité  des  fonctions  et  à  leur  re- 
présentation graphique,  qui  donneront  aux  élèves  des  idée» 
plus  nettes  et  plus  étendues  sur  la  variation  des  fonctions, 
qu'en  se  bornant  à  l'unique  détermination  de  leurs  maxima  et 
minima. 

La  seconde  Partie  contient  d'importants  développements  sur 
les  matières  traitées  dans  la  première,  les  éléments  de  la  théorie 
des  congruences,  la  résolution  des  équations  indéterminées  à 
deux  inconnues,  etc.  Des  exercices  nombreux  et  variés  sont 
proposés,  à  la  suite  de  questions  développées  que  les  élèves  de- 
vront prendre  pour  modèle  à  suivre.  Le  professeur  trouvera 
donc  dans  cette  seconde  Partie  un  texte  tout  préparé  pour  seS' 
conférences. 

Dans  tout  le  cours  du  livre,  l'auteur  a  beaucoup  insisté  sur 
la  grande  importance  des  identités  algébriques,  et  en  a  déduit 
plusieurs  beaux  théorèmes  de  la  théorie  des  nombres.  Il  en  a 
également  tiré  un  excellent  parti  dans  l'étude  directe  de  la  va- 
riation de  certaines  fonctions  qui  se  présentent  à  chaque  instant 
dans  les  problèmes  élémentaires. 

Les  méthodes  de  déduction ,  dont  un  aperçu  avait  déjà  été 
donné  dans  les  précédents  Ouvrages  de  l'auteur,  ont  été  déve- 
loppées avec  le  plus  grand  soin.  Élève  de  Sturm,  il  a  d'ailleurs 
puisé  dans  ses  anciens  cahiers  de  notes,  et  procuré  ainsi  à  ses 
lecteurs  la  saveur  de  quelques  élégantes  solutions  de  l'illustre 
géomètre. 

Nous  signalerons  enfin  le  sixième  et  le  septième  chapitre  de 
la  seconde  Partie,  qui  contiennent  l'analyse  du  premier  volume 
de  \ Arithmétique  universelle  de  Newton,  et  dont  on  ne  saurait 
trop  recommander  la  lecture  aux  élèves. 

Leçoks    de  Trigokométhie    uecïiligwe   et    sphériqbe, 
|)ar  A .  Camhier,  professeur  de  Mathématiques  supé- 
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Heures.  In-8° de  i36  pages-,  1872.  Mons;  HeetorMaii- 
•  ceaux,  éditeur. 

Les  Leçons  de  INI.  Cambier  se  composent  de  deux  parties 
distinctes,  suivies  d'un  Appendice.  La  première  partie  traite 
de  la  Trigonométrie  rectilij,'ne,  et  comprend  la  goniométrie,  la 
résolution  des  triangles  et  les  applications  au  levé  des  plans. 
Bans  les  trois  derniers  chapitres  de  cette  partie  se  trouvent  ex- 
posés les  propriétés  angulaires  du  quadrilatère,  les  maxima  et 
les  minima,  ainsi  que  les  séries  trigonométriques.  Beaucoup  de 
questions  résolues  paraissent  entièrement  nouvelles. 

Les  deux  premiers  chapitres  de  la  Trigonométrie  sphérique 
sont  consacrés  aux  propriétés  et  à  la  résolution  des  triangles 
rectangles  et  des  triangles  quelconques.  Le  troisième  chapitre, 
fort  important  et  très-curieux,  donne  plusieurs  théorèmes,  j)eu 
connus,  sur  les  triangles  sphériques  et  de  nombreuses  applica- 
tions à  la  géodésie,  aux  angles  trièdres,  aux  polyèdres  régu 
liers,  au  tétraèdre  et  à  la  sphère. 

L'Appendice  contient  le  développement  de  sin.r  et  cosx  avec 
la  résolution  des  cas  singuliers  des  triangles  sphériques. 

Tous  les  chapitres  sont  suivis  d'un  grand  nombre  d'exercices, 
de  formules  à  vérifier  et  de  théorèmes  à  démontrer.  Ces  exer- 
cices sont  bien  choisis,  et  imprimés  dans  un  caractère  différent 
de  celui  du  corps  de  l'ouvrage. 

Les  cristalloïdes  complexes  a  sommet  étoile,  par  M.  le 
comte  Lêopold  Hugo.  Grand  in-8°,  avec  o  planches; 
1873. 

L'auteur  a  publié  sur  cette  théorie  trois  brochures  dont  la  der- 
nière date  de  1872.  Il  v  a  ét(^  conduit,  comme  le  nom  l'indique, 
par  les  considérations  de  la  Minéralogie;  aussi,  maigre  ce  qu'elles 
ont  d'essentiellement  théorique,  il  ne  faut  pas  les  regarder 
comme  des  abstractions  ne  pouvant  fournir  d'applications  pra- 
tiques. M.  L.  Hugo  fait  observer  qu'une  foule  de  monuments 
publics,  d'œuvres  d'art  de  toute  espèce,  sont  construits  d'après 
les  règles  qu'il  donne  et  que  l'instinct  artistique  avait  devinées; 
la  théorie  pourra  sans  doute  développer  la  prali(]ne. 
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Un  cristalloïde  est  formé  par  l'assemblage  de  plusieurs  onglets 
de  même  formule;  aussi  l'auteur  coinmence-t-il  par  définir  V on- 
glet, dont  on  peut  se  faire  une  idée  par  le  solide  qui  porte  ce 
nom  à  prppos  de  la  sphère.  On  y  considère  un  axe  analogue 
au  diamètre  de  la  sphère,  et  une  courbe  appelée  directrice, 
comme  dans  tout  le  mouvement. 

Les  volumes  des  onglets  se  mesurent  au  moyen  d'un  nombre 
appelé  coefficient,  qui  multiplie  le  produit  de  la  hauteur,  prise 
sur  l'axe,  par  la  base  de  l'onglet,  pour  obtenir  ce  volume. 
Comme  exemples  de  coefficients  connus,  nous  citerons  ~  pour 
la  pyramide  et  ~  pour  le  problème  d'Archimède. 

Ce  qui  précède  s'étend  aux  cristalloides,  puisqu'un  cristal- 
loïde se  compose  d'onglets  de  même  nature. 

L'auteur  donne  aux  cristalloides  dont  les  onglets  sont  con- 
caves vers  l'axe  le  nom  de  domoïdes,  et  à  ceux  dont  les  onglets 
sont  convexes  le  nom  de  trémoïdes;  par  conséquent,  les  trois 
courbes  du  second  degré,  prises  comme  directrices,  donneront 
(les  elli domoïdes,  des  hjperdomoïdes  et  des  paradomoïdes,  etc. 
Dans  le  cas  particulier  d'une  ellipse  à  axes  égaux,  c'est-à-dire 
d'un  cercle,  on  emploie  les  mots  à'équidomoïdes  el  à'équitré- 
nioïdes. 

,  Les  cristalloides  complexes  à  sommet  étoile,  dont  l'auteur  s'oc- 
cupe dans  sa  dernière  brochure,  le  conduisent  à  ce  qu'il  appelle 
les  solides  imaginaires,  et  dont  il  nous  reste  à  parler;  du  reste, 
on  peut  en  donner  l'idée  d'une  manière  directe. 

Concevons,  par  exemple,  un  rectangle  tournant  autour  de 
l'un  de  ses  côtés  et  l'extrémité  de  l'autre  décrivant  une  circon- 
férence divisée  en  six  parties  égales;  il  est  clair  qiie  le  solide 
décrit  sera  un  cylindre.  iMais  si,  à  la  fin  de  chaque  division,  on 
imagine  le  rectangle  générateur  anéanti,  pour  ne  reparaître 
qu'au  commencement  de  la  suivante,  on  aura  ainsi,  au  lieu 
d'un  cylin  !re  complet,  un  solide  composé  de  trois  parties 
pleines  et  de  trois  autres  vides 

Au  lieu  de  cela,  si  l'on  considère  le  rectangle  générateur 
n'existant  qu'aux  six  divisions,  on  aura  un  solide  complète- 
ment imaginaire,  c'est-à-dire  ne  se  composant  que  de  ces  di- 
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visions  rectangulaires  dans  le  cylindre  :  aussi  l'auteur  dit-il  que 
les  feuillets  d'un  livre  ouvert  et  placé  verticalement  donnent 
une  idée  de  ce  dont  il  s'ai^it. 

Enfin,  au  lieu  de  faire  disparaître  et  reparaître  périodique- 
ment la  surface  génératrice,  nous  pouvons  la  supposer  modifiée 
suivant  certaines  lois. 

En  résumé,  nous  voyons  que  ces  travaux  présentent  beau- 
coup d'originalité  en  théorie  ;  de  plus,  la  théorie  des  cristal- 
loîdes  a  offert  déjà  et  offrira  encore  une  foule  d'applications 
pratiques,  à  propos  des  formes  employées  dans  les  arts  et  dans 
la  construction  d'édifices  publics,  dont  plusieurs  sont  bien 
connus.  C.   H. 

Elemekti  di  Geometria  PROJETTivA  Di  Liùgi  Creuiona, 
t.  I,  texte  et  planches  (184-XLIV).  Iii-8-,  1873.  Prix: 
3  fr.  5o  c. 

Nous  rendrons  prochainement  compte  de  cet  excellent  Ou- 
vrage. 


SOLliTIOAS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DA\S  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1097 

(voir  2"  série,  t.  XI,  p.  179); 

Par  m.   Auguste  MOREL, 
Répétiteur  à  Sainte- Barbe. 

Joignons  deux  points  quelconques  E,  F  d'une  cir- 
cojiférence  à  un  point  O  pris  arbitrairement  sur  le  pro- 
longement d'un  rayon  CA  de  cette  circonférence. 
Désignons  par  E',  F'  les  points  de  rencontre  de  ces 
droites  avec  la  circonférence .  Élevons  aux  points  E,  F 
des  droites  respectivement  perpendiculaires  à  EO,  FO  5 
appelons  I  le   point  de  rencontre  de  ces  perpendicu- 
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laires.  On  demande  de  démontrer  que  V angle  lOC  a 
pour  mesure  la  demi-somme  ou  la  demi- différence  des 
arcs  E'A,  F'A.  (Mankheim.) 

Pour  le  démontrer,  je  joins  le  point  E  au  point  F,  le 
point  E'  au  point  F'  (*).  Les  quatre  points  I,  E,  F,  O 
sont  sur  une  même  circonférence,  et  par  suite  les  angles 
lEF,  lOF  sont  égaux  (ou  supplémentaires).  Il  en  résulte 
que  l'angle  FEO  est  le  complément  de  l'angle  lOF;  mais, 
dans  le  quadrilatère  inscrit  EFF'E',  l'angle  FEO  est 
égal  à  l'angle  OF'E'.  Donc,  les  angles  OF'E'  et  10F  étant 
complémentaires,  la  ligne  F'E'  est  perpendiculaire  à  10. 

Si  j'appelle  M  et  N  les  points  où  les  perpendiculaires 
menées  par  les  points  E  et  F  rencontrent  la  circonfé- 
rence, je  démontrerai  de  même  que  MN  est  perpendicu- 
laire à  10,  et  par  suite  parallèle  à  F'E'. 

Je  dis  de  plus  que  les  cordes  F'E'  et  MN  sont  égales. 
En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  point  I 
soit  extérieur  à  la  circonférence,  et  que  l'angle  EIF  soit 
égal  à  l'angle  EOF.  Il  en  résultera  que  l'arc  MN  sera  égal 
h  l'arc  F'E'  (**). 

•  Il  résulte  de  là  que  la  figure  E'F'MN  est  un  rectangle, 
et  que  E'N  est  parallèle  à  01,  la  ligne  F'N  étant  un  dia- 
mètre, ce  que,  du  reste,  on  aurait  pu  voir  immédiate- 
ment. Par  suite,  si  je  prolonge  le  rayon  OC  jusqu'au 
point  A',  où  il  rencontre  la  circonférence,  l'arc  A'N  est 
égal  à  l'arc  AF'. 

Deux  cas  peuvent  alors  se  orésenter  :  si  les  points  E 
et  F  sont  dun  même  côté  du  diamètre  AA',  il  en  sera  de 
même  des  points  E'  et  F',  et  par  suite  les  points  E'  et  N 
seront  de  part  et  d'autre  de  ce  diamètre.  Donc  la  ligne 

(*  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

f**)  Si  le  point  I  était  intérieur,  il  est  facile  de  voir  que  l'angle  EIF 
serait  le  supplément  de  l'angle  en  O  et  l'on  en  déduirait  aussi  facilement 
que  l'arc  MIN  esi  égal  à  E'F'. 


(  »39  ) 
E'N  rencontrera  le  diamètre  en  un  point  L  intérieur  à  la 
circonférence,  et  par  suite  Tangle  CLN,  ou  son  égal  COI, 
aura  pour  mesure  la  demi-somme  des  arcs  A'JN  et  AE'. 

Si  E  ei  F  sont  de  côtés  différents  du  diamètre  AA',  les 
points  E'  et  N  seront  d'un  même  côté  de  ce  diamètre; 
l'angle  CLN  sera  extérieur,  et  par  suite  aura  pour  mesure 
la  demi-différence  des  arcs  A'  et  AF'. 

Remarque.  —  Le  même  théorème  subsiste  lorsque  le 
point  O  est  intérieur  au  cercle;  on  le  démontrerait  exac- 
tement de  la  même  manière. 

iVofe. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  S.  Jouhanneau  et 
V.  Jamet,  élèves  du  lycée  de  Bordeaux;  Pellissier;  Louis  Goulin,  élève  du 
lycée  du  Havre;  Lez  et  Brocard. 


Question   1100 

(  Toir  2'  série,  t.  XI,  p.  4S0); 

Par  m.   GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne. 

De  toutes  les  ellipses  inscrites  dans  un.  triangle  donné 
ABC,  celle  dont  la  surface  est  la  plus  grande  est  équi- 
valente au  cercle  inscrit  dans  un  triangle  équilatéral 
équivalent  au  triangle  proposé. 

Si,  du  centre  de  cette  ellipse,  on  mène  des  droites  aux 
centres  des  cercles  inscrits  dans  les  deux  triangles  équi- 
latéraux  construits  sur  l'un  quelconque  des  trois  côtés 
du  triangle  proposé,  ces  droites  seront  respectivement 
égales  à  la  demi-somme  et  à  la  demi-différence  des  axes 
de  V ellipse,  et  les  axes  de  V ellipse  seront  dirigés  sui- 
vant les  bissectrices  des  angles  formés  par  ces  droites. 

(G.) 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  AB  et  AC  et  posons 

AB  =  o,     AC  =  *. 


(    Mo    ) 
L'équation  de  la  conique  inscrite  dans  ce  triangle  sera 

l  OC       y         \  [oc        V 

—  ilmxy  —  ilnx[  — \-—  —  i  |  —  o.mny\  — \-  ~  — i  ]  =  o. 


^ 

ni  et  n  étant  des  constantes  indéterminées. 

Posons 

n          '       72 

'^-'-^P,      f^-^=7,      P+^  =  '- 

l'équation  devient,  après  avoir  été  développée, 

y?-x' —  2  (  -  +  rX  )  :rr  H-  ç-J-H-  'ipx  +  2  <//  +  i  =  O, 


Or,  Féqualion  générale  d'une  ellipse  étant 

Aa:'-:-B.rx  +  Cj'-|-  Do:  H-  Ej -t-  F  =  o, 
son  aire  est  représentée  par  l'expression 

AE=  +  CD^  —  BDE  —  F(  4  AC  —  B^) 


27r  sinS 


±(4AC  — B^)^ 
Q  étant   l'angle  des  axes,  11  faut   prendre    le   signe   de 
manière  à  rendre  l'aire  positive. 

La  substitution  donne,  pour  l'aire  de  l'elli[)se  inscrite 
dans  le  triangle  proposé, 

■ns\nQ\pq-\ \-\r\  u  J~nr 

\^        a  j         Tc  sm  9  ab  \/ ah  l-^ 

Il  suffit  de  chercher  les  conditions  du  maximum  de 

-, 

(i  —  al  —  bft.)  ' 
ou,  mieux,  celles  de  son  carré. 


(  Ml  ) 

Comme  /  et  ix  sont  deux  variables  indépendantes,  il 
faut  égaler  séparément  à  zéro  les  dérivées  de  cette  expres- 
sion par  rapport  à  X  et  par  rapport  à  fx. 

On  est  ainsi  conduit  à     , 

al  -h  ^  =0-,      ôpt-Hi=o. 

L  aire  maximum  est  donc  eeale  a siny 

G  V  3 

Soit  cle  côté  du  triangle  équilatéral  équivalent  à  ABC; 
son  aire  est  eeale  a  -y  J5,  et  celle  du  cercle  inscrit  a 

^  4    ^      '  12 

Or,  si  l'on  pose 

ab  sinO 


on  en  déduit 


7ZC^ 


V'- 


rab  sinQ 

6  i/ 3 


12  D  y/  3 


On  s'assure  aisément  que  l'ellipse  maximum  a  pour 
centre  le  point  de  concours  des  médianes  et  touche  les 
côtés  du  triangle  en  leurs  milieux. 

Soient  : 

0  le  centre  de  Tellipse; 

Oi  et  0,  ceux  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles 
équilatéj-aux  construits  sur  AB,  Oj  étant  intérieur  au 
triangle  ABC; 

1  le  point  milieu  de  AB  ; 
OH  une  parallèle  à  AB; 

on  trouve  facilement  que 

2        a--h  b- — rt^  (cosOh- y/SsinQ) 

'  "~  9 

a^-\-  b' — ab  (cosB  —  v3sinO) 

00     = ^ — 5 


(  ï42  ) 

4'où 

00,   —  00,   = ^^ =  — -•, 

9  3\/3 

mais,  si  a,  et  b^  sont  les  demi-axes  de  l'ellipse,  on  doit 
avoir  aussi 

lab  sin  9 


4«i^i  =^ 


Sy'S 


OOj  —00,'  =  4«,6,=  ^fl,+  é,)'  — («,—  ^,V, 
<;'est-à-dire 

00j=«,+  ^„       00,=::rt|  +  è,. 

Calculons  maintenant  la  longueur  du  diamètre  conju- 
gué de  01,  lequel  est  dirigé  suivant  OH.  Nous  trouve- 
rons facilement   qu'il    a    pour  valeur  — —  c'est-à-dire 

2  y  3 

qu'il  est  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
équilatéral,  ou  à  la  moitié  de  la  distance  OiOj.  On 
retrouve  ainsi  la  construction  par  laquelle,  connaissant 
dçux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  et  l'angle  qu'ils 
font  entre  eux,  on  construit  les  axes  de  cette  ellipse.  Les 
bissectrices  des  angles  formés  parles  droites  OOijOOj 
sont  donc  bien  les  directions  des  axes. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pellissier;  A.  Tour- 
rettes,  surveillant  général  au  lycée  d'Albi,  et  Brocard. 

Solution  géométrique  de  la  même  question^, 
Par  m.  MORET-BLANC. 

On  saitque  l'ellipse  maximum  inscritedans  un  triangle 
touche  les  côtés  en  leurs  milieux;  la  figure  formée  par  le 
triangle  proposé  et  l'ellipse  maximum  inscrite  peut  donc 
•être  considérée  comme  la  projection  d'un  cercle  touchant 


(  m;^  ) 

en  leurs  milieux  les  cotés  du  triangle  circonscrit,  qui, 
par  conséquent,  est  équilatéral. 

Soient  C  et  T  les  aires  du  cercle  et  du  triangle  équila- 
téral circonscrit,  u  l'angle  de  leur  plan  avec  celui  du 
triangle  ABC;  les  aires  de  l'ellipse  et  du  triangle  ABC 
seront  respectivement  C  cosw  et  T  cosw;  mais  Ccosw  est 
aussi  l'aire  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  équilatéral 
d'aire  Tcoso),  ce  qui  démontre  la  première  partie  du 
théorème. 

Le  demi-diamètre  de  l'ellipse  parallèle  à  l'un  des  côtés 
du  triangle  circonscrit  est  à  ce  côté  comme  les  lignes  pa- 
rallèles dont  ils  sont  les  projections,  c'est-à-dire  comme 
le  rayon  d'un  cercle  est  au  côté  du  triangle  équilatéral 
circonscrit  :  il  est  donc  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit 
dans  le  triangle  équilatéral  construit  sur  ce  côté  du  trian- 
gle donné. 

Cela  posé,  la  construction  indiquée  dans  l'énoncé  n'est 
autre  que  celle  qui  sert  à  trouver  1rs  axes  d'une  ellipse 
dont  on  donne  deux  diamètres  conjugués. 


Question   H 10 

(  Toir  ?•  série,  t.  XH  ,  p.  9O  )  ; 

Par  m.  DEMARTRES, 

Professeur  au  collège  de  Valenciennes. 

On  construit,  dans  Je  cercle  trigononiêtrique,  V arc 
9.a  =  AC,  sinaa  =  CP,  le  point  V  sjmétrique  de  P 
jyar  rapport  à  OC ,  D  milieu  de  la  corde  AC  et  les 
droites  P'D,  P'P.  Prouver  que  Von  a,  aux  signes  près, 

P'D=:sin3û,      PP'=:sin4«. 

Si  Von  construit  cos2rt=  CR,  R'  sjmétrique  de  R 
par  rapport  à  OC,  on  aura,  aux  signes  près, 

R'D  =  cos3g,     P'R  =  cos4rt. 


(  »44  ) 

Décrivons  un  cercle  sur  OC  comme  diamètre  (*),  nous 
obtiendrons  immédiatement  les  points  P,  D,  R,  et  nous 
en  déduirons  sans  peine  P'R';  on  voit  immédiatement  : 

i*  Que  PP'  sous-tend,  dans  le  cercle  de  rayon  un  demi, 
l'arc  PCP'=  42rcCD5  or,  si  les  arcs  CD,  CA  se  corres- 
pondent dans  les  deux  cercles,  on  en  conclut  que  PP'  est 
la  moitié  de  la  corde  qui  sous-tendrait  4  arcs  CA  ou  8a 
dans  le  cercle  primitif;  c'est  donc  le  sinus  de  4«i  donc 

PP'=sin4«; 

2"  Que  DP'  sous-tend  un  arc  =  3  CD  \  donc,  d'après  le 
même  raisonnement, 

P'D=:sin3a; 

3°  Que  P'R  est  parallèle  à  OC,  à  cause  de  l'égalité 

CR  =  PO'  =  PO  =  ces  2  «  ; 

on  en  conclut  que  RR'PP'  est   un    rectangle  dont  les 
diagonales  sont  des  diamètres  du  petit  cercle 5  donc  : 

4°  Le  triangle  RP'P  est  rectangle,  et  a  pour  hypoté- 
nuse I  \  donc  si  PP'z^  s'in^a,  on  en  conclut 

RP'=  co?,^a; 

5°  Le  triangle  P'DR  est  aussi  rectangle,  et  son  hypo- 
ténuse est  I  5  comme  P'D  =:  cos3<:i,  on  en  déduit 

P'R  =  cos3rt. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Edouard  Laurens, 
à  Rouen;  Louis  Cauret,  au  Mans;  Gambey,  professeur  au  lycée  de  Saint- 
Etienne  ;  Auguste  Morel,  professeur  à  Sainte-Barbe  ;  V.  Lignine,  profes- 
seur à  l'Université  d'Odessa;  M.  Ellie,  professeur  au  collège  de  Blois; 
E.  Kruschwitz,  à  Berlin;  P.  Vannetelle,  élève  du  lycée  de  Reims;  Pierre 
Arnould,  élève  du  collège  Stanislas;  Charles  Zagner,  assistant  à  l'École 
Polytechnique  de  Vienne. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  i45  ) 
EXPOSITION  DE  LA  MÉTflODE  DES  ÉQUIPOLLENCES 

(suite,  voir  même  tome,  p.  97); 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  I\I.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


19.  Toutes  les  fois  que  nous  parviendrons  à  une  équi- 
pollence  binôme,  nous  pourrons  la  supposer  i^éduite  (16) 
à  la  forme  mIL:£^7zIMN,  et  nous  en  déduirons  les  deux 
conséquences 

inc.  IL  =  inc.  MN     et     r?i  gr.  IL  =  n  gr.  MN. 

Si,  d'après  les  données  de  la  question,  il  est  impossible 
que  inc.  IL  =  inc.MN,  il  en  résulte  que  les  deux  coeffi- 
cients m,  11  sont  nuls  l'un  et  l'autre.  Donc  : 

Règle  II.  —  Si  les  deux  ternies  d  une  équipollence 
binôme  ont  des  inclinaisons  différentes,  chacun  d^eux 
est  nul. 

20.  Toutes  les  fois  que  nous  parviendrons  à  une  équi- 
pollence trinôme,  nous  pourrons  en  considérer  les  termes 
comme  respectivement  équipoUents  à  ceux  de  l'équipol- 
lence  trinôme  identique  (10) 

LM  4-  MN  -4-  NL  ^  o. 

S'il  arrive  que  l'on  ait  inc. LM  =  inc.MN,  les  deux 
droites  LM,  MN  seront  en  prolongement  l'une  de  l'autre, 
et  LN  en  sera  la  vraie  somme.  Cela  montre  évidemment 
que  : 

Règle  IIl.  —  Si  deux  termes  d'une  équipollence 
trinôme  ont  des  inclinaisons  égales,  Vautre  ternie  [en 

Ann.  de  MathétnaC,  t.  XII,  2^  série.  (Avril  1873.)  )  0 


(  ^46) 
supposant  tous  les  termes  transportés  dans  un  même 
membre)  aura  une  inclinaison  qui  différera  de  i8o  de- 
grès  de  celle  des  précédents,  et  sa  longueur  sera  égale 
à  la  somme  des  longueurs  des  deux  premiers  termes. 

21 .  Pour  terminer  l'exposition  de  la  méthode  des  équi- 
polleuces,  j'aurais  à  expliquer  la  signification  et  l'usage 
de  deux  autres  signes-,  mais  je  crois  opportun  de  donner 
auparavant  quelques  applications  des  principes  exposés. 
Donnons  d'abord  un  coup  d'œil  sur  les  théorèmes  de 
Géométrie  implicitement  compris  dans  ces  principes.  Une 
des  bases  de  la  méthode  des  équipollences  est  l'égalité 
des  angles  à  côtés  parallèles.  Il  n'est  donc  pas  étonnant 
qu'on  puisse  déduire  de  la  méthode  !es  théorèmes  de  la 
théorie  des  parallèles. 

L'autre  véri'é  fondamentale  de  la  méthode  des  équi- 
pollences consiste  dans  la  proportionnalité  des  figures 
semblables-,  par  suite,  on  pourra  tirer,  des  rcgles  de  celte 
méthode,  les  théorèmes  sur  la  similitude  ou  l'égalité  des 
triangles.  INlais  je  ne  m'arrête  pas  à  cette  sorte  de  cercle 
vicieux,  d'après  lequel  on  déduirait  de  la  méthode  les 
vérités  mêmes  qui  ont  servi  à  l'établir. 

22.  ZSotons  néanmoins  un  exemple  facile.  Si  un  qua- 
drilatère ABCD  a  les  deux  côtés  opposés  AB,  DC  égaux 
et  parallèles,  cela  s'exprime  par  l'équipollenre  AB"=!!ieDC; 
et,  ei!  ajoutant  BD  aux  deux  membres,  on  a,  par  la 
règle  I,  AD-iiîteBC,  c'est-à-dire  que  les  deux  autres  côtés 
sont  aussi  égaux  et  parallèles. 

La  condition  pour  que  ABCD  soit  un  parallélogramme, 
c'est-à-dire  ait  ses  côtés  opposés  parallèles,  est  exprimée 
par  les  deux  équipollences  (  i) 


(  M7  ) 
où  les  coefficients  indéterminés  m,  n  sont  placés  pour 
indiquer  que  les  côtés  opposés  sont  parallèles,  mais  que 
nous  ne  savons  rien  sur  leurs  longueurs.  Au  moyen  de  la 
règle  I,  nous  réduirons  tous  les  termes  à  contenir  seule- 
ment AB,  AC,  AD  : 

AB^otAC  -/«AD,     AD'i^/zAC  — «AB, 

et,  en  éliminant  AD, 

AB  ■£}=•  [m  —  mn)AC  -r  mnkB. 

Comme  AB,  AC  ne  sont  pas  parallèles,  on  aura,  d'après 
la  règle  II, 

I  —  mn  =  o,      m  —  mn  =  o, 

c'est-à-dire 

m  =  I,     7?  zn  i; 

d'où  il  résulte  que  les  côtés  opposés  d'un  parallélogramme 
sont  non-seulement  parallèles,  mais  aussi  égaux. 

23.  Dans  les  principes  développés  jusqu'à  présent  ne 
figure  pas  l'égalité  de  deux  triangles  égaux  dans  toutes 
leurs  parties,  mais  sj  métriques  l'un  par  rapport  à  l'autre, 
c'est-à-dire  tels,  que  l'un  ne  puisse  se  superposer  à  l'autre 
sans  sortir  de  son  propre  plan,  mais  que  cette  superposi- 
tion puisse  se  faire  si  on  le  retourne,  en  sorte  que  la  face 
de  son  plan,  qui  était  d'abord  en  dessous,  vienne  en 
dessus.  De  l'égalité  de  deux  triangles  symétriques  dérive 
la  propriété  connue  du  triangle  isoscèle;  pour  n'avoir 
pas  néanmoins  à  recourir  à  ce  théorème  de  Géométrie,  il 
convient  de  1  introduire  dans  notre  méthode  par  la  règle 
suivante  : 

Règle  IV. — Si,  en  comparant  les  termes  d'une  équi- 
pollence  trinôme  aux  termes  de  Véquipollence  identique 

10. 


(  ^48  ) 
LM  -h  MN  -h  NL  h^  o,  on  reconnaît  que 

inc.  LM  4-  inc.  KL  —  2  inc.  MN 
[les  trois  inclinaisons  étant  inégales),  on  aura 

gr.LM  =  gr.lNL. 
Réciproquement,  si  gr.LM  =  gr.NL,  on  aura 

inc.  LM  +  inc.KL  =  2inc.MN. 

En  effet,  l'égalité  des  angles  M,  N  d'un  triangle  LMN 
s'exprime,  en  prenant  les  deux  angles  avec  le  même 
signe  (14),  par  NML  =  LNM,  ou  (15)  par 

inc.LM  —  inc.NM  =  inc.NM  —  inc.NL. 

applications. 

24.  Toute  formule  d'Algèbre  identique  exprime  un 
théorèine  sur  des  quantités,  lequel  peut  aussi  être  consi- 
déré comme  un  tliéoième  relatif  à  plusieurs  points  situés 
en  ligne  droite.  Telles  sont  les  onze  premières  propo- 
sitions du  second  livre  d'Euclide.  Je  ne  crois  pas  que, 
avant  moi,  on  eût  pensé  à  étendre  tous  ces  théorèmes  aux 
points  d'un  plan.  Cela  lésulte  du  théorème  ci-après,  qui 
est  une  conséquence  immédiate  des  principes  de  la  mé- 
thode des  équipollences  5  il  présente  un  premier  et  remar- 
quable exemple  de  l'usage  de  cette  méthode  pour  arriver 
directement,  et  sans  constructions  géométriques,  à  un 
grand  nombre  de  théorèmes  qu'il  ne  serait  pas  facile  d'é- 
tablir autrement.  Il  est  vrai  que  de  tels  théorèmes,  dans 
toute  leur  généralité,  sont  trop  compliqués  pour  mériter 
d'attirer  l'attention,  et,  en  les  limitant  à  des  cas  simples 
et  particuliers,  on  tombe  sur  des  théorèmes  déjà  connus: 
car  il  est  fort  improbable  qu'une  vérité  simple  et  élémen- 
taire ait  échappé  aux  recherches  de  tant  de  géomètres. 


(  ^49  ) 
Théorème  général.  —   Toute  propriété  des  points 
d\iîie  droite  donne    un    théorème  relatif  aux   points 
d\in  plan,  par  le  seul  changement  des  équations  en 
équipollences. 

2o.  Prenons  pour  exemple  la  formule  algébrique 

b{b  +  ic)  -^  c-'={b  +  cY, 

qui  conduit  à  la  sixième  proposition  du  second  livre 
d'Euclide  :  si  une  droite  BD  est  divisée  en  C  également, 
c'est-à-dire  si  BC  =  CD,  et  que  A  soit  un  point  quel- 
conque dans  son  prolongement,  on  aura 

AB.AD  +  (BC)^=(AC)^ 

Pour  vérifier  celte  équation  et  s'assurer  en  même  temps 
que  les  droites  sont  indiquées  (2)  dans  le  sens  convenable 
(ce  à  quoi  l'on  ne  prenait  pas  garde  autrefois,  mais  ce 
qu'il  est  indispensable  d'observer  dans  la  méthode  des 
équipollences),  faisons  les  substitutions  indiquées  au 
n°  IJ,  et  observons  si  l'équation 

(AZ  —  BZ)  (AZ  — DZ)4-(BZ  — CZ)==(AZ  —  CZ)'-' 

devient  identique  dans  l'hypothèse  BC=  CD,  c'est-à-dire 
BZ  — CZ  =  CZ  — DZ. 

Après  avoir  fait  cette  vérification,  nous  avons  le  théo- 
rème suivant  : 

Si  un  côté  BD  du  triangle  ABD  {fig.  5)  est  divisé  par 
le  milieu  en  C,  Véquipollence  suivante  aura  toujours 
lieu 

AB.AD  +  (BC)^-h  ACCA-A-o, 

c'est-à-dire  qu'on  peut  construire  un  triangle  dont  les 
côtés  soient  respectivement  proportionnels  aux  pro- 
/^?iti7j- AB.AD,  (BC)^,  AC.CA,  e£  dont  les  inclinaisons 
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soient   respectivement    inc.  AB  H-  inc.  AD ,     2  inc.  BC , 
inc.  AC  -h  inc.CA  =  ainc.AC  ±  180°. 

Fig.  5. 


Ce  théorème  peut  se  démontrer  aussi  au  moyen  d'un 
autre  calcul  plus  rapide  :  par  hypothèse, 

CD  d:^  BC  ^  —  CB, 

et  l'on  a,  parla  règle  I  et  le  principe  fondamental  (10, 18), 

AB.AD'^(AC  +  CB)(AC—  CB)'^(AC)-—  (CB)^ 


ou 


AB.AD  +  (CB)=  —  (AC; 


Ce  théorème,  sous  sa  forme  générale,  présente  peu 
d'utilité.  \' oyons-en  quelques  conséquences. 

26.    Corollaire  I .  —  Si  2  inc.  CB  =  2  inc.  AC  ±  180°, 
les  deux  premiers  termes  de  l'équipollence  trinôme 

(CB)^  -I-  AC.CA-T- AB.AD-^bo 

auront  la  même  inclinaison  5  d'où,  par  la  règle  III, 

gr.  (AB.AD  I  r^  gr.(AC.CA)  +  gr.(CB>=, 

et-,  en  outre, 

inc.  BA  H-  inc.  AD  =  2  inc.  CB  =  2  inc.  DB. 

Cette  dernière  relation,  appliquée  à  l'équipollence 

BA  +  DB  -f-AD  =:irO, 
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donne,  d'après  la  règle  IV, 

gr.AB  =  gr.AD. 

La  condition  inc.CB  —  inc.AC  =  d=  90°  signifie  que 
l'angle  ACB  est  droit,  et  les  deux  équations  relatives  aux 
grandeurs  donnent  le  théorème  de  Pytliagore 

(AB)^  =  (AC)^+(CB)^ 

27.  Corollaire  IL  —  Si  gr.  CB  =  gr.  AC,  la  règle  IV, 
appliquée  à  Téquipollence  identique  AC+BA-f-CB^o, 
donne 

inc.  AC  -f-  inc.CB  =  2  inc.BA  =  1  inc.AB, 

€t,  en  l'appliquant  à  notre  équipoUence  trinôme 

(CB)'-r  AB.AD  ~  AC.CA^o, 
on  a 

2  inc.CB  -f  inc.  AC  +  inc.CA  =  2  (inc.AB  -4-  inc.  AD). 

Prenant  la  moitié  de  cette  équation  et  retranchant  la 
précédente,  on  a 

~  inc.  CA  —  \  inc.  AC  =  inc.  AD  —  inc.  AB. 

Le  premier  membre  [15,  (i)]  est  égal  à  90  degrés.  Par 
suite  : 

Si  gr.CA  =  gr.CB  =  grCD,  V angle  BAD,  inscrit 
dans  la  demi-circonférence ,  est  droit. 

28.  On  peut  trouver  que  je  m'arrête  à  des  choses  bien 
faciles  et  bien  connues-,  mais,  pour  se  servir  d'une  mé- 
thode, il  est  nécessaire  de  se  la  rendre  familière.  Je  prie 
donc  le  lecteur  de  vouloir  bien  me  suivre  dans  un  petit 
nombre  d'autres  théorèmes,  et  de  remarquer  tous  les  pas- 
sages avec  la  plus  grande  patience,  au  point  de  pouvoir 
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ensuite  refaire  par  lui-même  le  chemin  parcouru.  De 
cette  manière,  il  se  verra  en  possession  de  la  méthode, 
et,  après  cela,  tout  lui  semblera  facile.  J'espère  que  l'on 
considérera  comme  intéressant  de  voir  comment  nous 
trouvons  des  théorèmes  particuliers,  en  partant  de  celui 
du  n°  24,  au  moyen  d'un  très-petit  nombre  de  considé- 
rations géométriques,  lesquelles,  en  outre,  se  présentent 
presque  uniquement  comme  la  traduction  en  langage 
ordinaire  des  conditions  relatives  aux  angles,  d'ailleurs 
parfaitement  exprimées  par  les  relations  entre  les  incli- 
naisons. 

29.  La  formule  bd -h  {b-i-d~hi)i=  (£  -f-/)  {i -i-  d) 

nous  apprend  que,  pour  quatre  points  en  ligne  droite, 

on  a 

AB.ID-f- AD.BI:^AI.BD; 

ce  qui  peut  se  vérifier  comme  nous  l'avons  dit  aux  n°^  11 
et  25.  Par  suite  (24)  : 


Théorème.  —  Pow  tout  quadrilatère  ABID  [Jig-  6) 
a  lieu  Véquipollence 

AB.ID  +  AD.BI  -^  AI.DB  -i^  o, 

c'est-à-dire  quon  peut  construire  un  tria?igle  dont  les 
côtés,  respectivement  proportionnels  aux  grandeurs  de 
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ces  produits,  aient  des  inclinaisons  égales  aux  incli- 
naisons de  ces  mêmes  produits. 

Nous  avons  déjà  dit  (16)  que 

inc.(AB.ID)  =  inc.AB  -H  inc.ID,  etc. 

30.  Cette  fois  encore,  nous  obtiendrons  des  cas  parti- 
culiers, en  supposant  que  le  triangle  mentionné  au  théo- 
rème précédent  devienne  une  ligne  droite,  ou  un  triangle 
rectangle,  isoscèle  ou  équilatéral. 

Corollaire  1.  —  Si  inc.(AB.ID)  =  inc.(AD.BI),  la 
règle  m  donne 

gr.(AB.ID)  +gr.(AD.BI)  =  gr.(AI.DB). 

Or  (lo) 

inc.  AD  —  inc.  AB  =  angleBAD, 
inc.IB   —  inc.ID  =:  angleDIB; 

par  suite  (15,  16),  la  condition  précédente  est  identique 
à  celle-ci  : 

angleBAD  -h  angle  DIB  =  i8o°, 

et  nous  avons  le  théorème  de  Ptolémée  :  Dans  tout 
quadrilatère  dont  les  angles  opposés  sont  supplémen- 
taires, le  produit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme 
des  deux  produits  des  côtés  opposés. 

31 .  Corollaire  11.  ■ — ■  Si,  au  lieu  de  cela,  on  a 

inc.(AB.ID)  — inc.(AD.BI)  =±^0", 
OU 

angleBAD  -h  angle  DIB  ==!=  90°  =t  180°, 

le  triangle  exprimé  par  l'équipollence  trinôme  (29)  est 
rectangle;  par  suite,  le  théorème  de  Pythagore  (26)  nous 
donne  cet  énoncé  : 
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5"/  la  somme  des  deux  angles  opposés  d\in  quadri- 
latère est  égale  à  un  ou  à  trois  droits,  le  carré  du  pro- 
duit des  deux  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  produits  des  côtés  opposés. 

32.  Corollaire  III.   —    Le    triangle   représenté  par 

l'équipollence  (29)  est  isoscèle  lorsque 

gr.(AB.ID)  =  gr.(AD.BI); 

alors  la  règle  IV  (23)  donne  la  condition 

inc.(AB.ID)  -r-  inc.(AD.BI)  =  2  inc.(  AI.DB), 

laquelle  se  réduit,  de  diverses  manières,  à  une  relation 
d'angles  (15).  En  la  développant  sous  la  forme 

inc.  AI  —  inc.  AB  -^inc.BD —  inc.BI  -h  inc.IA 

—  inc.ID  H-  inc.DB  —  inc.DA  =  i8o°, 

on  a  ce  théorème  : 

Si  le  produit  de  deux  côtés  opposés  AB,  ID  est  égal 
au  produit  des  deux  autres  BI,  DA,  la  somme  des  an- 
gles BAI,  IBD,  DIA,  ADB,  successivement  compiis  entre 
les  diagonales  et  les  côtés,  est  égale  à  deux  droits. 

33.  Corollaire  IV.  —  Le  triangle  de  l'équipollence 
trinôme  (29)  sera  équilatéral  s'il  a  deux  angles  égaux  à 
6o  degrés,  c'est-à-dire  si  deux  des  équations  suivantes 
ont  lieu  : 

inc.  AD  —  inc.  AB  +  inc.IB  —  inc.ID  ==iz  6o°, 
inc.  AI  —  inc.  AB  -h  inc.DB —  inc.DI  ^^rzpôo", 
inc.  AD  —  inc.  AI  +  inc.  BI  —  inc.  BD  =:  —  6o°. 

Ici  encore,  si  l'on  veut  les  réduire  à  des  relations  entre 
les  angles,  il  faudra  faire  aiteniion  aux  signes,  soin  qui 
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ne  serait  pas  nécessaire  si  l'on  s'en  tenait  aux  précédentes 
relations. 

En  supposant  le  quadrilatère  de  forme  ordinaire,  à 
angles  saillants,  nous  avons  ce  théorème  :  Si  deux  angles 
opposés  d\in  quadrilatère  ABID  ont  une  somme  de 
60  degrés,  qui  soit  en  même  temps  la  diff'érence  d\in 
des  quatre  couples  d'angles  BAI,  BDT,  DBA,  DIA,  lAD, 
IBD,  ADB,  AIB,  le  produit  des  diagonales  est  égal  à 
chacun  des  produits  des  côtés  opposés. 

34.  Corollaire  V.  —  Si,  aux  conditions  du  corollaire 
précédent,  on  ajoute  que  les  trois  points  B,  I,  D  sont  en 
ligne  droite,  de  sorte  que  gr.  Bl -1- gr.ID  ^=  gr.BD,  la 
deuxième  et  la  troisième  relation  du  n'^  33  deviendront 

inc.  AI   —  inc.  AB  ^-:  iiz  60°, 
inc.AD^ —  inc.  AI  =~~6o". 

Par  suite  :  Si  les  trois  droites  AB,  AI,  AD^  formant 
entre  elles  des  angles  de  60  degrés,  sont  coupées  par 
une  droite  quelconque  BID,  on  aura 

gr.(AB.ID)  =  gr.(AD.BI)  =  gr.  (AI.DB). 

Et,  de  même  que  jBD  est  moyenne  arithmétique  entre 
ID  et  BI,  de  même  2 AI  est  la  longueur  qu'on  appelle 
moyenne  harmonique  entre  les  deux  droites  AB,  AD. 

3o,  Comme  dernier  exemple  du  n°  24,  nous  allons 
donner  un  théorème  qui  compicnd  celui  du  n°2o.  Entre 
quatre  points  d'une  droite,  et  aussi  d'un  plan,  on  a 

AB.ADh-  BC.CD  =::^AC(AB-i-CD); 

ce   qu'il  est  facile  de  vérifier  d'après  la  manière  habi- 
tuelle (11). 
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Menant  la  droite  BL-d^CD  [fig.  6),  on  a,  d'après  la 


règle  I, 


AB  ^-CD£^AB  +  BL-:^AL. 


Par  conséquent, 

Théorème.  —  Si  BL  est  équipollent  à  CD,  Véqiii- 
pollence  suwante  a  lieu 

AB.AD  -:-  BC.CD  +  ACLA":^  o. 

36.   Corollaire.  —  Si  inc.  (BC.CD  )  =^  inc.  (AC.LA), 
la  règle  III  nous  donne 

gr.  (AB.AD)  =gr.  (BC.CD)  -f  gr.  (AC.LA), 

et,  en  outre, 

inc.  (AB.AD)  =  1 80°  +  inc.  (BC.CD) 
ou 

inc.BA  -i-  inc.  AD  =  inc.BC  -f-  inc.  CD. 

l'iîï.  7. 


//     \\ 

■^- 1 À \ 

Si   nous  nous  limitons  au  cas  particulier  [fig-  7)  où 
BGD  est  une  ligne  droite,  et  si,  par  suite, 

inc.BC  1=  inc. CD  =  inc.BD, 
la  relation  précédente 

inc.  BA  -f-  inc.  AD  :=  2  inc.  BD 
donnera,  d'après  la  règle  IV, 

gr.AB  =  gr.AD. 


Semblablement,  l'égalité 

inc.  AC  H-  inc.  LA  =  inc.  BC  H-  inc.  CD  =  2  inc.  CL 
donnei^a 

b' 


irr.  AC  =  gr.  AL. 


Donc  :  Si  le  point  L  r/e  la  base  du  triangle  ACB  est  à 
une  distance  du  sommet  égale  à  AC,  on  aura 

(AB)-  =  (BC.BL;  +(AC)==  (AC)- -i- (BC)^  —  (BC.CL). 

37,  Nous  avons  voulu  tirer  toutes  ces  conséquences 
des  seuls  principes  de  la  méthode  des  équipollences.  Du 
reste,  il  eût  été  facile  de  remarquer  que  l'hypothèse  (36) 

2  inc.  BC  =:  inc.  BA  -f-  inc.  AD  =  inc.  AC  -f-  inc.  LA 

entraîne  cette  conséquence,  que  les  deux  triangles  ABD, 
ACL  sont  isoscèles.  On  le  voit  promptement  en  suppo- 
sant qu'on  ait  inc.BC  =  o,  cest-à-dire  que  la  droite  BC 
soit  prise  (13)  pour  origine  des  inclinaisons  5  en  sorte 
que  les  droites  BA,  AD  (et  pareillement  AC,  LA)  aient 
des  inclinaisons  égales,  mais  de  signes  contraires. 

38.  Revenant  au  théorème  général  [Jîg.  6),  construi- 
sons (16)  AI-^  AB.AD  :  2VL.  L'équipollence  du  n*^  33, 
divisée  par  AL,  prendra  la  forme 

AI  +  BC .  CD  :  AL  —  AC  -^  o, 
ou,  d'après  la  règle  I, 

CI'^CB.CDrAL  AfCB.BL:AL. 
Les  précédentes  équipollences 

AI:AB.A.AD:AL, 
CI  :  LB  ■^  CB  :  LA 
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expriment  que  le  triangle  lAD  est  directement  semblable 
au  triangle  BAL,  lequel  est  lui-même  directement  sem- 
blable à  IBC. 

Dans  la  méthode  des  équipollences,  il  est  nécessaire  de 
distinguer  les  figures  directement  semblables  des  figures 
symétriquement  semblables.  Les  premières  sont  celles 
qui,  sans  renversement  (23)  et  seulement  par  un  mou- 
vement dans  le  plan  qui  les  contient,  peuvent  être  ren- 
dues lîomolhétiques,  c'est-à-dire  telles,  que  leurs  côtés 
homologues  soient  parallèles.  Pour  indiquer  des  figures 
semblables,  nous  aurons  toujours  l'attention  de  prendre 
les  lettres  dans  le  même  ordre;  si  bien  que,  eu  disant 
que  lAD  est  semblable  à  BAL,  nous  entendons  que  le 
somm.et  I  est  homologue  de  B,  A  homologue  de  A,  et  D 
homologue  de  L. 

Les  mêmes  équipollences 

AI  :  AD  -:■:=■  AB  :  al, 

Cl  iLD^iz-CD  :LA 

nous  montrent  que  les  trois  autres  triangles  lAB,  DAL, 
IDC  sont  en  même  temps  directement  semblables. 

La  dépendance  entre  ces  similitudes  pourrait  aussi 
être  démontrée  par  les  considérations  ordinaires  de  la 
Géométrie  élémentaire;  la  méthode  des  équipollences 
indique,  du  reste,  le  chemin  à  suivre  pour  démontrer, 
au  moyen  de  la  Géométrie  synthétique,  les  théorèmes 
trouvés  par  le  secours  de  celte  méthode. 

En  supposant  que  BCD  soit  une  ligne  droite,  ou  un 
triangle  rectangle,  isoscèle  ou  équilatéral,  on  pourra, 
par  exemple,  démontrer  de  la  sorte  les  corollaires  des 
n°^30,  31,32,  33. 

39.  ^  tout  quadrilatère  ABCD  non  parallélogramme 
correspond  un  point  remarquable  I,  qui  est  le  sommet 
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commun  des  triangles  directement  semblables  ADI,  BCI, 
ou  ABI,  DCI,  ayant  pour  hases  deux  côtés  opposés  du 
quadrilatère. 

Kous  pouvons  imaginer  que  x\D,  BC  soient  deux  droites 
correspondantes  de  deux  figures  directement  semblables, 
et  I  sera  l'unique  point  de  ces  deux  figures  se  correspon- 
dant à  lui-même.  jNous  sommes  donc  conduits  au  pro- 
blème suivant  : 

40.  Problème.  —  Trouver  le  sommet  commun  de  deux 
triangles  directement  senddables  de  bases  données. 

La  similitude  des  triangles  ADI,  BCI  [fig.  6)  est  com- 
plètement exprimée  (16)  par  réquipollence 

AD:BC-^AI:BI, 

laquelle  nous  servira  à  déterminer  le  point  inconnu  I. 
Celui-ci  entre  dans  deux  droites;  mais  nous  le  réduirons 
à  n'entrer  que  dans  une  seule,  en  remarquant  que  l'on 
a,  d'après  la  règle  I, 

El  cl-  AI  —  AB. 

D'après  cela,  réquipollence  se  résoudra  (18)  par  rap- 
port à  l'inconnue  AI,  et  donnera 

BC.AI'r^AD.AI  —  AD.AB, 
AI^  AD.AB:  (AD  — BC). 

Pour  construire  la  droite  AD  —  BC ,  on  trace  (o) 
DL==j:^CB,  si  bien  que 

AD  —  BC  ■:^  AD  -h  DLt£^  AL. 

Alors  réquipollence 

AI  ri  AD.AB  :AL 

donnera  (IG""  la  grandeur  et  l'inclinaison  de  AI.  Il  est 
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évident  que  tout  se  réduit  à  construire  le  triangle  ABI 
directement  semblaLle  à  ALD. 

41.  Pour  s'habituer  à  lalgorithrae  de  la  méthode  et 
reconnaître  les  ressources  que  présentent  ses  principes, 
peu  nombreux  d'ailleurs,  il  est  nécessaire  de  varier  la 
nature  des  questions.  Cherchons  suivant  quelles  rela- 
tions une  droite  quelconque  DCE  {Jig.  8)  coupe  les  côtés 

Fig.  8. 


d'un  triangle  ABF.  La  condition  que  le  point  E  se  trouve 
sur  la  droite  AB  est  exprimée  (4)  par 


AEiî^zAB, 


z  étant  un  coefficient  numérique. 
Nous  avons  également 

BC  ^jcBF, 

AD-ArAF. 

Enfin,  pour  exprimer  la  condition  que  DCE  soit  une 
ligne  droite,  c'est-à-dire  que  DC  ait  la  même  inclinaison 
que  DE,  nous  poserons 

Au  moyen  des  équipollences  précédentes,  et  par  l'ap- 
plication de  la  règle  I,  nous  éliminons  les  points  D,  C,  E, 
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et  nous  obtenons  l'équipollence 

m  (zAB  — jAF)£=  AC  —  AD  ^AB  +  .rBF  —  r  AF. 

Pour  appliquer  la  règle  II,  nous  réduirons  tous  les 
termes  à  ne  contenir  que  les  deux  droites  non  paral- 
lèles AB,  AF,  et  nous  aurons 

m  (z  AB  —  j  AF)-^{a:  —  y)  A¥  ^  (i  —  x)  AB. 

DeVa  (19) 

«  z  =  I  —  X,      m  y  =^  X  ■ —  .r. 

Enfin,  par  l'élimination  de  m,  nous  obtenons  la  relation 
cherchée 

yz  —  .Tz~r  -T-  xy=:  o, 

qui  aurait  pris  une  forme  plus  symétrique  parun  meilleur 
choix  des  premières  données. 
Elle  peut  s'écrire 

zx[y  —  i)  ^  (z  —  0  (-^  —  ^) )'■> 

et  nous  donne  Vins'olution  connue 

AE.EC.FD-^BE.FC.AD, 

dans  laquelle  figure  le  signe -dl-  au  lieu  du  signe  =,  parce 
qu'elle  subsiste  non-seulement  quant  aux  grandeurs, 
mais  aussi  quant  aux  inclinaisons. 

{A  suivre.) 

miMWm  D'UN  POINT  MATÉRIEL  PESANT  ET  LIBRE 
DAi\S  m  FLITDE  HOMOGÈNE  EN  REPOS  ^ 

Par  m.   Th.   DIEU. 


L'hypothèse  d'une  résistance  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  du  mobile,  généralement  admise  dans  les 

Ann.  de  Machémat.,  2«  série,  t.  XII.  (Avril  1873.)  I  I 
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éléments  de  Mécanique  rationnelle,  n'est  pas  satisfai- 
sante, car  elle  ne  conduit  pas  à  des  résultats  qui  puissent 
être  mis,  au  moins  approximativement,  d'accord  avec 
l'observation,  pour  quelques  mouvements.  Quelle  que 
soit  la  fonction  de  la  vitesse  qu'on  prenne  pour  repré- 
senter la  lésistance,  il  faudrait  sans  doute  tenir  compte 
de  la  communication  du  mouvement  au  fluide,  comme 
l'a  fait  Poisson  dans  un  Mémoire  sur  le  pendule  simple 
dans  l'air.  Mais,  sans  aller  si  loin  et  sans  sortir  des  élé- 
ments, on  peut  essayer  d'exprimer  la  résistance  par  la 
foiiciion  binôme  A  t^-f-Bi'-  de  la  vitesse  acquise  u,  adoptée 
par  quelques  balisticiens,  à  qui  elle  a  donné  des  résultats 
plausibles. 

I. 

Mouvement  cVuii  point  matériel  pesant  et  lihre,  sans 
vitesse  initiale,  clans  un  fluide  homogène  en  repos^ 
dont  la  résistance  pour  l'unité  de  masse  est  repré- 
sentée par  la  fonction  Ap'-I-B^'^  de  la  vitesse  v 
acquise  à  la  fin  du  temps  t. 

Si  l'on  désigne  par  a  et  —  3  les  racines  de  l'équation 
Bi^'h-Av'  —  ^z=:o,  lesquelles  sont  de  signes  contraires, 
car  on  doit  admettre  queB  est  positif,  l'équation  du  mou- 
vement est 

dv 

-  =  B(/. +  .)(«- ")• 

En  posant  (a  -f-  |3)  B  =  7,  on  tire  de  cette  équation 

d'où  l'intégrale  particulière 

",1  =  1-^ 


v) 


(  ^63  ) 
la  constante  étant  déterminée  de  manière  que  t^  soit  nul 
pour  t  =  o.  Bésolvant  par  rapport  à  u,  on  a 


(0 


)€'•'  +  a 


Il  résulte  évidemment  de  cette  formule  que  la  vitesse, 
qui  augmente  avec  t,  reste  toujours  inférieure  à  la  fonc- 
tion a  des  coefficients  spécifiques  A  et  B  de  la  résistance. 

dx 
Par  la  substitution  de  -—  à  p-,  on  a 
fit 

a+p     d{cce-:') 
ctx  r=:  a.dt  -\- , 

d'où 

en  disposant  de  la  constante  de  manière  que  x  soit  nul 
pour  ?  =  o. 

De  a|3  =  I  et  a  -h  3  =  ^,  on  déduit 

a  :=:    et        a  -+-  p  =: :=  : 

S  8  ^'l  —  g 

les  formules  (i)  et  (2)  se  ramènent,  d'après  cela,  à 

■3^  -     -  ""^ 


L         ay  — g'  ay  J 

où  il  n'entre  que  deux  paramètres,  a,  y,  relatifs  à  la  ré- 
sistance. 

Il  suffit  d'avoir  les  vitesses  «,  a',  acquises  à  la  fin  de 
deux  chutes  de  durées  0,  6',  pour  arriver  aux  valeurs  de 
«,  y,  qui  conviennent  au  milieu  dans  lequel  le  mouve- 

II. 


{  ^C4  ) 
ment  s'effectue,  si  toutefois  l'hypothèse  sur  la  résistance 
est  admissible  (*).  En  remplaçant  u  et  fpar  leurs  valeurs 
dans  la  formule  (3),  il  vient 

g(a  —  a)  [e'''!  —  i)  —  aay  =  o,      g  (a —  ^')[<^'''''  —  0  —  «^'a'/  =  O, 

et  l'élimination  de  a  donne  l'équation 

g  {a'  — a)  {e^-i  —  i;  (e^'v  —  i)  —  aa'7  [e"''!  —  e'^t]  =  o. 

Si  l'on  pose  e'^'' =  l,  d'où  Qy  :=z  l'^  et  e^'f  ^  ^%  cette 
équation  se  ramène  à 

g[a'-a){i-i){è-?)-"-^[è-l)li  =  o, 

d'où  il  faudra  tirer  la  valeur  de  \  par  des  approximations 
successives.  Celles  de  7,  a,  j3,  B  et  A  s'obtiendront  ensuite 
facilement. 

Pour  avoir  une  première  valeur  approchée  de  |,  ou 
peut  employer  les  deux  courbes 


qui  se  coupent  au  point  H  =  I5  y;  =  o,  qu'on  doit  rejeter, 
et  qui  ont  toutes  deux  l'axe  des  yj  pour  asymptote.  Si  l'on 
avait  6'=:  2  0,  la  seconde  courbe  deviendrait  une  hyper- 
bole ayant  son  centre  à  l'origine. 

La  substitution  de  leurs  valeurs  à  a,  y  et  celle  de  5, 
puis  de  6'  à  f,  dans  la  formule  (4),  devront  conduire  aux 
hauteurs  de  chute  qui  auront  été  mesurées.  S'il  n'en 
était  pas  ainsi,  la  résistance  ne  pourrait  pas  être  repré- 
sentée par  la  formule  A^'  -;-  Bt^^, 


(*)  Les  vitesses  a,  a'  peuvent  être  évaluées  au  moyen   d'un  pendule 
balistique  convenablement  modifié. 
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II. 


Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  et  libre  dans 
un  fluide  homogène  en  repos,  dont  la  résistance  est 
la  même  que  dans  le  problème  précédent,  la  vitesse 
initiale  étant  verticale  et  dirigée  de  bas  en  haut. 

L'équation  du  mouvement  est 

du  r         A=       ^  /         A  \=~ 

dt        L      4b       \      2b; 

Il  y  a  trois  cas  à  examinei'  : 
42 
1°  Soit  g —  -^  ^  o.  B  étant  toujours  positif,  on  po- 

"T 

sera  s — -.—  =r)£-.  bi  l  on  remplace,  en  outre,  v -\ — - 
*^       4^  2B 

par  v\  l'équation  devient 

dv' 
Bdiz 


i-  -\-  V 


L'intégration,  faite  de  manière  que  v'  =  v\  pour  f  =  0, 
v\   désignant  la    valeur   de    v'    correspondant,    d'après 

2B 


v'  ^=.  V  -i-  —^5  à  la  valeur  initiale  p'q  de  v^  donne 


■^  '',1  "  ^(•'o ^   ) 

B  £  ?  =  arc  tang  —  —  arc  tang  -  =  arc  tang  — j—r  5 

s.  -c  °   g-  -r-  «'oC 

d'où 

v\  —  £  tangB£^        A 


;o 


c'„  tangBf? -f- £        2B 


Remplaçant  v  par  —,  on  a 

f'cosBs?  —  £sinB£^    .         kdt 

dx  =  £  -~ dt 5 

f„  sinBE? -i- £  cosBî/  2B 


{  i66  ) 
d'où 

I      /<''n    .                            \         Ar 
(i)  .r  =  -  /     —  sinBs/' -4- cosBe^- :, 

^    '  B     \ £  /  2B 

en  disposant  de  la  constante  de  manière  que  x  soit  nul 
pour  f  =  G. 

D'après  la  formule  (i),  la  vitesse  devient  nulle  et  le 
mouvement  ascendant  cesse  pour  la  valeur  de  t,  qui  sa- 
tisfait à  l'équation 

2Be((''(,  —  e  tangBe^)  —  A(<'o  tangBe^  H-  e)  =  o. 


-^  A  ('/ 


La  formule  (2)  donne,  pour  cette  valeur  de  t, 

I      g  -i-  Ao^-l-B^l  A  2B£(^o 

x  =  --r- — -  arctang — -, 

2  B  g  2  B  ■  £  -ig  -i~  At>a 

ce  qui  détermine  la  position  extrême  du  mobile.  Dès  qu'il 
y  sera  parvenu,  le  mouvement  changera  de  sens  et  sera 
celui  qui  fait  l'objet  du  premier  problème. 

Si  l'on  remplace,  dans  la  formule  (4),  problème  I, 
X  par  la  valeur  que  donne  la  formule  ci-dessus,  on  a 
l'équation  qui  détermine  la  durée  du  retour  du  mobile 
à  la  position  d'où  il  a  été  lancé,  et,  en  remplaçant  t  par 
la  valeur  de  cette  durée  dans  la  formule  (3),  même  pro- 
blème, on  obtient  la  vitesse  correspondante. 

L'expression  ci-dessus  de  x  devient  indéterminée  pour 
A  =  o,  B  =  o;  mais,  si  on  la  développe  d'aboid  suivant 

2 

les  puissances  de  A  et  de  B,  elle  donne  x  =  — ^• 


On  en 

tire 

tangBs/  := 

z  e 

2B./„- 
2B£— i- 

-A 
A.'o~ 

2] 

puis 

t=z 

I 
B^ 

-  arc  tan 

E 

2Bs 

:v„ 

"2^- 

Ap-o 

(  i67  ) 
2°  boit  ^  —  -7^  =  o.  En  posant  A  =:  —^5  on  a 

^        A=         g' 

4§-      «- 

et  l'équation  du  mouvement  devient 

^dt  = -. 

a-  [t> -h  ay 

L'intégration,  faite  de  manière  que  \^  =  Uq  réponde  à 
£  =  0,  donne 

gt  _  "0  —  " 

a?         [v^-^  a)[y  -\-  a) 

d'où  l'on  tire 

('0  — •  (l^■t 

f  =  ■ ^ 5 

J  -t-  /.r 

si  l'on  pose,  pour  abréger,  -^(t'o  -?-«)  -—X. 
On  a,  d'après  cela, 

n-\cit 
dx  =  — a  dt, 

g-tn-AO 
d'où 

a'' 

xzrz  —l[\  +11)  —  at, 

en  intégrant  et  en  disposant  de  la  constante  de  manière 
que  X  soit  nul  pour  ^  =  o. 
Au  point  extrême, 


tz=  —     et     x  =  — /i-i — 
al  g     \        a 

3°    Soit  £f  —  y— <"  o.  En  posant  ^' — y-;:  =  —  ^-'   ^t 
'^      42  '='      4^    • 

''^  , 

v>A ï^  =  ^^  ,  on  a 

I    /    dv' 
Bdi=  — 


2  »  \  f  '  4-  î         t>'  —  î 


{  IÔ8  ) 
L'intégration,  faite  de  manière  que  u'=  v\  pour  t  =  o^ 

u\  désignant  la  valeur  initiale  Uq  -i =:  de  u',  donne 

2B 


2B 

d'où  l'on  déduit 


A-e'H^'  —  i         2B 


en  posant  -~ =  h. 

''0— = 
On  a,  d'après  cela, 


d'où 


ou 


I      ke^-^'  —  e-^'-f        At 

en  ayant  égard  à  la  condition  que  x  soit  nul  pour  t  =  o. 
La  vitesse  w  devient  nulle  pour  la  valeur  de  t,  qui  sa- 
tisfait à  l'équation 

2B£(A-e'i'^'-î-i)  —  A{A-e'^'-f-  i)=o, 

de  laquelle  se  déduit 

I     .    A  +  aBs 


2Bs    /(A  — 2B£) 
On  a,  pour  cette  valeur  de  t, 

A  H-aBc;- 


B     \A-i\    g  J        4B^. 


4B^/i- 


ce  qui  détermine  la  position  extrême  du  mobile,  à  partir 
de  laquelle  le  mouvement  change  de  sens  et  devient  celui 
du  problème  T. 
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m. 

Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  et  libre,  ayant 
une  vitesse  initiale  oblique  à  l'horizon,  dans  un  fluide 
homogène  et  en  repos ,  dont  la  résistance  est  la  même 
que  dans  les  deux  problèmes  précédents. 

1°  0  désignant  l'inclinaison  de  la  vitesse  v  acquise  à  la 
fin  du  temps  f,  et  s  la  longueur  de  l'arc  de  la  trajectoire 
décrit  à  partir  de  la  position  initiale,  on  a,  en  prenant  les 
composantes  horizontales, 

-^ =  — (A-f-Bp  PCOs9     ou     — zzz^Xdt  —  ^ds, 

Ut  ^  '  fCosQ 

d'où 

pcosS  =  (',cos9o6'-'^'-^-', 

eu  égard  aux  conditions  initiales,  Qq  étant  l'inclinaison 

de  la  vitesse  initiale  y^. 

ds 
Le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  est  égal  à -r 

pour  la  position  du  mobile  à  la  fin  du  temps  t\  la  consi- 
dération des  composantes  normales  donne  donc 

ds 

V-  =:  —  e  cos  9  —  • 
*'  «G 

Cette  équation  et  la  précédente  reviennent  à 

ds 

(i)  — -  cosQ  —  ('ucos9o^~'^'     ^^z=o, 

^   '  dt 

ds  rfO 
entre  lesquelles  l'élimination  de  s  est  facile.  On   a,  en 


(  170  ) 

différentiaut, 


d^s  ds  fdO    .  ,      „ 

cosô —  sin&  —  ('(,  cosGoBe"-^'"*^' 

dt'  dt  \dt 


-i-  ('0  cosSo  Ae~'^'~'^'''  :=  o, 

7-  +  -r   —, £'  sin  9  -—  =0, 

dl'   dt        dt    dt-         ^  dt 


,,  ,,.      .         .         1     d- s 
et,  par  1  élimination  de  — -, 

^  de 


—    -— -cosô-f-     —     sinO — ('uCos9uBe~^ 


(3) 


dtj 


dt  [_  dt-  \  dt 

^„  „— 9  cos9  -h  l'oCOsGoAc"^ '-''■•') 

On  tire  de  l'équation  (2) 


ds 

r/9 

_ 

—  £r  ces  9  :  —  5 

dt 

^             ./^ 

et,  par  suite,  l'équation  (i)  donne 

.,    „  cos9      ds  S' ces- 9    dB 


CoCOSÔo  '^it  ('„cos9o     dt 


ds 
Substituant  ces  valeurs  à  —  et  à  e""'^ '"""*"  dans  l'équa- 

dt  ^ 

tion  (3),  on  arrive  à 

rf-9  fdO\'  d9 

(4)         -: .-2taniî9     — -      — A- — i-B£-cosG  =  o. 

^^  dt-  "     \dt  J  dt  " 

X  ^\y  désignant  les  coordonnées  du  mobile  à  la  fin  du 
temps  î  par  rapport  aux  axes  ordinairement  employés  pour 

le  mouvement  dans  le  vide,  en  posant  -j-  ou  iangô  =  }  ', 


d'où 

;       M        dv'        .,         dy'  1 

1        —  =  —r-  COS-&  =  — r^ 

\       dt         dt  dt     I   —  y  - 

dH^^'^'"'-d-p-~^-''  1.7/7 

l'équation  (4)  se  ramène  à 

(6)  -^^A^.-B,v,+y=o. 


Enfin,  par  le  chant^ement  de  variable  indépendante, 

~dr 


pour  lequel  on  pose  -^  --  z,  on  a  l'équation  du  premier 


ordre 

dz 


^  ,  -AJz-^Bgs/i-}-y'''  =  o. 

Il  n'est  pas  possible  d'intégrer  cette  équation  sous 
forme  finie,  et  le  développement  de  z,  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  dej  ',  ne  conduit  à  rien, 
si  Ton  ne  suppose  pas  que  j'  reste  assez  voisin  de  zéro 
pendant  une  certaine  partie  du  mouvement  à  laquelle  on 
veut  se  borner.  IMais,  étant  donnée  la  valeur j'^  dey', 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  0,  de  9  pour  une 
position  Ml  du  mobile,  on  peut,  par  la  méthode  de  Cauchy 
[Leçons  de  Calcul  différejitiel  et  intégral,  rédigées  par 
M.  l'abbé  Moigno,  t.  II,  p.  385  et  suiv.  ;  1844)?  t^^alculcr 

la  valeur  correspondante  Zj  de  z  ■^=.  --  —  ■>  et,  cela  fait,  on 
a  la  valeur  Ui  de  u  par  la  formule 

(8)  ç  =  -g^V^^-.^, 

qui  se  déduit  de  l'équation  (3)  et  de  la  première  des  for- 
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mules  (5).  Pendant  une  durée  assez  petite  t  à  partir  de 
l'instant  où  le  mobile  arrive  en  M,  on  admettra  qu'il 
parcourt  dans  la  direction  Mi  Ti,  déterminée  par  y'=:j'' , 
de  la  vitesse  ^i,  l'espace  Mj  M,  =  t^j  t;  et  l'on  considé- 
rera Ma  comme  appartenant  à  la  trajectoire.  Pour  M,, 
on  aura^-^'^  ) ',  -i-  z^-  '=j\  -,  et  ainsi  de  suite.  Les  pre- 
mières valeurs  de  9  et  de  u  seront  naturellement,  dans  ce 
calcul,  leurs  valeurs  initiales  0q,  p'o. 

2°  Si  l'angle  0^  avait  une  valeur  positive  assez  petite, 
et  si  l'on  ne  considérait  que  la  partie  de  la  trajectoire 
située  du  côté  des  r  positifs,  y'^  serait  toujours  une  quan- 
tité très-petite.  En  négligeant  j'^  par  rapport  à  i  dans 
l'équation  (6),  elle  se  réduit  à 

fP  y'  dy' 

A  -^  -;-  Bg'  =  o, 


dt-  ut 


dont  l'intégrale  générale  est 


y  =  c-Cg^' 


A 


dy' 

La  formule  (8) ,  réduite  de  même  hu  ^^  —  g  '.  -y-  ?  donne, 
en  y  remplaçant  y'  par  sa  valeur, 

A 


C'A-t^-^'  —  B 

Pour  que  u  =^  u^^etj'  --  tangô^  répondent  à  f  =  o,  il  faut 
prendre 

C  =  ^- %      C  =  tangôo  ~  a  s; 

A'<'o 

on  a  donc 

A  -l-Bfo  ,  ,,         ,    ,    B.^^ 


(g)  j'  =  tang9, 

(lo)  «'  = 


A'('o  A 

Af'„ 
(A  -h  Bt'ojt*^'  —  B('„ 


(  K^  ) 

De  dx  =  ds  cos  9  qu'on  doit  réduire  à  dx  z=ds  =  u  dt, 
et  de  la  valeur  précédente  de  u,  il  lésulle 

d^  — •» 

A  ^- Bc„(i  — £?-'■' j 

d'où,  en  intégrant  de  manière  que  x  soit  nul  pour  î  =  o, 

(II).  .:=-/ -^ 

L'élimination  de  t  entre  les  équations  (9)  et  (11)  con- 
duit à 

/  A-f-B»'„  e»-»  — I 

dy—     tangOo  — 


A('„       A -T- Bi'o  — Ae'^-'" 

B^     A-i-B.^,,—  A^B'v 
/ dx, 

A^  Bc„        y 

dont  l'intégrale,  prise  sous  la  condition  que  j^  soit  nul 
pour  X  ^^  o^  est 

/'  P-  \  g  ,  ,,  Ah-B('„  — Ae»^ 

\  Ai'„y        A'  lii'o 


gj^     /^  i  X  dx. 

-^    I      (A-;-B<', 


Cette  équation  permet  de  calculer  approximativement, 
lorsque  60  est  assez  petit,  la  valeur  x^  de  x,  différente 
de  zéro,  pour  laquelle  y  est  nul  (^amplitude  du  jet) ,  et 
les  valeurs  dej^  correspondant  à  des  valeurs  de  x  entre 
zéro  et  Xi.  Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  pourra  décrire  à 
peu  près  la  partie  de  la  trajectoire  qui  est  au-dessus  de 
l'axe  des  x.  Il  n'y  a  aucun  compte  à  tenir  de  l'asymptote 
verticale  que  l'équation  (j2)  indique,  de  même  que  la 
iormule  (i  i). 

3"  Les  résultats  connus  pour  une  résistance  simple- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  se  déduisent 
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facilement  de  l'analyse  pi  écédenle.  En  faisant  A  =  o  dans 
l'équation  (7),  elle  se  réduit  effeclivement  à 

z  dz  -\~  B g  \^'  i  -h y-  dy'  =2  o, 

dont  l'intégrale  générale  est 

z'-\-Bg[y  v/i  -t-y^  +  /(j'+  s/i  -hy")  -  7]  =  o, 
y  étant  une  constante  arbitraire.  On  lire  de  là 

d.  =  --L.'Z. 

si  Ton  pose,  pour  abréger, 

7 — y  n/"i  -^i" — i  [y  +  v'i+j'O = Y. 

D'après  la  formule  (8)  et  d'après 

('  dt 
(i3)  d.r  = 


qui  s'appliquent  à  toute  loi  de  la  résistance,  on  a  ensuite 


puis 


^  B      Y 


4°  Si  l'on  supposait  B  =  o,  c'est-à-dire  la  résistance 
proportionnelle  à  la  vitesse,  ce  qui  parait  ne  pouvoir 
convenir  qu'à  un  mouvement  assez  lent,  par  conséquent 
peu  étendu  et  de  vitesse  initiale  assez  petite,  l'équation  (6), 
réduite  à 

d^y'        dy 
-dF-^-di  =  ''* 


donnerait  immédiatement 
d'où 


C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires.   Par  la  svib- 

lit 


slitulion  de  sa  valeur  à  -^  dans  la  formule  (8),  on  a 


\l\  ^  r'"- 


"•  G  -  Aj-' 
C  et  C  sont  donc  déterminées  par 


C=AtangeoH ^ ,      C': 

('„  CCS  ô„ 


en  raison  de  ce  que  p*  ==^  t^o  et  j-' =  tang^^  doivent  ré- 
pondre à  î=  o. 

On  tire  de  la  formule  (i4) 

•^  A         A         ' 

En  remplaçant  y'  par  cette  valeur  dans  la  formule  (i3), 
il  vient 

,  S  Aï' 

ax  = ; —  > 

(C-Ar'r 
d'où 

(l5)  .r  =  C" 


A(C-Ay) 
et  la  constante  C"  est  donnée  par 

A(C  — AtangGo)  A      ' 


(  IJS  ) 

d'après  la  condition   que  oc  =  o  pour  y' z^  tan^Qo,   eu 
égard  à  la  valeur  de  C. 
On  a  enfin 

'y  —  -   (C— Aj')^  "^  A  [_  C  —  A  j'  ~  (C-A7')=J  ' 
d'où 

l\C-kj')-r- 


r  =  C   —  • — • 


Aj'. 


et,  en  remplaçantj 'par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i5), 
il  vient 

•^         A  A-^      \  C'7 

après  avoir  déterminé  la  dernière  constante  C",  de  ma- 
nière que  j'  soit  nul  en  même  temps  que  x. 

La  courbe  que  cette  équation  représente,  et  qui  a  pour 

asymptote  la   verticale   x=  (_.= ?   est  tacile  a 

construire. 


NOTE  SIR  m  PASSAGE  DE  LA  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DES  PROBABILITÉS  5 

Par  m.   h.  LAURENT. 


A  la  page  i8i  de  la  Théorie  analytique  des  Proba- 
bilités, Laplace  énonce  le  théorème  suivant  : 

«  La  probabilité  d'un  événement  composé  de  deux 
événements  est  le  produit  de  la  probabilité  d'un  de  ces 
événements  par  la  probabilité  que,  cet  événement  étant 
arrivé,  l'autre  aura  lieu.  » 

Ce  théorème  n'est  pas  parfaitement  exact,  et  il  est  es- 


{  ^77) 
sentiel  d'ajouter,  ainsi  que  cela  ressort  de  la  démon- 
stration que  donne  Laplace  :  «  Pourvu  que,  à  chaque  cas 
relatif  au  premier  événement,  corresponde  toujours  un 
même  nombre  de  cas  relatifs  au  second,  quelle  que  soit 
la  façon  dont  les  épreuves  se  présentent.   » 

Pour  montrer  toute  l'importance  du  correctif  que  je 
pi'opose  d  adjoindre  au  théorème  de  Laplace,  je  vais 
traiter  une  question  dans  laquelle  une  application  trop 
précipitée  du  principe  de  la  probabilité  composée  con- 
duirait à  un  résultat  inexact. 

Problème.  —  On  jette  au  hasard  n  billes  dans  une 
boîte  cylindrique  dont  la  base  est  divisée  en  deux  com- 
partiments A,  B  égaux,  en  sorte  que  les  billes  peuvent 
tomber  dans  l'un  ou  dans  l'autre  compartiment  avec  la 
même  facilité.  On  prend  les  billes  tombées  dans  le  com- 
partiment A,  et  on  les  jette  de  nouveau  dans  la  boite  :  on 
demande  la  probabilité  pour  qu'il  tombe  a  billes  au  pre- 
mier coup,  et  b  billes  au  second  cou])  dans  le  compar- 
timent en  question. 

Si  l'on  appliquait  le  théorème  ci-dessus  mentionné,  on 
raisonnerait  comme  il  suit  :  La  probabilité  de  mettre 
a  billes  au  premier  coup  dans  A  est  Q,  nombre  des  cas 
favorables,  divisé  parla  somme  des  combinaisons  C,°,  C,', , 
Q, .  .  , ,  C",  nombre  total  des  cas  possibles  et  également 
possibles  qui  peuvent  se  présenter.  Cette  somme  étant 
égale  à  2",  on  a,  pour  la  probabilité  de  mettre  a  billes 
au  premier  coup  dans  A, 

c;;  :  2". 

Cet  événement  ayant  eu  lieu,  il  reste  à  calculer  la  pro- 
babilité de  mettre  b  billes  sur  a  au  second  coup  dans  le 
compartiment  Aj  cette  probabilité  est 

C;;  :  i\ 

.■Inii.  de  Mdthémat.,  2<=  série,  t.  Xll.  (Aviil  1873.)  '  ^ 


(  178  ) 
On  aurait  donc,  par  le  principe  de  la  probabilité  com- 
posée, 


Or  il  est  facile  de  voir  que  ce  résultat  est  absurde. 

Evaluons,  en  effet,  directement  le  nombre  des  cas  fa- 
vorables et  des  cas  possibles,  quand  on  attend  l'événement 
composé.  Il  est  clair  que  le  nombre  des  cas  favorables 
est  C^C^',  en  effet,  les  cas  favorables  sont  les  cas  dans 
lesquels  on  obtient  dans  A  une  combinaison  de  n  billes  a 
à  a  au  premier  coup,  et  une  combinaison  de  a  billes  b 
k  b  a.vi  second.  A  chacun  des  cas  favorables  de  la  pre- 
mière épreuve  correspondent  C^  cas  favorables  de  la  se- 
conde :  on  a  donc  en  tout  C*  X  C"  cas  favorables. 

Au  premier  coup,  on  peut  mettre  dans  A  :  o,  1,2,..., 
n  billes.  Si  l'on  met  o  bille  au  premier  coup,  on  pourra 
en  mettre  o,  i,  2, .  .  . ,  w  au  second  coup,  ce  qui  produit 
déjà  C^  +  C,',  +  C,^,  H- .  .  .  +  C"  ou  2"  cas  possibles.  Mais 
on  peut  mettre  i  bille  au  premier  coup,  et  cela  de  C^  ma- 
nières; au  second  coup,  on  pourra  alors  en  mettre  o,  i, 
'2,...,  n  —  I,  ce  qui  constitue  C°_,-+-C^_,-[-. .  .-+-C^Zj 
ou  2"~'  cas  possibles,  relativement  au  second  coup  :  donc 
on  aura  2"~^C^  cas  possibles,  en  mettant  une  seule  bille 
au  premier  coup  dans  A  5  en  continuant  ce  mode  de  rai- 
sonnement, on  verrait  facilement  qu'en  mettant  2  billes, 
3  billes,  etc.,  au  premier  coup,  on  a  2''~*C^,  2"~'C^,etc.,' 
cas  possibles  correspondants  5  on  a  donc  en  tout 

2"+  i"-^Ç.'„  H-  2"-'C^  -+-.    .  H-  2C"~'  -+-  C^  cas  possibles. 

Ce  nombre  est  égal,  comme  on  sait,  à  3"  j  la  probabilité 
cherchée  est  donc 

3" 
On  verrait,  d'une  façon   toute  semblable,   que  l'ex- 


(-  1/9  ) 
pression 

Ca  f^h  /~ir            âtl 
(l)  1 

dans  laquelle  (x  désigne  le  nombre  des  lettres  a,  b,  c,..., 
/,  71,  est  la  probabilité  P  de  mettre  a  billes  dans  le  com- 
partiment A  au  premier  coup,  d'en  mettre  b  au  second, . . . , 
/  au  (ju  —  i)'^""". 

L'expression  (i)  peut  encore  s'écrire 

I  ni  al  ^'  _p 


fx."   a\[n  —  u)l  ùl[a  —  b)l         l\[k  —  l)l 

En  employant  le  symbole  n\  pour  représenter  le  produit 
1 . 2 . 3 . . .  «,  on  a  encore 


,a"  [n  —  a)l{a  —  b]l.  .  .!(/?■  —  1)1  II 


DETERMIMTION  DES  ELEMENTS  INFINITESIMAUX  RELATIFS 
Al]X  LIGNES  A  DOIBLE  COllRBLRE 

(voir  même  tome,  p.  126  )  ; 

Par   m.  a.  DE   SAINT-GERMAIN. 


V.  L'interprétation  géométrique  des  équations  (4) 
et  (6)  nous  conduit  à  deux  théorèmes  importants,  et  à 
l'expression  des  rayons  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque. 

L'équation  (4)  donne 

(4M  ^'=i' 

mais  ^2  =  lïDi  —  i  puis  la  distance  de  M  à  la  tangente 


en  O,  qui  est  \Ij'-+-  2% est  sensiblement  égale  à  j  ,  parce 

12. 


(  ï8o) 

que  z  est  infiniment  plus  petit  que  y .  Il  en  résulte  que 
la  distance  d'un  point  à  la  tangente  au  point  infiniment 
voisin  est  égale  au  carré  de  l'arc  qui  sépare  ces  deux 
points,  divisé  par  le  double  du  rayon  de  courbure  5  ou 
bien  l'inverse  du  rayon  de  courbure  s'obtient  en  divisant 
le  double  de  la  distance  à  la  tangente  par  le  carré  de  l'arc. 
Considérons  donc  la  tangente  en  un  point  x^  y,  z,  et  le 
point  voisin  dont  les  coordonnées  sont 

X  4-  c/.r  H r/-.r,      j  -4-  .  .  .  ; 

2 

on  sait  former  la  distance  de  ce  point  à  la  tangente,  et  en 
la  divisant  par  ds^  on  obtient  la  première  courbure  au 
point  X,  y^  z  : 

L'équation  (6)  donne 

(6  his\ 


'0  '  0 


•mais  C3  =  lim  —  ;  z  est  la  distance  de  M  au  plan  oscula- 

leur  en  O.  Donc  la  distance  d'un  point  au  plan  oscula- 
teur  en  un  point  infiniment  voisin  est  égale  au  cube  de 
l'arc  qui  sépare  les  deux  points  divisé  par  six  fois  le  pro- 
duit des  deux  rayons  de  courbure.  Le  point  infiniment 
voisin  de  jc,  j^,  z  a  pour  coordonnées 

X  -X-  d.r.  ^ d-  X  -\-  -p:  cU  X  -\-  .  .  .  ^       r  +  .  .  .  ; 

2  O 

en  prenant  sa  distance  au  plan  osculateur  eu  x^  7,  z, 
on  a 

6r7'"~7^7  ~" 

\J^[clyd^z~dzd-^yY 


(  i8i  ) 
En  remplaçant  R  par  sa  valeur  (6),  il  vient 

^(^djd-z  —  dzd^r)d^x 


^{dyd^: 


dzd-r]' 


Si,  au  contraire,  on  remplace  le  radical  par  sa  valeur 
lirée  de  l'équation  (6),  on  trouve 


(8) 


V  idy d^z  —  dz d \r  )  d^ x 


rK' 


ds^ 


dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

d^x  d'^y  d"^  z 

ds'^  ds^  ds- 

d^x.  d^y  d^z 

ds^  ds^  ds^ 


VI.  Les  formules  relatives  au  changement  de  variable 
nous  permettraient  de  simplifier  l'équation  (6)  dans  le 
cas  où  s  est  la  variable  indépendante;  puis,  eu  faisant  le 
carré  du  déterminant  (8),  nous  obtiendrions  avec  M.  Her- 
mite  [Cours  de  l' École  Polytechnique)  un  résultat  re- 
marquable. Mais  notre  théorème  II  nous  conduit  plus 
facilement  au  même  but.  Je  remarque  que,  pour  s  ^^  o^ 
on  a 

Si  Ton  changeait  d'axes,  le  point  O  deviendrait  un 
point  quelconque,  le  premier  membre  de  l'équation  con- 
serverait sa  valeur,  si  ce  n'est  qu'il  y  aurait  à  supprimer 
l'indice  o,  et  l'on  aurait  généralement 


d^x 


Calculons  les  dérivées  à  l'aide  des  séries  (i),  et  oivlon- 


(  i8.  ) 
nons  : 

:^^=/ibl-h2/ib,b,S-h[j6b',-^/î8b,b,-h3Qibl-+-cl)]s^ 

Elevons  à  la  puissance : 


R=_L_5^,_/6,+  3^-9'^^^      9^= 


S' 


2b,  2   b]  \"  b\         [^b\  2    b\ 

Donc 


9) 


en  desienant  par  ——i  etc.,  ce  que  deviennent  — r-»  etc., 
ds  ds 

pour  5  =  o . 

On  trouve  de  la  même  manière,  en  faisant  5  =  0,  et 
tenant  compte  de  la  valeur  de  h-^  donnée  par  la  deuxième 
équation  (9), 


ds 

3  b. 

^5R"  _ 

ds" 

I  ,      3  z-, 

2                 2    6»- 

9  ^3    ,   9  K 
8  ^^       4  bl 

2(^): 


=  36K..=  H-.n=J,+  J,(f=) 


TZî  5 


en  changeant  d'axes,  on  voit  qu'on  a  pour  un  point  quel- 
conque la  relation  donnée  par  M.  Hermite  : 

(^•^)  l(,^j=RÏ-^R^i^j+RV^- 

Mais  le  moyen  le  plus  simple  de  calculer  ;'  consiste  à 
développer  le  déterminant  (8)5  on  trouve,  en  négli- 
geant 5-, 

-—  z=  -(4^^  -i-  24^. ^3.^  +  .  •  •)  =  12^.^3  -t-48ijc,.v+.  . . , 
ra.         r 


(  i83) 
d'où 


Tenant  compte  des  valeurs  de  i,,  b^^  c,  : 


VII.  Les  équations  (4  ^t*),  {6  bis),  (9),  (11)  et  (3) 
nous  donnent  les  valeurs  des  coefficients  des  séries  (1)  en 
fonction  des  deux  rayons  de  courbure  au  point  O.  J'en 
forme  le  tableau  en  supprimant  les  indices  de  R  et  de  r, 
ainsi  que  je  le  ferai  dans  les  deux  paragraphes  suivants  ; 
il  n'y  a  pas  de  confusion  à  craindre,  puisqu'il  ne  s'agit 
que  d'éléments  relatifs  au  point  O  : 

I  I      dR 

2R  oR^    ds 

_      I  _  \       [  l  dr        -y.   dR\ 

^'  ~  6r7-'    ^'  —  ~  24Rr  \7  Z  "^  R  117)  ' 

[A  suivre.) 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.   G.  Zolotare^.  —  En 
vous  adressant  une  remarque  relativement  à  mon  article 


i84 


/'-' 


sur  l'équation  Y'  —  ( — i)  -  pZ'^  ~ /^X  [Nouvelles  An- 
nales, t.  XI,  2*^  série),  j'espère  que  vous  lui  donueroz 
place  dans  votre  estimable  journal. 

Lorsque  ma  Note  avait  été  déjà  publiée,  j'ai  appris 
qu'il  y  avait  longtemps  que  la  détermination  des  fonctions 
Y  et  Z  avait  été  l'objet  d'une  Note  de  M.  Liouville  [Jour- 
nal de  Mathématiques^  t.  II,  o.^  série).  On  y  trouve  une 
méthode  de  former  les  polynômes  Y  et  Z  au  moyen  de  la 
fonction 

méthode  différente  de  celle  que  j'ai  donnée  dans  mon 
article.  L'illustre  auteur  montre  encore  dans  sa  Note 
comment  on  peut  arriver  aux  formules  analytiques  pour 
les  coefficients  des  fonctions  Y  et  Z. 

Extrait  d^une  Lettre  de  M.  A.  Transon.  —  J'ex- 
trais d'une  récente  Lettre  de  M.  Catalan  le  passage  suivant 
qui  pourra  intéresser  vos  lecteurs  : 

•  (c  ...  Votre  construction  de  la  moyenne  géométrique 
(p.  i8)  me  paraît  curieuse,  et  j'en  conclus  un  petit  théo- 
rème de  Géométrie  curieux  aussi,  ce  me  semble  :  Le 
cercle  O  étant  donné,  ainsi  que  la  corde  AB  qui  sous- 
tend  dans  ce  cercle  le  segment  ACB,  si  l'on  prend  sur 
la  bissectrice  de  V angle  variable  ACB  les  segments  CM, 
CM'  égaux,  chacun,  à  la  moyenne  proport ioîinelle  entre 
CA  et  CB,  le  lieu  des  points  M  et  M' est  la  circonférence 
décrite  du  point  E  comme  centre  avec  EA  comme  rayon 
[le  point  E  est  V extrémité  du  diamètre  perpendiculaire 
à  AB).  Ainsi  la  circonférence  O  se  comporte  en  un  cer- 
tain sens  comme  une  ellipse  qui  aurait  pour  foyers 
A  elB.  .  ..  » 


(  i85  ) 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1052 

(voir   ?.°  série,  t.  X,   p.5;>8); 

Par  m.  GAMBEY. 

Trouver  la  trajectoire  orthogonale  d^un  système  de 
paraboles  égales,  tangentes  en  leur  sommet  à  une  droite 
fixe.  (H.  Brocard.) 

L'équation  générale  des  paraboles  égales  tangentes  à 
l'axe  des  y  est 

(j  — «)'  —  2/?a;=/(.T:,  j,  n)  =o, 

a  étant  une  indéterminée. 

Il  faut  (Sturm,  Calcul  intégral,  p.  4.9)  éliminer  a 
entre 

f[x,  7,  «)  =  o, 

et 

ce  qui  conduit  à  l'équation  différentielle 

dy         ,         /2.r 
dx  y     P 

dont  l'intégrale  générale  est 

8 

[y  —  €)■"=  —x\ 

9P 
c  étant  une  constante  arbitraire. 


(  i«6) 
Cette  trajectoire  est  de  la  même  nature  que  la  déve- 
loppée de  la  parabole. 

Note.  —  La   môme  question   a  été  résolue  par   MM.  Moret-Blanc  et 
Pellissier. 


Question  1084 

(voir  2"  série,  t.  XI,  p.  288); 

Par  m.  KOEHLER. 

Les  coniques,  inscrites  dans  un  quadrilatère  Jlxe,  qui 
touchent  une  courbe  de  troisième  classe  donnée  K,  sont 
au  nombre  de  douze.  Les  douze  points  de  contact ,  les 
neuf  points  de  rebroussement  de  K  et  les  six  sommets 
du  quadrilatère  circonscrit  sont  situés  sur  une  même 
courbe  du  cinquième  ordre.  (Lagtjerre.) 

Ces  propriétés  sont  une  conséquence  des  théorèmes 
généraux  suivants  donnés  par  M.  Chasles  [Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  1864)  : 

i''  Dans  toute  série  de  coniques  dont  les  caractéris- 
tiques sont  IX,  V,  il  y  a  ^xn  -\-  vm  coniques  qui  touchent 
une  courbe  donnée  d'ordre  m  et  de  classe  n. 

Dans  le  cas  actuel,  on  a  p.  =^2,  v  =  i,  puisqu'il  y  a  deux 
coniques  de  la  série  passant  par  un  point  donné,  et  une 
seule  tangente  à  une  droite  donnée 5  si  la  courbe  R  est  la 
plus  générale  de  sa  classe,  n  =  3,  m  =  6j  il  y  a  donc 
2.3  -H  6,  ou  douze  coniques  tangentes  à  K. 

2°  Le  lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes  com- 
munes à  une  courbe  de  classe  71  et  aux  coniques  d'une 
série  {(j.,  v)  est  d'ordre  v  (2/i  —  i).  Dans  le  cas  de  l'é- 
noncé, cet  ordre  est  5.  Les  six  sommets  du  quadrilatère 
appartiennent  au  lieu;  car,  par  chacun  de  ces  points,  on 
peut  mener  trois  tangentes  à  K,  et  chacune  de  ces  tan- 
gentes touche  une  conique  de  la  série.  Il  en  est  de  même 


{  i87) 
pour  les  neuf  points  de  rebroussement;  car  la  tangente 
de  rebroussement  touche  une  courbe  de  la  série,  et  le 
point  de  rebroussement  est  l'intersection  de  deux  tan- 
gentes communes  infiniment  voisines. 

Enfin  les  douze  points  de  contact  sont  évidemment  sur 
la  courbe  du  cinquième  ordre. 

Note  de  M.  Laguerre.  —  Soient 

{a,b,c,d){X,,iy^o,     (A,  B,  CXi, /.y=o,     (A',  B'.  C'X;, /.)»=  o 

les  équations  respectives  d'une  courbe  de  troisième  classe  K  et  de  deux 
coniques  C  et  C  inscrites  dans  le  quadrilatère  Q. 
L'équation 

ac  —  b'      ad  —  bc     bd  —  t' 

A  B  C  =0 

A-r;.A'     Bh-AB'     C-h/C 

(qui  est  indépendante  de  i)  représente  une  courbe  du  cinquième  or- 
dre PC). 

L'invariant  J  s'annule  : 

1°  Pour  ac  —  b^^^ad—bc=zbd  —  c'=  o  :  donc  P  contient  les  neuf 
points  de  rebroussement  de  K  ; 

2°  Pour  a  =  *  =  A-)-;iA'=B-4-^B'=o:  donc  P  contient  les  douze 
points  des  coniques  tangentes  à  K  et  inscrites  dans  Q; 

3"  Pour  A-»-AA'=BH-/B'=C-i-AC'=o  :  donc  P  contient  les  six 
sommets  du  quadrilatère  Q. 


Question  1086 

(voir  î"  série,  t.  XI,  p.  288); 

Par  m.  KOEHLER. 

Si,  par  le  foyer  commun  F  de  deux  coniques,  on  mène 
une  droite  quelconque,  et  quaux  points  où  elle  coupe 
les  deux  coniques  on  mène  les  tangentes  aux  coniques 
en  ces  points,  ces  quatre  tangentes  formeront  un  qua- 


(*)  Voir  mon  Mémoire  de  Géoinétrie  analytique;  Liouville,  2*^   série, 
t.  XVII,  §  II. 
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drilatère  dont  les  diagonales  seront    les  cordes  com- 
munes aux  deux  coniques. 

La  droite  qui  joint  les  foyers  non  communs  des  deux 
coniques  jouit  de  la  même  propriété. 

(E.  Lemoine.) 

La  première  partie  de  l'énoncé  est  évidente;  car  un 
foyer  commun  à  deux  coniques  n'est  autre  chose  qu'un 
ombilic,  et  toute  droite  passant  par  un  ombilic  jouit  de 
la  propriété  indiquée.  Les  deux  cordes  communes,  dia- 
gonales du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes, 
sont  celles  qui  se  coupent  au  point  de  rencontre  des  deux 
directrices  correspondant  au  foyer  commun. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème,  je  re- 
marquerai que  la  droite  à  l'infini  (limitée  aux  points  cir- 
culaires à  l'infini)  peut  être  considérée  comme  une  co- 
nique infiniment  aplatie  L,  ayant  un  ombilic  commun  F 
avec  les  deux  coniques  données  Ci  et  Cj.  En  d'autres 
termes,  Ci,  Ca  et  L  sont  inscrites  dans  l'angle  des  tan- 
gentes imaginaires  issues  de  F.  Le  second  foyer  Fj  de  Ci 
est  l'ombilic  conjugué  de  F  pour  L  et  C,  ;  de  même  F, 
est  l'ombilic  conjugué  de  F  pour  L  et  C,.  La  droite  F,  F, 
doit  donc,  d'après  un  théorème  connu  (*),  passer  par 
l'ombilic  de  Ci  et  de  C^  ;  ce  point  n'est  autre  chose  que 
l'intersection  de  Fi  F2  avec  la  polaire  commune  du  point 
de  concours  des  deux  directrices  relatives  à  F,  par  rap- 
port aux  deux  courbes. 

Il  résulte  de  là  que  la  droite  Fi  Fa  jouit  de  la  même 
propriété  qu'une  droite  quelconque  passant  en  F. 

,  Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Rlanc  et  Pel- 
lissier. 


(*  )  Le  théorème  auquel  je  fais  allusion  est  le  suivant  : 
«  Quand  trois  coniques  ont  un  ombilic  commun,  les  trois  autres  ombi- 
lics conjugués  à  celui-là  sont  en  ligne  droite.  » 

(Chasles,  Traité  des  sections  coniques,  n°   382.) 
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Questio?i  li02 

(  voir  2*  série,  t.  XI,  p.  527), 

Par   m.    J.    DE   VIKIEU, 

Prol'esseur  à  Lyon. 


Démontrer  r égalité  suwanle 


i>-n  [      *^     si  rt  est  impair. 

V^  ,        X        «f«  —  i]...(n — p+i)       \ 

-^  i.2...(/;-i-i)  si^tstpair. 

p  —  o  ( «  +  I  ' 

(C.   DE  POUGKAC.) 

On  a  les  identités  suivantes  : 


p-n 


{n—p)'{p  -Hl)' 

p  =  o 
p:^n+  I 


!   —   >      —   IV'IP 


[n-i-i—p)p' 


P 


(n-hi)' 


z=  —  >    ( —  I  ]P  n.P —  (  i  —  2!"+'  —  1   -    I   " 


p  =  o 
p  =  ii 


2(-lK3^ 


I     IH-  (—  1)" 


{n  —p)'{p  +  1)'         2        «  H- I 

p  =  o 


Note.  —  La  question  1110  a  aussi  été  résolue  par  MM.  Morel-Iilanc, 
professeur  au  lycée  du  Havre;  Hunibert,  maître  répétiteur  au  lycée  de 
Besancon. 
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Question  li09 

*  (voir  ?.*série,t.  XI,  p.  5î8); 

Par  m.   POUJADE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

Parles  sommets  d^un  tn'ajigle  pris  deux  à  deux,  on 
fait  passer  trois  paraboles  ayant  un  point  de  contact 
commun.  Les  diamètres  de  ces  pai'aboles  qui  passent 
par  ce  point  rencontrent  les  côtés  correspondants  du 
tjiangle  en  des  points  tels ,  que  les  droites  qui  les  joi- 
gnent aux  sommets  opposés  concourent  en  un  même 
point.  (G.    FOURET.) 

Une  parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente 
au  sommet  a  pour  équation  j^^=  ipx.  Les  deux  seg- 
ments, déterminés  par  ce  diamètre  sur  une  corde  quel- 
conque, sont  dans  le  rapport  des  ordonnées  des  extrémités 
de  la  corde,  qui  est  égal  à  la  racine  carrée  de  celui  des 
abscisses.  Si  l'on  change  l'axe  des  x,  tandis  que  l'origine 
et  l'axe  des  j^  demeurent  invariables,  le  rapport  des 
abscisses  ne  change  pas. 

Ceci  posé,  rapportons  les  trois  paraboles  au  point  de 
contact  pris  pour  origine  et  à  la  tangente  commune 
pour  axe  des  ^  (l'axe  des  x  étant  quelconque).  Soient 
A',  A",  A'"  les  trois  sommets  du  triangle,  x',  x",  x'"  leurs 
abscisses.  Le  diamètre  de  la  parabole  qui  passe  par  A' 

et  A"  coupe  le  côté  A' A"  dans  le  rapport  \/ -i?'-,  de  même 
A" A'"  est  coupé  par  le  diamètre  correspondant  dans  le 

rapport  \/-7^5  enfin  A'" A'  dans  le   rapport  \/  —p'   Le 

produit  de  ces  trois  nombres  est  l'unité,  et  les  points  de 
division  sont  sur  les  côtés  du  triangle  et  non  sur  leurs  pro- 


{  »9i  ) 
longements;  donc  les  droites  qui  joignent  ces  points  aux 
sommets  opposés  concourent  en  un  même  point. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bourguct,  à  Nantes; 
Brocard;  Genty  et  Moret-Blanc. 


QlESTIO^'S. 


^    1111.  On  sait  que  si  a^  est  une  valeur  approchée  de  \jii , 

1  /  n\  I  /  n\  I  /  n\ 

«,  =  -«,  H ,    «3  =  -    «j  H ) ,    ai=~[ai  -\ j  •  •  • 

2  \  aj  2  \  aj  2  \  aj 

seront  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  \Jn  (*). 
On  sait  aussi  que 


y'rtj  -4-  r=  rt,  H- 


2«, -+ 


Or  M.  TVœpche  a  démontré  (**)  que,  si  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  on  s'arrête  au  troisième  quo- 
tient incomplet,  on  aura  a^. 

On  demande  à  quels  quotients  incomplets  il  faudra 
s'arrêter  dans  le  second  membre  de  cette  même  équation 
pour  avoir 

ou  bien  de  quelle  manière  on  peut  démontrer  que  les 
valeurs 

«3>     ««>     «s»-  •  • 

(*)  Traité  d'Arithmétique,  par  Joseph  Bertrand,  p.  245  et  suiv.;  Paris 
1867;  4*  édition. 

(**)  Journal  Asiatique,  5"  série,  t.  IV,  p.  384;  Paris,  i854.  —  Recher- 
ches sur  l'Histoire  des  Sciences  mathématiques  chez  les  Orientaux,  etc., 
par  M.  Wœpcke,  p.  87  ;  Paris,  i855. 
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ne  sont  pas  comprises  dans  l'expression 


'.(i,-^. 


(Balthazar  Boncompagî<i  ) 

1112.  Montrer  que  la  développée  de  l'ellipse  peut  être 
considérée  comme  l'enveloppe  d'ellipses  concentriques 
et  co-axales  à  la  proposée.  (C.   de  Poligjnac.) 

1113.  Le  rayon  de  courbure  du  point  de  l'ellipse,  qui 
est  égal  au  demi-diamètre  conjugué  de  ce  point,  a  son 
extrémité  sur  ce  diamètre.  Il  est  tangent  au  cercle  con- 
centrique à  l'ellipse  ayant  la  différence  de  ses  axes  pour 
rayon.  (C.   de  Poligjnac.) 

1114.  Les  cercles  concentriques  à  l'ellipse,  dont  les 
rayons  sont  respectivement  la  somme  et  la  différence  de 
ses  axes,  interceptent,  sur  toute  normale  à  l'ellipse,  des 
segments  dont  deux  sont  toujours  égaux.  En  donner 
l'expression.  (C.   de  Polignac.  ) 

1115.  Montrer  que  l'on  peut  tracer  une  infinité  d'el- 
lipses concentriques  et  co-axales  à  une  ellipse  donnée, 
jouissant  deux  à  deux  de  la  même  propriété.  Les  axes  de 
l'ellipse  peuvent  être  considérés  comme  deux  ellipses 
(non  correspondantes)  de  la  série.      (C.  de  Poligjvac.) 

1116.  Deux  ellipses  quelconques  de  la  série  intercep- 
tent, sur  toute  normale  à  l'ellipse  donnée,  deux  segments 
dont  le  rapport  est  constant.  (C.   de  Poligwac.) 


Nous  recevons  de  M.  Rucuonnet,  au  moment  de  mettre  sous  presse,  la 
démonstration  des  trois  formules  qui  lui  ont  été  proposées  par  M.  Gilueut, 
et  nous  les  tenons  dès  aujourd'hui  à  la  disposition  de  nos  lecteurs. 
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EXPOSITION  DE  LA  METHODE  DES  EOUIPOLLENCES 

(suite,  voir  même  tome,  p.  143); 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisaxt,  capitaine  du  Génie.) 


42.  Faisons  une  rapide  digression.  Les  relations  trou- 
vées entre  m,  x^j^  z  pourraient  servir  à  démontrer  que, 
avec  l'involutiou  précédente,  on  a  aussi  les  trois  autres 

AF.DC.EB^DF.EC.AB, 
BF.CD.EA^CF.ED.BA, 
FA.DE.CB^DA.CE.FB, 

très-connues  en  Géométrie  supérieure,  et  résultant  de  la 
considération  des  trois  autres  triangles  ADE,  BCE,  FDC, 
coupés  chacun  par  une  droite. 

Si  l'une  des  équipollences  précédentes  a  lieu  pour  six 
points  d'une  droite,  les  trois  autres  en  résultent  néces- 
sairement; par  conséquent,  en  vertu  du  théorème  général 
du  n**  24,  la  même  propriété  subsistera  pour  six  points 
d'un  plan.  En  nous  reportant  à  la  signiGcation  des  équi- 
pollences (16),  nous  voyons  que  ce  théorème  peut  s'é- 
noncer ainsi  : 

Si  AEBCFD  est  un  hexagone  dans  lequel  trois  angles 
non  adjacents  'valent  ensemble  quatre  droits,  et  oit  le 
produit  de  trois  côtés  non  adjacents  soit  égal  au  pro- 
duit des  trois  autres,  nous  aurons  les  mêmes  propriétés 
pour  les  trois  hexagones  AFDCEB,  BFCDEA,  FADECB, 
qui  ont  les  mêmes  sommets  opposés  que  le  premier,  mais 
pris  dans  un  ordre  différent. 

Par  rapport  à  ces  hexagones,  il  existe  un  point  I  pour 

Jnii.  de  Mutltémat.,  2''  série,  t.  XII.  (Mai  18730  '3 
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lequel  ont  lieu  les  équipollences 

lA.IC-^IB.ID^IE.IF, 

sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  tard. 

43.  Donnons  un  second  exemple  de  la  manière  d'ex- 
primer la  condition  que  des  points  sont  en  ligne  droite, 
au  moyen  de  coefficients  numériques.  Il  s'agit  de  démon- 
trer ce  théorème  de  Desargues  :  Si  les  sommets  de  deux 
triangles  ABC,  A'B'C  {fi  g.  9)  sont  en  ligne  droite  avec 


un  point  fixe  S,  les  points  de  concours  T,  U,  \  de  leurs 
côtés  correspondants  seront  aussi  en  ligne  droite. 
Les  conditions  données  sont  exprimées  par 

SA'-^aSk,     SB'^bSB,     SC'^cSC, 

a,  Z>,  c  étant  trois  coefficients  numériques  indéterminés. 
De  même,  la  condition  que  V  appartienne  à  la  droite  AB 
est  exprimée  par 

AY'^nAB, 

ou,  en  réduisant  tout  à  SA,  SB,  SC,  par 

SV-^SA-1-  «AB^(i  — «)SA  4- //SB. 


* 
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Comme  V  doit  aussi  appartenir  à  la  droite  A'B',  on  aura 
pareillement 

SV-^  (i  —  m)SA'  +  mSB'<^fl  (i  —  m)SA-h  bmSB. 

En  comparant  les  deux  expressions  de  SV,  la  règle  II 
nous  donne 

I  —  nz=a[i  —  m),     n=zbm. 

Tirant  de*  ces  relations  la  valeur  de  m,  on  aura 

a  —  o  a  —  0 

Nous  trouverons  exactement  de  la  même  manière 

ST  '^  i-I^  SB'  A-  4^—^  se, 
0  —  c  o  —  c 

■     sU'ii'^î— ^SC'  +  -^^^SA'; 
c  —  a  c  —  a 

d'où  l'on  déduit 

c  —  I  I  —  c 

ou 

[a  —  b  ~  ac  -^  bc]^\  -^  [c  —  a  -h  ab  —  (5'c)  SU 

-{.  {b  —  c  -\-  ac  ~  ab)Si:'é:iO. 

Remarquant  que  l'on  a 

TV^A^SV  — ST,     TU-^SU  — ST, 

nous  voyons  qu'on  obtient 

{^a  —  b—ac  +  bc)TV  -^{c  —  a  -i- ab  —  ^>c)TU^o, 

c'est-à-dire  (4)  que  TV  a  la  même  inclinaison  que  TU, 
ou  que  TUV  est  une  ligne  droite. 

i3. 


«fC 
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44.  J'attirerai   Tattention  du  lecteur,  en   raison  des 

fréquentes  occasions   qui   se  présentent  d'utiliser  cette 

remarque,  sur  la  manière  de  rapporter  à  un  point  S  un 

point  quelconque  V  d'une  droite  AB,  au  moyen  de  l'équi- 

pollence 

SV^(i  — «)SA.  +  «SB, 

Ji  étant  un  coefficient  indéterminé.  On  remarquera  aussi 
cette  conséquence,  dépendant  de  la  même  formule,  que,  si 

et  qu'on  ait 

r  -k-  (]  H-/?  =  o, 

les  trois  points  V,  U,  T  sont  en  ligne  droite,  parce  qu'il 

en  résulte 

/•TV -f- r/TU-dl^O. 

Les  calculs  des  coefficients  numériques  pourront  quel- 
quefois devenir  un  peu  longs,  surtout  si  le  choix  n'en  a 
pas  été  fait  avec  discernement',  mais  il  ne  se  présentera 
aucune  difficulté,  et  l'on  parviendra  toujours  au  résultat 
d'une  façon  directe. 


Règles  relatives  aux  droites  conjuguées 
ou  perpendiculaires . 

45.  Pour  compléter  l'exposition  de  la  méthode  des 
équipollences,  il  me  reste  à  expliquer  deux  autres  arti- 
fices, ou  plutôt  deux  autres  notations.  Nous  avons  vu, 
au  n''  40,  l'utilité  qu'il  y  a  à  exprimer  par  une  seule 
équipollence  la  similitude  de  deux  triangles,  laquelle 
consiste  dans  la  proportionnalité  de  deux  côtés  et  dans 
l'égalité  des  angles  compris;  cela  n'eût  pas  été  possible 
si  les  deux  angles  avaient  été  l'un  positif  ot  l'autre  né- 
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gatif,  c'est-à-dire  si  les  figures  avaient  été  symétrique- 
ment semblables. 

Voici  un  moyen  permettant  d'étendre  les  considéra- 
tions, développées  par  nous,  d'une  figure  à  une  autre  qui 
lui  soit  inversement  égale.  Une  droite  ayant  la  même 
longueur  qu'une  droite  donnée  et  la  même  inclinaison, 
mais  de  signe  contraire  (14),  sera  dite  conjuguée  de  la 
première,  et  représentée  par  la  caractéristique  cj.  Ainsi, 
dans  ^àjig.  4?  la  droite  A'B',  égale  à  AB,  et  d'inclinaison 
négative  égale  à  l'inclinaison  ])0sitive  de  AB,  sera  dési- 
gnée sous  le  nom  de  conjuguée  de  AB.  INous  écrirons 

A'B'^cj.AB 
et  aussi 

cj.A'B'^AB. 
» 

On  peut  supposer  que  A'B'  soit  la  droite  AB  qui  a 
tourné  autour  d'une  parallèle  à  V origine  OH  des  incli- 
naisons, de  manière  à  effectuer  une  demi-révolution  ei 
à  revenir  dans  le  plan  de  la  figure. 

46.  Si  l'on  suppose  qu'une  semblable  demi-révolution 
s'exécute  pour  toute  une  figure,  on  obtient  évidemment 
une  figure  égale  à  la  première,  et  qui  jouit,  par  suite,  des 
mêmes  propriétés.  Donc  : 

Règle  V.  —  yi  ufie  équipollence  quelconque  corres- 
pond toujours  sa  conjuguée,  laquelle  s^ obtient  au  moyen 
de  la  première,  en  substituant  à  chaque  droite  sa  con- 
juguée, 

47.  Un  exemple  éclaircira  l'usage  de  cette  règle. 

Problème.  —  Trouver  le  sommet  commun  de  deux 
triangles  symétriquement  semblables,  de  bases  données 
AD,  BC  {fig.  lo). 

La  similitude  des  deux  triangles  ADX,  BCX  est  com- 


(  198  ) 
prise  dans  les  deux  égalités 

gr.(AX:AD)=:gr.(BX:BC), 
angleDAX  =  —  angleCBX. 

L'un  des  angles  est  affecté  du  signe  — ,  parce  que  les 
deux  angles  sont  pris  en  sens  contraires.  Si,  aux  côtés  de 


Fig.   10. 


gV-->f 


l'un  des  angles,  nous  substituons  leurs  conjugués,  cet 
angle  changera  de  signe,  et  ainsi  nous  aurons  (15) 

inc.  AX  —  inc.  AD  ^  inc.  cj.BX  —  inc.  cj.BC. 

'  De  cette  façon,  l'une  et  l'autre  des  deux  égalités  seront 
comprises  dans  Téquipollence 

AXlAD-^cj-BX:  cj.BC. 

Développant  par  rapport  au  point  X,  on  a  (10) 

cj.BC.  AX^AD  cj.AX  —  AD  cj.  AB. 

D'après  la  règle  V,  on  aura  en  même  temps  cette  autre 
équipollence 

BCcj.AX^cj.AD.AX  — cj.AD.AB. 

Entre  ces  deux  équipollences,  nous  pourrons  (18)  éli- 
miner cj.AX,  et  nous  aurons,  pour  déterminer  AX, 

(AD  cj.  AD  —  BC  cj.BC)  AX ^  AD  ( AB  cj.  AD  H-  BC cj.  AB). 


(  »99  ) 
Comme  nous  avons  à  notre  disposition  le  choix  de 
l'origine  des  inclinaisons  (13),  nous  en  pourrons  profiter 
pour  simplifierles constructions.  Supposons  qu'on  prenne 
pour  cette  origine  la  droite  AB,  de  sorte  que  A B -=!!=•  cj.AB, 
nous  aurons 

(  AU  cj.  AD  —  BC  cj.  BC)  AX-rAf  AB .  AD  { cj.  AD  H-  BC  ). 
Construisons  successivement 

AE^cj.AD, 
EF  ^  BC, 
G  R  -^^ BC  cj .  BC  :  AD  -^  EF  cj .  EF  :  cj .  AE, 

on  aura 

AX:  AB'=i^(cj.AD-+-  BC)  :(cj.AD  —  GE)'=^AF:  AG. 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  la  solution  suivante  : 
on  tire  AE  égale  à  AD  et  également  inclinée  sur  AB, 
mais  de  l'autre  côté,  de  sorte  que 

angle  DAB  =  angle  BAE. 

Soit  EF  équipollente  à  BC-,  on  forme  le  triangle FEG 
symétriquement  semblable  à  AEF,  parce  qu'on  a 

EG:EF^cj.EF:cj.EA; 
enfin  on  construit  ABX  directement  semblable  à  AGF. 

48.  Dans  beaucoup  de  cas  (41,  43),  on  peut  constater 
l'utilité  des  coefficients  numériques  servant  à  accroître 
ou  à  diminuer  la  longueur  d'une  droite,  en  lui  conservant 
la  même  inclinaison;  il  serait  également  commode  d'avoir 
des  coefficients  pouvant  accroître  ou  diminuer  l'inclinai- 
son des  droites  auxquelles  on  les  appliquerait,  sans  en 
altérer  la  longueur.  Le  signe  ^/,  ou,  à  défaut  d'un  signe 
spécial,  la  lettre  /,  indiquera  un  accroissement  d'incli- 
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naison  d'un  angle  droit  [porté  toujours  dans  le  sens  HMI 
[fig-  4)5  vers  lequel  sont  comptées  les  inclinaisons  posi- 
tives]; ainsi  OH,  01,  étant  égales  et  perpendiculaires, 
on  écrira 

Le  coefficient  ^"  servira  à  accroître  l'inclinaison  d'une 
di'oite  de  u  angles  droits,  u  étant  un  nombre  entier  ou 
fractionnaire.  Par  suite,  le  coefficient  y/*  ne  produira 
aucun  effet,  c'est-à-dire  que  nous  pourrons  écrire  y/*  =i!bi; 
y/^  change  le  sens  de  la  droite;  par  exemple,  y^- O  M  •=!}:?  OL, 
ou  yf^  ^  — I .  Ainsi  y/  représente  ce  qui  se  désigne  en  Al- 
gèbre par  \J — I,  et  s'énonce  racine  de  moins  un.  Par 
contraction,  nous  donnerons  au  signe  y/  le  nom  de  ra- 
niun.  Le  plus  souvent,  au  lieu  de  y/",  nous  écrirons  e", 
auquel  cas  l'angle  h,  au  lieu  d'être  rapporté  à  l'angle 
droit  comme  unité,  doit  être  considéré  comme  étant  la 
longueur  de  l'arc  correspondant  de  rayon  i.  Les  ana- 
lystes verront  que  e  répond  à  leur  ë^. 

,49.  De  même  qu'un  nombre,  au  lieu  d'être  appliqué 
comme  coefficient  à  une  droite,  peut  être  considéré  seul, 
et  représente  alors  une  longueur  parallèle  à  l'origine  des 
inclinaisons  ;  de  même  aussi,  le  ramun,  élevé  à  une  puis- 
sance, peut-être  considéré  en  lui-même  comme  indiquant 
une  longueur  égale  à  l'unité,  dont  l'inclinaison  est  mar- 
quée par  l'exposant.  Il  en  résulte  que  Zy/"  représente  une 
droite  égale  à  z  fois  l'unité  de  longueur,  et  qui  est  in- 
clinée de  u  droits  sur  l'origine  des  inclinaisons. 

50.  Comme  complément  de  cette  exposition  des  prin- 
cipes de  la  méthode  des  équipollences,  nous  énoncerons 
encore  les  règles  suivantes,  relatives  au  ramun  et  aux 
droites  conjuguées  ;  ces  règles  sont  des  conséquences  im- 
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médiates  des  définitions.  Lorsqu'on  aura  à  multiplier  ^/" 
par  y/'',  on  obtiendra  y/"''",  parce  que,  pour  former  un 
produit  (16),  il  faut  ajouter  les  inclinaisons  u^  v.  Le  pro- 
duit de  y/  par  y^/  donnera  ^/^  ou  le  coefficient  —  i  ;  en  di- 
visant l'unité  par  y/,  on  aura  — y/, .  ,  . .  Donc  : 

Règle  ^  L  —  Le  raninn  se  calcule  précisément  comme 
se  calcule  en  algèbre  V imaginaire  \J —  i . 

51.  Rè:gle  vil  —  Pour  former  la  cojijuguée  (46) 
d\ine  expression  quelconque  contenant  le  ramun,  il 
faut  changer  les  signes  de  tous  les  exposa?its  de  y/. 

Ainsi  la  conjuguée  de  y/"AB  est  ^""cj.ABj  celle  de 

z  y/"  est  z  ^~"  5  celle  de  y,'  est  y/~*  =  —  V^. 

52.  Règle  VIIL  —  Le  produit  de  deux  droites,  ou, 
plus  généralement,  de  deux  expressions  conjuguées 
entre  elles,  a  une  inclinaison  nulle  et  une  grandeur 
égale  au  carré  de  la  grandeur  de  chacune  des  deux 
droites  ou  des  deux  expressions. 

En  effet,  les  deux  expressions  conjuguées  ont  des  gran- 
deurs égales  et  des  inclinaisons  égales,  mais  de  signes 
contraires;  et,  pour  faire  le  produit,  il  faut  multiplier 
les  grandeurs  (16)  et  ajouter  les  inclinaisons.  Ainsi 

ABcj.BA-^(gr.AB}'; 
semblablement, 

z  y'  "  ^  rt  -f-  Z»  y/ 

multipliée  par  l'expression  conjuguée 

donne 

ce  qui  exprime  le  théorème  de  Pythagorc. 
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o3.  Règle  IX.  —  Une  droite ,  divisée  par  sa  conju- 
guée, est  équipollenle  au  ramun  élevé  à  une  puissance 
égale  au  double  de  V inclinaison  de  la  droite. 

C'est-à-dire  que 

54.  Règle  X.  —  La  somme  géométrique  d^une  droite 
et  de  sa  conjuguée  a  une  inclinaison  nulle  et  une  grati- 
deur  double  de  la  projection  de  la  droite  sur  V origine 
des  iîiclinaisons,  ou  égale  au  double  produit  de  la  gran- 
deur de  la  droite  par  le  cosinus  de  son  inclinaison. 

Fig.    II. 


En  effet  {fig.  ix),  si  OQ^^^OM  +  cj.OM,  on  aura 
aussi,  d'api'ès  la  règle  V, 

cj .  OQ  «^  cj .  OM  +  OM  '^  OQ  ; 

par  suite,  OQ,  étant  équipollenle  à  sa  propre  conjuguée^ 
a  une  inclinaison  nulle. 

De  plus,  si  OP  a  une  inclinaison  nulle,  et  si  PM  a  uue 
inclinaison  d'un  droit,  on  aura 

cj.OP^OP,     cj.PM-riizPM'^:^:^— PM, 

et  les  équipollences 

OM  ^  OP  -]-  PM ,     c  j .  OM  -i  OP  —  PM 

0 
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donneront 

0M-f-cj.0Md:tf2  0P. 

55.  Si  nous  voulons  déterminer  la  projection  de  AC 
sur  AB  [fig.  12),  nous  remarquerons  que  la  droite  AC 


(égale  à  AC  et  formant  avec  AB  Fangle  BAC  égal  à  BAC, 
mais  de  signe  contraire)  est  donnée  par 

AC'<^cj.AC.AB:cj.AB, 

puisque  cette  équipollence  équivaut  à 

gr.AC'  =  gr.AC 
et  à 

inc.  AC'  =  inc.cj.  AC  +  inc.  AB  —  inc.cj.AB 

= —  inc.  AC+  inc.  AB  H-  inc.  AB  :=  2  inc.  AB  —  inc.  AC. 

On  a  par  suite 

2  AP-^AC -f- AC'<^AC -f- cj.  AC.AB  :  cj.AB. 

56.  Règle  XI.  —  La  somme  géométrique  (Tune 
droite,  et  de  sa  conjuguée  prise  avec  le  signe  moins,  a 
une  inclinaison  d^un  droit,  et  est  égale  au  double  de 
la  projection  de  la  droite  sur  une  autre,  ayant  une  incli- 
Tiaison  d'un  droit,  ou  au  double  produit  de  la  grandeur 
de  la  droite  par  le  sinus  de  son  inclinaison. 
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En  effet,  dans  la  fig.  1 1,  il  est  évident  que 

M' M ^  OM  —  cj .OM-A^CL PM. 
Dans  \3i  fi g.  12,  nous  aurons 

2  PC  -r^  AC  —  AC'^  AC  —  cj .  AG .  AB  :  cj .  AB. 

57.  En  multipliant  [Jig-  12)  gr.PC  par  gr.AB,  on 
obtient  un  nombre  qui,  par  rapport  à  l'unité  de  surface 
connue,  exprime  Paire  du  parallélogramme  ABDC.  Donc 

2PC  cj.  AB  ^  AC  cj.  AB  —  cj.  AC.  AB 

a  une  grandeur  double  du  parallélogramme  donné; 
comme  les  deux  termes  ACcj.AB,  cj.AC.AB  sont  con- 
jugués entre  eux,  nous  ferons  disparaître  Tinclinaison 
d'un  droit  qui  s'applique  (06)  à  leur  différence,  en  di- 
visant par  le  ramun,  et  nous  aurons  Taire 

ABDC"^  —  (ACcj.  AB  —  ABcj.  AC)':^  -  (AB  cj.  AC  —  ACcj.AB). 

De  là  : 

Règle  XII.  —  L'aire  d'un  triangle  ABC  est  exprimée 


ar 


P 


et  aussi  par 


j  (  AB  cj.  AC  —  cj.  AB .  AC  j, 


^(ABcj.BC  —  cj.AB.BC), 


puisque,  d'après  la  règle  I,  on  établit  l'identité 

AB  cj.BC  —  cj.  AB.BC^AB  cj.  (  AC  —  AB)  —  (AC  —  AB)  cj.  AB 
•^AB  cj.  AC  —  AC  cj.  AB, 

On  remarquera  que,  par  la  permutation  des  lettres  B,C, 
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Taiie  du  triangle  se  trouve  exprimée  par 

^  (ACcj.AB— cj.AC.AB), 

c'est-à-dire,  dans  le  cas  de  la  figure,  par  un  nombre  né- 
gatif égal  à  — aire  ABC.  Ce  fait,  loin  d'être  un  incon- 
vénient de  la  méthode,  en  constitue  Fun  des  grands  avan- 
tages 5  il  permet  d'éviter  les  erreurs  que  l'on  pourrait 
commettre  dans  l'addition  des  aires,  si  l'on  ne  considé- 
rait pas  assez  attentivement  les  diverses  positions  que 
peuvent  prendre  les  éléments  d'une  figure. 

On  démontre  facilement  que  les  aires  ABC,  BCA,  CAB 
sont  identiques,  même  quant  à  leurs  signes. 

58.  Faisons  deux  applications  de  cette  dernière  règle 
de  la  méthode  des  équipollences.  Si  l'on  décrit,  sur  l'un 
des  côtés  d'un  triangle  ABC  {fig.  i3),    un   parallélo- 

Fig.   i3. 


gramme  ABFE,  et  que  l'on  construise  aussi  avec  le  côté 
CG"^AE  les  deux  parallélogrammes  ACGE,  BFGC, 
on  aura 

ABFE"d:b  -  (AB  cj.  AE  —  AE  cj.  AB), 
ACGE^  ^  {  AC  cj.  AE  —  AE  cj.  AC), 
RFGC-£b^  (AEcj.BC  — BCcj.AE), 
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en  introduisant  AE  à  la  place  de  BF^CG^  AE. 
Si  l'on  se  rappelle  que 

BC<=i^AC  — AB, 
cj .  BC  -dlf  cj .  AC  —  cj .  AB, 

on.  voit  que  ces  trois  équipollences  donnent 
ABFE  =  ACGE  +  BFGC. 

Aux  parallélogrammes  ACGE,  BFGC,  nous  pouvon& 
substituer  les  deux  autres  ACLM,  BNPC  compris  entre 
les  mêmes  parallèles. 

En  effet,  de 

AE'dîr^AM  -f-  ME^A.  AM  -+-  «AC, 
on  tire 

AC  cj.  AE  —  AE  cj.  AC  «dî^  AC  cj.  AM  —  AM  cj.  AC. 

Par  suite,  la  somme  des  aires  des  parallélogrammes 
ACLM,  BNPC  est  égale  à  celle  de  ABFE,  dont  les  deux 
côtés  AE,  BF  sont  équipollents  à  CG. 
.  Ceci  constitue  un  théorème  de  Clairaut,  comprenant, 
comme  cas  particulier,  la  démonstration  du  théorème  de 
Pythagore,  donnée  par  Euclide  dans  sa  47*^  proposition. 
Il  suffît,  pour  cela,  de  supposer  que  le  triangle  ACB  soit 
rectangle  en  C,  et  que  ACLM,  BNPC  soient  deux  carrés 
construits  sur  les  côtés. 

59.  Au  moyen  des  règles  XII  et  I,  on  peut  donner  di- 
verses formes  à  l'expression  de  l'aire  d'un  polygone. 
Ainsi,  pour  le  quadrilatère,  on  a 

ABCD^ABC  + ACD 

-i?^(ABcj.AC—  ACcj.AB  -f-  ACcj.AD  —  ADcj.AC). 
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Réduisant  toutes  les  droites  aux  trois  AB,  AC,  BD,  la 
droite  AB  s'élimine,  et  l'on  a 

ABCD  ^  ^  [  AB  cj.  AC  —  AC  cj.  AB  -f-  AC (cj.  AB  -h  cj.  BD) 

—  cj.AC(AB  +  BD)] 
^^(ACcj.BD  — cj.AC.BD). 

Par  suite  :  U/i  quadrilatère  ABCD  est  équivalent  au 
triangle  ajant  deux  côtés  équipollents  aux  diagonales 
AC,  BD. 

60.  Pour  le  pentagone  ABCDE  (et  Von  peut  en  dire 
autant  pour  tout  autre  polygone),  on  trouve,  en  expri- 
mant (10)  toutes  les  diagonales  au  moyen  des  côtés, 

AB  cj.  BC  -f-  AC  cj .  CD  -f-  AD  cj.  DE  ^  AB  cj.  BC  H-  AB  cj.  CD 

-^ABcj.DE  -i-  BC  cj.CD 
+  BCcj.DE+CDcj.DE, 

et,  par  suite,  la  règle  XII  nous  montre  que  : 

L'aire  ABCDE  est  la  somme  de  tous  les  triangles 
ayant  deux  côtés  équipollents  à  deux  des  côtés  AB,  BC, 
CD,  DE  du  poljgone  [le  côté  EA  étant  omis). 

[A  suivre.) 


DÉTERMIKATiON  DES  ELEMENTS  INFINITE  SIM  VIX  RELATIFS 
AUX  LIGNES  A  DOUBLE  COURBIRE 

(suite  et  fia,  voir  même  tome,  p.  161); 

Par   m.  a.   DE   SAINT-GERMAIN. 


VIII.  Nous  allons  établir  plusieurs  propriétés,  et  cal- 
culer quelques  éléments  qui  se  rapportent  à  l'arc  infini- 
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ment  peiit  OM,  outre  les  théorèmes  démontrés  aux  pa- 
ragraphes IV  et  V.  Nous  supposerons  que  les  valeurs 
de  X,  j,  z  aient  été  explicitées  à  l'aide  du  tableau  pré- 
cédent. 

La  différence  entre  l'arc  OM  et  sa  corde  est 


-s!.^  +  f+z^  =  s-sJs^-\     '- 


24R^ 


I     s' 
4  R^ 


elle  a  pour  limite  le  cube  de  l'arc  divisé  par  i\  fois  le 
carré  du  rayon  de  courbure. 

L'angle  de  la  corde  OM  avec  la  tangente  en  O  peut  être 

Y  S 

mesuré  par  —  =  — -  -h.  .  .  :  il  est,  à  la  limite,  égal  à  la 
^       s         2R  '  ^ 

moitié  de  l'angle  de  contingence. 

L'angle  du  plan  des  xj  et  du  plan  mené  par  la  tan- 

z  s 

gente  en  O  et  le  point  M  a  pour  mesure  lim  -  =  —  ^  il 

est  le  tiers  de  l'angle  de  torsion.  Il  en  résulte  que,  si  l'on 
considère  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  desj'z, 
l'angle  de  la  corde  avec  la  tangente  en  O  est  le  tiers  et 
non  la  moitié  de  l'angle  de  contingence. 

Les  équations  de  la  tangente  en  M  peuvent  s'écrire 


X       -5 


9.K' 


Y  — 

.R+- 

s 
R  " 

.s=     dR 
^R-'    ds 

2Rr    '  ■'■ 

Sa  plus  courte  distance  à  0:c  a  pour  équations  (I)  à  la 
limite 


s  s 

Y  -\ Z=o,      X  =  -; 

2/'  2 
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sa  lonsrucur  est  (I)      '       ;  enfin  son  angle  avec  l'axe  du 
^  ^   '  i2Rr 

plan  osculalcur  est  égal  au  demi-angle  de   torsion;  ces 

théorèmes  ont  été  énoncés  par  M.  Ossian  Bonnet. 

La  normale  principale  en  M  a  pour  équations 


S 

~   2R 

=  — 

6R' 
s 

~  ïï 

r 

ces).  r_  - 

s 

r' 

COSv 

a 
r 

on  a 


les  angles  que  celte  normale  fait  avec  les  plans  des  jj^z  et 
des  xy  sont  complémentaires  do  X  et  de  v,  et  égaux  res- 
pectivement aux  angles  de  contingence  et  de  torsion. 
L'angle  des  normales  en  O  et  en  M  peut  être  mesuré  par 
son  sinus 

Sinw  =  V^t^OS^^  -f-  COS'v  :z:r  -—  J'K'  -\-  r . 
Rr 

La  perpendiculaire  commune    aux  deux  normales   a 
pour  équations 

X        Z  R/^ 

■p  „ 
et  pour  longueur  ■ •  Son  angle  Oz,  égal  à  celui  du 

y^R'  H-  r' 

plan  osculateur  et  du  plan  parallèle  aux  deux  normales, 
a  pour  tangente  —  •  Les  normales  principales  formeni  une 

surface  gauche,  sur  laquelle  le  paramètre  de  distribution 

R*  -^  r' 
le  long  de  la  génératrice  issue  du  point  O  est  — i— 

La  courbe  gauche  a  même  cercle  de  courbure  que  sa 

Ann.  de  Mathémat.,  i^  série,  t.  XII.  (Mai  1873.)  l4 
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projection  sur  le  plan  des  jr>^;  car  dans  chacune  la  dis- 
tance du  point  infiniment  voisin  de  O  à  la  tangente  en  O 
et  la  longueur  de  l'arc  compris  ne  diffèrent  que  de  quan- 
tités négligeables.  La  distance  de  M  à  ce  cercle  est  Thypo- 
ténuse  d'un  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  le  z  du 
point  M  et  la  distance  de  sa  projection  au  cercle,  c'est-à- 
dire  la  puissance  du  point  divisée  par  le  diamètre.  Cette 
distance  est  donc 


IX.  L'équation  générale  du  plan  normal  est,  en  ordon- 
nant, 

X^(y-R)^-(x-.-Y---z)_-^...=  „. 

Le  point  de  rencontre  du  plan  normal  en  O  et  des 
deux  infiniment  voisins  se  détermine  en  annulant  le 
terme  indépendant  de  5,  les  coefficients  de  s  et  de  s^  \  il  a 
pour  coordonnées 

•^i  =  o^    Ji  =  R>    ^'  ~  ''  "^  * 

C'est  un  point  de  l'arête  de  rebroussement  (A)  de  la 
surface  polaire  enveloppe  des  plans  normaux  à  la  courbe 
donnée.  Si  de  ce  point  comme  centre  on  décrit  une  sphère 
passant  en  O,  son  rayon  sera 


p=^R=H-r.(^)'; 


elle  coupe  le  plan  des  xj  suivant  le  cercle  osculateur,  et 
je  dis  qu'elle-même  est  osculatrice  à  la  courbe,  car  elle 
passe  à  une  distance  infiniment  petite  du  quatrième  ordre 
du  point  M.  En  effet,  cette  distance  est  sensiblement  égale 
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à  la  puissance  du  point  M  relative  à  la  sphère,  divisée  par 
son  diamètre  :  c'est  donc 

S  =  —  [{x  —  Jr,p+  (j  —  J,)'  +  (z  —  2,)^  -  p'] 

2p 

I    /     I  „  ,  ^R     \ 

2p  \i2R^  as      J 

± 
I  I     r/R    r/r         I    cP-RX     s'     _    t      r/s      .v< 

7»  "^  Rr  "^  ^  "^  R  ~<^j  24p  "■  24  5r  r7^* 

X.  Le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  en  un  point  quel- 
conque aura  la  même  expression,  ou,  en  vertu  de  Téqua- 
tion  (10), 

/R\'  xn  /d\r\^ 


,=K.-..^  =K.2: 


,  —  r\ 

ds  j  ^^  \  cls^ 

L'examen  de  ce  qui  a  lieu  au  point  O  montre,  par  une 
coïncidence  géométrique  des  plus  simples,  que  le  centre 
de  cette  sphère  a  pour  coordonnées 

dK 

jTj  =  X  +  RcosX  +  r  — —  cos^, .... 
ds 

Pour  le  point  infiniment  voisin  de  O,  il  est  bien  facile  de 
trouver  qu'en  négligeant  s^  on  a 

«?R„        po    dp^ 
ds  Ta    rtRj 

L'arc  cou  de  l'arête  de  rebroussement  (A)  correspon- 
dant à  OM  est  donc  tangent  à  l'axe  du  cercle  osculateur, 
et  a  pour  longueur 

J  Po     ^Po 

d<J  =  -   -f^S. 

Si  l'on  rapproche  cette  valeur  de  celle  que  j'ai  donnée 

14. 
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pour  (î,  on  retrouve  la  formule  inJiquéepar  M.Ruchonnet 

Les  tangentes  à  l'arête  (A)  étant  les  axes  des  cercles 

osculateurs  de  la  courbe  donnée,  langle  de  contingence 

de  WfA  égale  l'angle  de  torsion  de  OM.  En  tenant  compte 

des  termes  en  s'^  dans  les  valeurs  de  x^^y^,  ^2,  on  verrait 

que  le  plan  osculateur  de  (A)  en  00  est  le  plan  normal 

en  O^  mais  cela  résulte  aussi  de  ce  qu'il  est  parallèle  aux 

axes  des  plans  osculateurs  en  O  et   M,  et  que  ces  deux 

plans  passent  par  la  tangente  OX.  Il  s'ensuit  que  l'angle 

de  torsion  de  wfji  est  égal  à  l'angle  des  plans  normaux  en  O 

et  ea  M,  ou  à  l'angle  de  contingence  de  OM.  Les  rayons 

de  première  et  de  deuxième  courbure  de  (A)  en  hi  sont 

respectivement 

dp        R  p    d' 

J'ai  cru  devoir  indiquer  très-rapidement  les  résultats 
connus  que  j'ai  rencontrés  5  mais  on  peut  voir  combien 
la  méthode  précédente  est  régulière  et  facile,  et  propre 
à  l'étude  de  toutes  les  propriétés  qui  ne  dépendent  que 
des  rayons  de  courbure  des  lignes  de  l'espace. 

SCOLIES  POUR  m  TllÉOUÈllE  D'ARITUMÉTIOIE; 

Par  m.   s.  REALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 


Lemme  L  —  Tout  nombre  entier  de  l'une  des  formes 
8rt  +  3,     ^n-\-i,     ^n -\~  Q. 
est  la  somme  de  trois  carrés. 

vmt 
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Pour  la  démonstration  de  ce  lerame,  qui  contient  trois 
propositions  distinctes,  nous  renvoyons  à  la  Théorie 
des  nombres  de  Legendre  (3*  édition,  t.  I,  p.  893  et 
suiv.). 

Les  propositions  énoncées,  ainsi  que  les  conséquences 
que  nous  allons  en  déduire,  peuvent  être  considérées 
comme  autant  de  scolies  au  théorème  général  énoncé  par 
Bachet  de  Méziriac  et  par  Fermât,  et  démontré  par  La- 
grange,  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre 
carrés. 

Nous  n'avons  pas  besoin  d'ajouter  que,  dans  les  énon- 
cés, on  regarde  zéro  comme  un  carré  dont  la  racine  est 
nulle. 

Théorème  L  —  Tout  nombre  impair  est  la  somme  de 
quatre  carrés  dont  les  racines,  prises  avec  des  signes 
convenables ,  ont  une  somme  algébrique  égale  à  Vu- 
nité. 

D'après  le  lemme  ci-dessus,  et  en  observant  que  les 
trois  carrés  dans  lesquels  se  décompose  un  nombre  de  la 
forme  8n  -|-  3  ne  peuvent  être  qu'impairs,  nous  pouvons 
poser 

(i)         8«-+-  3  —  (2«  —  i)^+  (26  —  ï)'+  (^c—  i)% 

et  nous  serons  assurés  que,  pour  toute  valeur  entière  et 
positive  de  /z,  on  peut  assigner  des  valeurs  entières  de  a, 
è,  c  satisfaisant  à  la  formule  (i). 

Cela  posé,  nous  observerons  que  la  relation  (i)  entre 
n,  rt,  b,  c  est  équivalente  à  l'une  quelconque  des  sui- 
vantes : 

(2)  in  -M  :  -  a'  +  P?  -I-  f  +  §\ 

(3)  2/?  M-i  =  a"  +  ^''-i-7'-  +  5'S 


(  ^^4) 

où  l'on  a  fait, 

pour  abréger, 

—  a  -\-  b  —  c  -\-  1 

ce  .—~  ■ ■ 

2 

^        — rt—  6+cH-I 

P-                           2 

a  —  b  —  c  -f-  I 

'^" 

^        a  -h  b  -h  c  —  I 

0 5 

2 

el 

rr    ' -1 

P-                 2               ' 

,       a  -\-  b  —  c 

'*  - 

—a—b—c+1 

ce  qui  se  trouve  vérifié  par  l'identité  des  valeurs  de  n 
tirées  des  formules  considérées. 

Maintenant,  dans  la  formule  (i),  il  peut  arriver  deux 
cas,  selon  que  la  somme  a->rb-\-c  est  un  nombre  impair 
ou  un  nombre  pair.  Dans  le  premier  cas,  les  nombres  a, 
(3,  y,  d  sont  entiers;  dans  l'autre  cas,  les  nombres  a',  j3', 
y',  o'  sont  entiers;  on  a  d'ailleurs 

a-T-|j-i-7  +  5  =  i 

pt)ur  la  formule  (2),  et 

pour  la  formule  (3).  Dans  les  deux  cas,  le  nombre  0.11 -\-i 
est  décomposé  en  quatre  carrés,  dont  les  racines  sont  des 
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entiers  donnant  une  somme  algébrique  e'gale  à  l'unité; 
ainsi  le  théorème  énoncé  se  trouve  démontré. 

Et  comme  de  l'une  quelconque  des  formules  (2),  (3) 
on  remonte  de  suite  à  la  formule  (i),  on  voit  que,  si  l'on 
avait  une  démonstration  directe  du  théorème  I,  celle 
du  lemme  I,  en  ce  qui  concerne  la  décomposition  du 
nombre  8/z-|-3  en  trois  carrés,  s'ensuivrait  immédia- 
tement. 

Ajoutons,  en  passant,  que  la  valeur  de  n  tirée  de  Tune 
quelconque  des  équations  (i),  (2^  (3)  étant 

a-  —  a        h^  —  b        c^  —  c 

n  = i 1 , 
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il  en  résulte  le  théorème  de  Fermât  sur  la  décomposition 
d'un  entier  en  trois  nombres  triangulaire?. 

Théorème  II.  —  Tout  nombre  double  ci  un  impair  est 
la  somme  de  quatre  carrés  dont  les  racines  ont  une 
somme  algébrique  égale  à  zéro. 

Un  corollaire  immédiat  de  la  troisième  partie  du 
lemme  I  établit  que  tout  nombre  impair  est  la  somme 
de  quatre  carrés  dont  deux  sont  égaux. 

On  peut  donc  poser 

2/2  -i-  I  =  rt'H-  ^^  -h  c% 

rt,  ^,  c  étant  des  entiers. 
On  déduit  de  là 

4//  -t-  2=  (a  -f-  c'j2  +  (—  o  -h  C;--l-    —b  —  Cy'H-  [b  —  c]\ 

OÙ 

(«  +  c)-i-( — o-hc)  -h(  —  b  —  c)  -\-  [b  —  c)r=:o; 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Réciproquement,  de  ce  qu'un  nombre  double  d'un 
impair  se  décompose  en  quatre  carrés  dont  les  racines 
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fournissent  une  somme  algébrique  nulle,  il  s'ensuit  que 
l'impair  considéré  est  la  somme  de  quatre  carrés  dont 
deux  sont  égaux. 

Théorème  III.  —  Tout  nombre  double  d^un  impair 
est  la  somme  de  quatre  carrés  dont  les  racines  ont  une 
somme  algébrique  égale  à  2. 

Quel  que  soit  Tenlier  positif  /?,  on  peut  satisfaire  à 
l'équation 

(4)  ^n~>ri~[in  —  iY-\-^b''A-^c' 

par  des  valeurs  entières  de  <?,  Z>,  c\  c'est  ce  que  nous 
apprend  le  lemme  I,  où  il  est  à  observer  que,  des  trois 
carrés  dans  lesquels  se  décompose  le  nombre  ^n  -t-  i,  un 
seul  peut  et  doit  être  impair. 

Mais  on  s'assure  à  l'instant  que  la  relation  (4)  est  équi- 
valente à  la  suivante: 


ou 


et 


a  =  fl  -!-  6  -h  c, 

f  z=  —  a  -h  b  —  c-4-r, 

^  ;--  —  a  — ■  b  -i~  c  -\-  i, 

a  -r-S-!-  7  -f-^— 2. 


De  là  le  théorème  énoncé. 

Réciproquement,  de  ce  théorèrue,  supposé  établi  a 
priori j  découle  la  conséquence  que  le  nombre  /\n  -i-  i  e^t 
la  somme  de  trois  carrés. 

Remarque.  —  On  déduit  aussi  de  (4) 

2«    i-  I  =2  [a^  -(-  b^  -H  c')  —  2a  +  I, 
ou 

2«  -'r-  iz=z  [a  ~  i)=  -\-  a'  -h  {  b  +  cY  -h  [b  —  c)-. 
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On  voit  par  là  que  tout  nombre  impair  est  la  somme 
de  quatre  carrés  dont  deux  sont  consécutifs,  conformé- 
ment à  l'énoncé  de  la  question  1061  des  Nouvelles  yln- 
nales,  proposée  par  M.  Lionnet  ^2®  séiie,  t.  XI,  p.  96). 

En  outre,  la  valeur  de  n  fournie  par  les  relations  posées 

étant 

n  =  (a'  —  fl)  +  i-  4-  c-, 

il  en  résulte  d'abord  que  tout  nombre  entier  est  la  somme 
de  deux  carrés  et  du  double  d\in  nombre  triangulaire. 
Puis,  si  n  est  un  nombre  pair  2/1',  on  obtient 

^^   rt^  —  rt  /b-^cy        fb  —  c 

b    '-  c        b  —  c    ,  .         1       .  j 
et étant  entiers  (puisque,  en  ce  cas,  o  et  c 

sont  nécessairement  tous  les  deux  pairs  ou  tous  les  deux 
impairs).  Ce  résultat  fait  reconnaître  que  tout  nombre 
entier  est  la  somme  de  deux  carrés  et  dhui  nombre  trian- 
gulaiie,  et  fournit  ainsi  la  solution  de  la  question  1060 
proposée  par  M.  Lionnet. 

C0ROLLA.1RES.  —  1°  Tout  nombre  entier  de  la  forme 
{272-1-1)2^'"  est  la  somme  de  quatre  carrés  dont  les 
racines  ont  une  somme  algébrique  égale  à  2'"*, 

2*'  Tout  nombre  pair  de  la  forme  (2/1  +  1)2-'"+*  est  la 
somme  de  quatre  carrés  dont  les  racines  ont  une  somme 
algébrique  égale  à  zéro; 

3°  Tout  nombre  pair  de  la  forme  {^iti  -{-i)  2-'"+^  est 
la  somme  de  quatre  carrés  dont  les  racines  ont  une 
somme  algébrique  égale  à  2'"+'. 

Faisant  /7i  =  o,  on  a  les  trois  lliéorèraes  qui  viennent 
d'être  démontrés. 

Lemme  II.  —  Tout  nombre  double  d'un  impair  est  la 
somme  de  quatre  cariés  dont  l'un  peut  être  choisi  arbi- 
trairement parmi  les  carrés  inférieurs  à  ce  nombre. 
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C'est  une  conséquence  Ju  lemme  I. 

Soit  i\n-\-  9^  le  nombre  considéré,  et  désignons  par  k^ 
un  carré  moindre  que  ce  nombre.  Si  k  est  pair,  le 
nombre  ^n  -\-  i  —  A^  est  de  la  forme  4/^  ~^  ^t  ^^  *^  ^^" 
compose  en  trois  carrés.  On  satisfait  donc  à  l'équation 

4/z  4-  2  —  A^  =  rt^  -1-  b-^  c"" 
en  nombres  entiers  a,  b,  c,  et  Ton  a  ainsi 

(5)  4^^  +  2=:rt2-i-  ^2  +  C=+  X% 

où  A'  peut  être  Tviii  quelconque  des  carrés  pairs  qui  pré- 
cèdent le  nombre  4/^  +  2,  et  où  il  est  bon  d'observer 
que  a,  b,  c  représentent  nécessairement  deux  nombres 
impairs  et  un  pair. 

Si  A  est  impair,  le  nombre  4'^  +  ^  —  A^  est  de  la  forme 
4/?H-i,  et  se  décompose  en  trois  carrés.  Une  équation 
telle  que  (5)  est  donc  possible  en  nombres  entiers  a,  b,  c, 
quel  que  soit  le  carré  impair  A^<^4'^-H2.  En  ce  cas, 
a,  b,  c  ne  peuvent  être  que  deux  pairs  et  un  impair. 

Théorème  IV.  —  Tout  tioinbre  double  d^un  impair 
est  la  somme  de  quatre  carrés  qui  peuvent  être  déter- 
minés de  manière  que  la  som»ie  algébrique  de  leurs 
racines  égale  tel  îiombre  que  Von  voudra  de  la  suite 

O,     2,    4,    ^^-  •  •)        2  y.  —  2,        2fA, 

l)}  étant  le  plus  grand  carré  inférieur  au  nombre  pro- 
posé. 

Cette  proposition,  dont  les  théorèmes  II  et  III  sont  des 
cas  particuliers,  se  démontre  comme  il  suit  : 

-Soient  4«  -I-  2  le  nombre  proposé,  et  A^  un  carré  infé- 
rieur à  ce  nombre. 

D'après  le  lemme  II,  une  équation  telle  que  (5),  où  n 
et  A  sont  fixés  d'avance,  admet  toujours  une  solution  en 
nombres  entiers  a,  Z»,  c. 
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Nous   pouvons  remplacer  celte  équation  par  la  sui- 
vante : 

(6)  4^^  +  2=  a=+ ^--t-v'-f- 0% 

en  donnant  à  s:,  |S,  y,  o  les  valeurs 

a  -i-b  +  c-\-  k 


2 

■rt-h 

-h- 

-  c-\-  k 

1 

-  a  — 

■b  +c-\-k 

2 

n  - 

-h- 

—  c 

-+-A_ 

car  on  aura,  par  identité, 

a=  4-  3'  -+-  '/-  -4-  ô-  ==  <7^  -f-  ^2  -f-  r'  +  A^ 

Si  A  est  pair,  a,  Z>,  c  représentent  deux  nombres  im- 
pairs et  un  pair,  ainsi  qu'on  l'a  observé  plus  haut,  et  les 
nombres  a,  |3,  y,  o  sont  e;iliers. 

Si  A  est  impair,  «,  (^,  c  sont  deux  nombres  pairs  et  un 
impair,  et  a,  j3,  y,  o  sont  encore  entiers. 

On  a  d'ailleurs 

(7)  a  +  ,8  H-y -f-(î=:  2X-. 

Ces  résultats  (6)  et  (y),  où  A  est  la  racine  de  l'un  quel- 
conque des  carrés  qui  se  trouvent  au-dessous  du  nombre 
proposé  4'^+  2,  établissent  le  théorème  énoncé. 

Corollaire.  —  Tout  nombre  impair  est  la  somme  de 
quatre  carrés  qui  peuvent  être  déterminés  de  manière 
que  les  racines  de  deux  d^ entre  eux  aient  pour  différence 
tel  nombre  que  Von  voudra  de  la  suite 

o,    I,    2,    2,   3,  .  .  .,    a  —  I,    il, 
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u}  étant  le  plus  grand  carré  inférieur  au  double  du 
nombre  proposé. 

Par  le  théorème  IV,  l'équalion 

(6)  4  «  -h  2  —  a-  4-  P'  +  7=  -h  ^2 

est  résoluble  en  nombres  entiers  a,  j3,  y,  ^  (deux  pairs, 
a,  y\  deux  impairs,  (3,  o),  qui  satisfont  à  la  condition 

a  -)-  p  -W  7  -t-  ^  =  2  ^, 

i^  étant  la  racine  d'un  carré  arbitraire,  inférieur  à  4^2  +  2. 
En  posant 

. 1.       p-tJ.       r_-P-^.       r.--±J.. 

2 

d'où 


A  = ^,      B  =  "^ ,      C  =  — <:- ,      D 

2  2  2  2 


2 

l'équation  (6)  aonne 

2«  -H  I  =  A'  +  B=  H-  C  +  D% 
c'est-à-dire 

2/2  -f-i  =  AH-B'  +  C'4-  (C  +  K)'; 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

Dans  le  cas  de  A"  =  o,  l'impair  in  -\-  i  se  trouve  dé- 
composé en  quatre  carrés  dont  deux  sont  égaux.  Pour 
A  =  i,  on  a  la  décomposition  considérée  dans  la  ques- 
tion 1061  déjà  citée. 

Théorème  V.  —  Tout  nombre  impair  est  la  somme  de 
quatre  carrés  qui  peuvent  être  déterminés  de  manière 
que  la  somme  algébrique  de  leurs  racines  égale  tel 
nombre  que  Von  voudra  de  la  suite 

1,    3,    5,    7,..  .,    2^ty.  —  I,      2p  -L  I, 

(2uH-i)^  étant  le  plus  grand  cairé  impair  au-dessous 
du  quadruple  du  nombre  proposé. 
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Le  mode  de  démonstration  employé  pour  Je  théo- 
rème I  s'applique  comme  il  suit  à  la  proposition  généra- 
lisée qu'on  vient  d'énoncer  : 

Soient  2/z  H-i  le  nombre  proposé,  et  A^  un  carré  im- 
pair compris  entre  zéro  et  4(2«  +  i). 

Le  nombre  Sn  -\-  4  —  ^^^^  étant  de  la  forme  8p  -'—  3, 
se  décompose  en  trois  carrés  impairs  que  nous  représen- 
terons par  [la  —  ky,  [ih  —  /.)%  [ic  —  hy^  en  sorte 
que  l'équation 

(8)  8«n^4  —  >(=—  (2fl—  /■)'H-  [lb  —  kY^[lC~  h)\ 

dans  laquelle  n  et  A"  sont  fixés  d'avance,  subsistera  pour 
des  valeurs  entières  de  a,  b,  c. 
Cette  équation  donne 

et  nous  fournit  ainsi  une  décomposition  du  nombre  pro- 
posé en  quatre  carrés  fractionnaires. 

jNIais  cette  relation  est  identiquement  équivalente  à 
l'une  quelconque  des  suivantes  : 

(9)  2«-,-  l^  a'H-  p-'+v'+^S 

(10)  2«H-I  =  a'^-^p^H-7''-l-(î'S 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

n  -{-  h  -,-  r  —  ^- 


—  n  —  h  - 


3=^^ 


2 
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et 

a' 

/7  —  I?  -4-  r 

2 

P' 

n  -A-  h  —  c 

2 

7' 

—  n  -\-  h  -^  r 

2 

S' 

—  n  —  h  —  c  -A-  ik 

—                                          > 
2 

et  où  l'on  a 

Maintenant,  si  a  +  Z»  -j-  c  est  un  nombre  impair,  a,  j3, 
y,  ^  sont  entiers,  et  Ja  décomposition  (9)  vérifie  le  tliéo- 
rème.  Si  « -j- Z»  4- c  est  un  nombre  pair,  a',  j3',  y',  ^' 
sont  entiers,  '3t  le  théorème  est  vérifié  par  la  décompo- 
sition (10). 

Note.  —  La  formule  (8)  montre  que  tout  nombre 
quadruple  d'un  impair  est  la  somme  de  quatre  carrés 
impairs,  dont  Vun  peut  être  choisi  arbitrairement  parmi 
ceux  qui  sont  au-dessous  dii-  nombre  proposé. 

On  a  vu  plus  haut  (lemme  II)  une  proposition  ana- 
logue, touchant  les  nombres  doubles  d'un  impair. 

A  ces  propositions,  il  est  bon  d'ajouter  les  deux  sui- 
vantes, qui  se  rapportent  à  la  décomposition  des  nombres 
impairs  : 

Tout  nombre  impair  de  la  forme  4»  +  i  est  la  somme 
de  quatre  carrés  dont  l'un  peut  être  choisi  arbitraire- 
ment parmi  les  carrés  pairs  inférieurs  à  ce  nombre. 

Tout  nombre  impair  de  Informe  4'^  +  3  est  la  somme 
de  quatre  carrés  dont  Ihin  peut  être  choisi  arbitraire- 
ment parmi  les  carrés  impairs  inférieurs  à  ce  nombre. 
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En  efTel,  l'entier  positif  4«  -+-1  —  i\h^  est  de  la  forme 
^p  +  1,  et  se  décompose  eu  trois  carres  (dont  deux  pairs 
et  un  impair),  et  l'entier  positif  4"  +  3  —  (2/i'+  i)'  est 
de  la  forme  ^p  +  2,  et  se  décompose  de  même  eu  trois 
carrés  (dont  deux  impairs  et  un  pair).  De  là  résultent 
deux  équations,  telles  que 

4/z  -L  I  =  ^u-  -f-  4^>2  _^  (2C-I-  i)=H-  4/^2, 

4«+   3l=4«'^-4-(2/.'-l-l)2+(2c'+l)'  +  (2//-f-l)S 

résolubles  en  nombres  entiers  «,  Z»,  c  et  a',  h',  c'  respec- 
tivement, n,  h  et  h'  étant  fixés  d'avance. 


SOLUTION  DE  TROIS  QUESTIONS 

Proposées  par  M.  Gilbert,  Professeur  à  riniyersité  de  Louvain  ; 

Par  m.  Charles  RUCHONKET. 


Je  commence  par  la  troisième  question,  pour  pouvoir 
en  utiliser  le  résultat  dans  la  solution  de  l'une  des  deux 
autres. 

Soit  m'  la  projection  de  JM'  sur  le  plan  osculaleur  en 
M",  on  sait  que 

Je  fais  glisser  sur  la  courbe  donnée  une  droite  qui  reste 
constamment  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  M, 
et  le  cylindre  que  cette  droite  engendre,  je  le  développe 
sur  le  plan  rectifiant  en  M.  Les  points  M',  m'  viennent 
prendre  sur  ce  plan  des  positions  N  et  //.  Le  point  n  est 
situé  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe,  et  Ton  a 

I     r/.v' 

^  '  b  RT 
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Comme  le  développemeiil  du  cylindre  n'a  point  altéré 
les  longueurs  des  arcs  MM',  IM/n',  on  a 

(2)  arcMN  =  arc  M  M',     M«  =  arcMw'. 

Posons 

(3)  Mn=.-a, 

Rapportons  la  courbe  MN  à  deux  axes  rectangulaires, 
prenant  le  point  M  pour  oiigine,  la  tangente  Mn  pour 
axe  des  x,  et  la  normale  principale  en  M  pour  axe  des  y. 
Comme  N/i  est  du  troisième  ordre  (2),  Téquation  de  la 
courbe  MN  est,  en  désignant  par  A  une  constante, 

(4 )  j»'  =  Ar^  -1-  des  termes  en  t  de  degrés  supérieurs  à  3  ; 
et  Ion  tire  de  là 

dv 

-^-  =z  jAx^  -\~  des  termes  en  x  de  degrés  supérieurs  à  2. 
ax 

On  a 

r 

arcMN  = 


d'où 


Comme  MM'  ou  ris  et  a  sont  égaux  en  tant  que  infîni- 
nient  petits,  les  équations  (i)  et  (4),  rapprocbces  Fune 

de  l'autre,  montrent  que  A  est  égal  à  ^ —  •  donc 

oRT 


fa 

^--   /      dx  s,/i-h  qA'jT* 

Jo 

'—    /      dx  (l    'r^^A^-x^ 

arcMN  =^  a  H 

-  -^A'aK 
10 

arcMN  =  a 


4o  R-P 
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d'où,  en  verlu  des  équations  (2)  et  (3), 

arc  MM'  —  arcM/n'  =  :; 

40  R=T' 

Écrivant  dans  cette  équation  ds  au  lieu  de  a,  on  obtient 
la  relation  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

Je  passe  à  la  première  question. 

Soit  toujours  ni'  la  projection  de  M'  sur  le  plan  oscu- 
lateuren  M.  La  projection  de  IM'Mi  sur  la  normale  prin- 
cipale en  M  est  égale  à  la  projection  de  m'M^  sur  cette 
normale*,  et,  comme  la  direction  m'Mj  fait  avec  la  nor- 
male principale  un  angle  infiniment  petit,  on  peut  rem- 
placer la  projection  de  m'Mj  par  m'Mi  lui-même.  Or  on 

,,.         K'ds'     „,  ,  ,      ,,  .    ,    ./R 

sait  qvie  m  M.  =-77——?   K   représentant  la  dérivée  -—■> 
^  oR'  ^  ds 

,       .      ,  ,      uds^       ,  , 

et  cette  expression  est  équivalente  a  ?  a  cause  de 

u  =  R'T. 


Je  prends  enfin  la  deuxième  question  ,  et  je  considère 
d'abord  le  cas  d'une  courbe  plane. 

Rapportons  la  courbe  à  deux  axes  rectangulaires,  en 
prenant  M  pour  origine,  la  tangente  en  M  pour  axe  des  x, 
et  la  normale  pour  axe  des  j".  On  a,  en  désignant  par  A 
et  B  deux  constantes, 

(I)    j  =  A  j:'  -h  Ba:^  -+-  des  termes  en  x  de  degrés  supérieurs  à  3, 
d'où 

dv  ,          ,  .         . 

-^  =  2Ax  -i-  ùBjc-  -h  des  termes  en  jc  de  degrés  supérieurs  à  2. 
dx 

Soit  P  {Jig- 1)  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 

Ann.  de  Mathémat.,  2«  série,  t.  XII.  (Mai  1873.)  l5 
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de  M'  sur  la  tangente  eu  M.  Posons  MP  =  a-^  on  a 


t/O 


X 


dx  \Ji  +  4A'j:'  +  l2ABx3 
cl.v  [  I  +  ■xK'x''  H-  6ABar'), 


d'où 


2  3 

(II)  arcMM' =  « -H -A=«^  +  -  ABfl^ 

i  2 

Il  s'agit  maintenant  d'obtenir  les  expressions  de  A  et 
deB. 

Menons  la  tangente  en  M'-,  soit  T  le  point  où  elle 
coupe  celle  en  M.  Désignons  par  e  l'angle  des  deux  tan- 
gentes. Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  rayon  de 
courbure  aille  croissant  de  M  vers  M' 5  alors  on  a,  comme 
on  sait, 


2  12 


d'où 


III)  ]VI'P  =  -£r/^4- —  s=r/R. 

2  12 


US  I 

Or  l'égalité  —  =  R  H —  JR,  qui  est  vraie  au  second  ordre 
près,  donne,  au  troisième  ordre  près, 

(IV)  .=*_i^±:. 

^      '  R        2      R^ 

Substituant  celte  valeur  dans  (III),  il  vient 

M'P  = -. — . 

2R        bR^ 


i 
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Comme  la  différence  entre  aie  MM'  et  MP,  c'est-à-dire 
entre  ds  et  a,  est  du  troisième  ordre,  l'équation  précé- 
dente reste  exacte  au  quatrième  ordre  près,  si  l'on  y  écrit 
a  au  lieu  de  ds^  ce  qui  donne 

Cette  équation,  rapprochée  de  (I),  montre  qu'on  a 

et  l'équation  (II)  devient,  en  substituant  ces  valeurs, 

I  R' 

(V)  arcMM'  =  rt+- — a'—- — a'- 

Calculons  maintenant  la  corde  MM'.  Posons 

angle  M' MP  =  M; 
on  a 

a 


corde  MM'  = 


ces  M 
d'où,  au  cinquième  ordre  près, 

corde  MM' = 


1  —  -  I\P 


Puisque  nous  supposons  que  le  rayon  de  courbure  va 
croissant  de  M  vers  M',  on  a,  comme  on  sait, 


M  =  -s-:-  — R'e', 

2  12 


d'où,  au  cinquième  ordre  près, 

cordeMM'= =«  (  1  +  -s^^ 7  R'sM  ♦ 

1,1  ^         "  -^  ■  ' 

K^ 7 

o         24 


1—  tts' 7Rj'  ^ 


i5. 
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d'où,  en  remplaçant  s  par  sa  valeur  (IV), 


corde  MM'  =  «    i 


\K^  ~~  12RV 


Remplaçant  ds  par  a,  cette  égalité  reste  exacte  au  cin- 
quième ordre  près  5  il  vient 

«'         R'  a' 
cordeMM'=«+g^,-^^^3. 

Retranchant  cette  dernière  de  (  V  ),  on  obtient 


arc  MM'  —  corde  MM'  =:  — , 


R'rt^ 


24  R^        24  R^ 

Au  cinquième  ordre  près,  on  peut  écrire  dans  celle-ci  ds 
au  lieu  de  a  ;  donc 

ds^  K'ds' 


arc  MM'  —  corde  MM' 


24  R^       24  R^ 


Considérons  la  dilTérence  arcMMi — •  corde MMi   re- 
lative   au   cercle  osculateur;    comme,   par  hypothèse, 

Fig.  2. 


arcMMi  =arcMM' =  r/5,  comme  R'  est  nul  dans  un 
cercle,  et  comme  R  a  la  même  valeur  dans  la  courbe  con- 
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sidérée  et  dans  le  cercle  oscillateur,  la  précédente  égalité 
donne 

arc  MM,  —  corde  M  M,  = 


24  R^ 
Retranchant  l'une  de  Taulre  ces  deux  équations,  il  vient 


corde  MM'  —  corde  MM,  = 


24  R' 


Sur  la  corde  MM,   prolongée,   prenons   ME  =  MM' 
{Jig.  2)  5  on  a,  d'après  la  dernière  égalité, 


M,E  rr: 


24  R^ 


De  M'  abaissons  une  perpendiculaire  sur  MMj -,  elle 
coupe  cette  droite  et  la  normale  en  des  points  F  et  G. 
La  longueur  FE  est  du  cinquième  ordre,  parce  que 
l'angle  M'MMi  est  du  second,  et  MM'  du  premier;  on 
peut  donc  négliger  FE  devant  MjE,  et  écrire 

(VI)  M,F  =•*'*' 


2:iR^ 


Soit  IM'H  le  prolongement  de  PM',  qui  est  parallèle  à 
la  normale  en  M.  Désignons  par  Z  la  projection  de  M'INIj 
sur  la  tangente  MP,  ce  qui  est  la  grandeur  dont  il  s'agit 
d'obtenir  l'expression -,  on  a 

Z  =  M'M,  XangleM.M'H, 
ou 

Z  =  M'M,(M,M'F4-FM'Hj. 

Or  FM'H  =  M'GM  =  FMP,  et  l'angle  FMP  est  égal  à 

la  moitié  de  l'angle  des   tangentes  au  cercle  en  M  et 

en  Mj,  et   ce  dernier  est  égal,   en    lant  qu'infiniment 

ds 
petit,  à  e  ou  —5  puisque  MM,  est  le  cercle  osculateur 
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en  M.  Donc 


d'où 


FM'H=  --, 

2R 


(VII)  Z  =  M'M,  fM,M'F  +  — y 

M'iVIi  étant,  en  tant  qu'infiniment  petit,  égal  à  la  dis- 
tance de  M'  au  cercle  osculateur,  on  a,  comme  on  sait, 

(VIII)  M'M,=  |^. 

1\I|F 
D'ailleurs  anele  JM^M^F  =:=      '     ?    d'où,   en   vertu   des 
'^  M'JMi  ' 

équations  (VI)  et  (VIII)  données  ci-dessus, 

(IX)  angleM,l\î'F=|^^. 

Les  équations  (VII),  (VIII)  et  (IX)  donnent 

.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  ne  soit  pas  plane. 
Considérons  sa  projection  sur  le  plan  osculateur  en  M, 
et  soit  m'  la  projection  de  INl'  sur  ce  plan,  La  projection 
de  M'Mi  sur  la  tangente  en  Pvl  est  égale  à  celle  de  m^Sl^. 
Sur  la  projection  de  la  courbe,  prenons 

arcMKr^arcWM'; 
on  aura 

arcMK  =  arc  MM,. 

Comme  la  courbe  considérée  et  sa  projection  ont  au 
point  M  non-seulement  même  cercle  osculateur,  mais 
encore  même  R',  on  a,  par  l'équation  (X)  ci-dessus, 

R'  (ù* 
projection  de  RM,  sur  la  tangente  en  M  =:  ■  • 


(  23i  ) 
Remarquons  maiutenaiit  que,  comme  on  a  par  con- 
struction arc  m'K  =  aixMM'  —  arc  M/»',  et  que  cette 
différence  est  du  cinquième  ordre,  comme  il  a  été  dé- 
montré ci-dessus  en  traitant  la  troisième  des  questions 
proposées,  la  projection  de  ni'Mi  sur  la  tangente  en  M 
est,  au  cinquième  ordre  près,  égale  à  celle  de  KMj.  On 
a  donc,  par  l'équation  précédente, 

projection  de  w'M,  sur  la  tangente  en  M  =-— — -• 

d'où,  en  remplaçant  R'  par  -  et  la  projection  de  m'Mj 

par  celle  deM'Mj,  qui  lui  est  égale,  comme  nous  l'avons 
fait  remarquer  tout  à  l'heure, 

projection  de  M'Mi  sur  la  tangente  en  M  =  -  « 


CORRESPOXDAXCE. 


Nous  avons  reçu  de  M.  Ph.  Gilbert,  professeur  à 
l'Université  de  Louvain,  un  Mémoire  sur  Vexistence 
de  la  dérivée  dans  les  fondions  continues,  où  l'auteur 
critique  un  Mémoire  de  M.  Hankel,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Tubingue,  qui  admet  l'existence  de  fonctions 
continues  n'ayant  pas  de  dérivée.  M.  Darboux  a  récem- 
ment communiqué  à  ce  sujet,  à  la  Société  mathématique 
de  France,  une  Note  Sur  les  intégrales  des  Jonctions 
discontinues  et  sur  les  fonctions  continues  nui  ?i  ont  pas 
de  dérivées.  Nous  y  reviendrons, 

M.  Bourguet,  de  Nantes,  nous  fait  remarquer  q/ie  la 
proposition  qui  fait  l'objet  de  la  question  1109  n'est  pas 
entièrement  exacte,  comme  le  prouve  du  reste  l'élégante 
démonstration  de  M.  Poujade.  Les  points  d'intersection 
des  diamètres  des  paraboles,  relatifs  aux  points  de  contact, 
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avec  les  côlés  du  triangle,  sont  sur  trois  droites  issues 
des  trois  sommets  et  concourantes,  ou  bien  sont  trois 
points  en  ligne  droite. 

M.  Bourguet  nous  communique  en  outre,  à  propos  de 
la  question  1086,  cette  proposition  d'un  de  ses  élèves  : 

«  Lorsque  deux  coniques  ont  un  foyer  commun,  le 
quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  qui  ont  pour 
corde  des  contacts  la  ligne  des  deux  foyers  non  communs 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

»  1°  La  droite  qui  passe  par  le  milieu  des  diagonales 
coupe  perpendiculairement,  et  en  son  milieu,  la  droite 
des  foyers  non  communs;  2°  les  distances  des  sommets 
du  quadrilatère  à  la  même  droite  sont  égales  à  la  somme 
et  à  la  différence  des  demi-axes  focaux  des  coniques.  » 

M.  B.  Niewenglowsl^i,  professeur  au  lycée  de  Cler- 
moat-Ferrand,  m'a  envoyé  une  Note  sur  la  discussion 
du  cas  des  triangles  splièriques,  dans  lequel  les  données 
sont  rt,  Z»,  A.  L'auteur  prétend  que  Ton  s'est  jusqu'ici 
universellement  trompé  dans  cette  discussion,  et,  parmi 
les  ouvrages  incriminés,  il  cite  le  Traité  de  Trigonomé- 
trie de  M,  J.-A.  Serret. 

Or,  en  me  reportant  à  la  page  191  de  ce  Traité,  le 
seul  que  je  possède,  j'y  lis  : 

«  Il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible,   que 

sine  sin  \      .  .     .  .  ,.  . 

: soit  moindre  cnie  i  :  si  cette  condition  est  rem- 

sin  a  ^  ' 

plie,  il  y  a  deux  valeurs  de  B  qui  satisfont  à  l'équation 

.    T)        sine  sin  A    ,,         -,  ,  .  „   ,, 

sin  D  =:  : :  1  une  M  est  plus  petite  que  90°,  1  autre 

M'  est  égale  à  180"  — M. 

»  Pour  que  l'une  de  ces  valeurs  de  B  réponde  à  la 
question,  il  faut  et  il  suffit  (n°  149)  que  A  —  B  et  «  —  b 
aient  le  même  signe.  Ainsi  la  condition  pour  que  M  ré- 


(  .33  ) 
ponde  à  la  question  esl  que  A  —  M  soil  de  même  signe 
que  a  —  h\  de  même  la  condition  pour  que  M'  y  ré- 
ponde est  que  A  —  M'  soit  de  même  signe  que  a  —  h.  » 

Suit  une  discussion  où  M.  Serret  examine  les  diffé- 
rents cas  où  !M  et  M'  répondent  à  la  question.  Or  il  est 
bien  clair  qu'il  faudrait  être  dénué  de  sens  commun  pour 
aller  discuter  sur  M  et  M',  dans  le  cas  où  ils  n'existeraient 
pas.  Or  c'est  précisément  ce  dont  M.  Niewenglowski  ac- 
cuse tous  les  auteurSj  y  compris  M.  Serret,  ainsi  qu'on 
en  pourra  juger  par  la  réponse  suivante  qu'il  a  faite  à 
mes  observations  : 

«  ^  ous  me  dites  que,  dans  le  tableau  de  discussion  du 
problème  en  question,  les  auteurs  que  je  critique  ont 
supposé  que,  hien  entendu,  la  condition 


sinAsinè    ^ 
"  I 


est  vérifiée.  Eh  bien!  cette  explication  n'est  pas  soule- 
nable.  Soyons  francs.  Supposez  que  la  discussion  donnée 
par  M.  Gerono,  votre  coUahovaleur,  pour  lequel  j'ai 
d  ailleurs  une  profonde  estime,  ne  soil  pas  une  de  celles 
que  je  conteste,  n'auricz-vous  pas  accepté  ma  INote.^  Eh 
bien!  ouvrons  le  Traité  de  Trigonométrie  de  M.  Ser- 
ret, p.  191  et  192  (4*^  édition),  par  exemple  : 

o  c-  ^  1     ^     c  1       •     r.        sin/>  sin  A   j 

(!  1°  Si  a  esl  <  0.  la  lormuie  sinb  =  — ■: donne 

sinrt 

')   M^A,  et,  à  plus  forte  raison,  ]M'^  A5  il  y  a  donc 

V   deux  solutions,  etc.  » 

»   Donc,  pour  former  le  tableau  de  la  page   193,  on 

,     ,      ^  ,      ...        sin  Z»  sin  A  ., 

tient  compte  de  la  forninie  sinL)  = 5  et  11  esl 

'  -^  sinrt 

impossible  que,  quand  je  lis  :  si  l'on  a  A  <;  90°,  b  <^  90°, 

a<ib,  il  y  a  deux  solutions,  je  n'en  conclue,  en  toute 
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confiance,   qu'il  y  aura   toujours  deux  solutions,  si  ces 
conditions  sont  vérifiées. 

»  Discuter  un  problème,  c'est,  pour  tout  le  monde,  in- 
diquer le  moyen  de  reconnaître  a  priori  sur  les  données 
si  le  problème  est  possible,  et  combien  il  a,  suivant  les 
cas,  de  solutions.  Je  maintiens  donc  mon  dire,  et  je  vous 
serais  reconnaissant  si  vous  vouliez  bien  insérer  ma 
Note.  Si  vous  persistez  à  me  croire  dans  l'erreur,  qui 
vous  empêche  de  faire  des  réserves?  Mais,  encore  un  coup, 
il  y  aurait  donc  dans  le  tableau  de  la  p.  1^3  des  résul- 
tats toujours  vrais,  comme,  par  exemple, 

A]>>90",      b<^ç)0°,     a'^b     et     a  -\-  0  <\8o°  une  solution, 

et  d'autres  vrais  seulement  quelquefois,  conditionnel- 
lement.  Quand  j'aurai  le  temps,  j'enverrai  ma  Note  à 
M.  Serret.  Si  vous  le  voyez,  ayez  la  bonté  de  lui  en 
parler-,  je  suis  sûr  qu'il  changera  cette  discussion  dans 
une  édition  subséquente.  En  tout  cas,  avouez  que  la  so- 
lution que  je  vous  ai  envo3'ée  est  plus  claire,  sinon  plus 
exacte.    » 

M.  Niewenglowski  se  trompe  encore  sur  ce  point.  La 
•solution  qu'il  m'a  envoyée  est,  en  effet,  une  solution 
absolument  géométiiquc,  et  ce  qu'il  y  a  à  faire,  au  point 
de  vue  trigonomélrique,  est  précisément  de  déduire  des 
formules,  et  des  formules  seules,  tous  les  i^ésultals  qu'on 
peut  obtenir  géométriquement. 

Enfin  cette  discussion  n'eût  jamais  vu  le  jour,  sans  la 
dernière  lettre  que  voici  : 

«Je  vous  demande  pardon  de  revenir  encore  sur  la  dis- 
.cussion  du  cas  clou/eux,  mais  voici  un  argument  en  faveur 
de  mon  opinion,  que  je  crois  péremptoire. 

Si 

A>90'',      ^'<90°,     fi^b,     a  +  ^-^iSo", 
ces  Messieurs  disent  :  aucune  solution. 
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»  Ici  vous  nepourrez  pas  ra'objecter  qu'ils  supposeut  a 
priori  que  la  condilioii  sinB^i  est  salisfaite,  ou  plutôt 
qu'elle  ne  Test  pas. 

))  Quaud  on  annonce  qu'il  y  a  une  solution  par  exemple, 
si  je  vous  réponds  qu'il  n'y  en  a  pas,  vous  m'objectez  c|ue 
l'on  suppose,  bien  entendu, 

sin  A  sin  h 


< 


i. 


Or  ici  j'admets  parfaitement  votre  objection,  il  est  sup- 
posé que 


sin  A  sin^  ^ 
: _  i; 


et  ces  Messieurs  disent,  dans  le  cas  considéré  :  aucune  so- 
lution. 

))  Or  soient 

A  =  120°,     fl  =  60",     Z»  =  j5"j 

on  est  bien  dans  le  cas  considéré. 
»  Or 

-  \  o  X  -  v/  2 
siiiB  =  -^  -  iJi, 

riiypotbèse  est  justifiée;  donc  sinB  est  réel, 

B'=45«,     B"=i35''; 
alors 

a  —  Zi^o,      120" — 45°^^  o»     ^20" — i35°<^o; 

donc  il  y  a  une  solution. 

»  Je  crois,  Monsieur,  que  cette  fois  vous  serez  con- 
vaincu et  que  M.  Gerono  voudra  bien  reconnaître  son 
erreur.  Mon  Dieu  !  c'est  pourtant  si  facile  de  se  tromper, 
qu'il  y  a  à  mon  avis  beaucoup  de  gloire  à  reconnaître  son 
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erreur  :  Errare  himiinum  est,  sed  in  errove perseverare 
diabolicuin. 

»  Prouvez-moi  que  je  me  trompe  de  nouveau,  ou  autre- 
ment je  ne  comprendrai  pas  pourquoi  vous  refusez  d'in- 
sérer mon  article.  » 

Il  suffi td' ouvrir  le  Traité  de  Trigonométrie  de  M.  Ser- 
ret,  à  la  page  citée  par  l'auteur,  pour  y  lire,  dans  le  cas 
particulier  considéré, 

A  ^  90",     Z*  <:^  90",     a^  h    et    «-t-i<i8o°    une  solution; 

ce  qui  est  exactement  le  contraire  de  ce  qu'il  y  a  lu. 

Ch.  B. 
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si  l'on  veut,  des  qualités  accessoires,  mais  qui  facilitent  consi- 
dérablement le  travail  aux  élèves  et  que  l'on  néglige  peut-êire 
trop  en  France  (*  j. 

Le  Calcul  infinitésimal  a  été  présenté  de  bien  des  manières 
depuis  son  invention,  mais  au  fond  toutes  ces  manières  se  ramè- 
nent à  deux.  L'une  des  méthodes  consiste  à  admettre  que  nous 
avons  une  notion  innée  de  l'infini  et  de  l'infiniment  petit,  no- 
tion à  la<iuelle  il  est  impossible  de  substituer  aucune  définition, 
absolument  comme  nous  avons  la  notion  de  l'espace  et  du  temps 
dont  nous  parlons  sans  pouvoir  les  définir.  En  se  plaçant  dans 
cet  ordre  d'idées,  on  comprend  la  série  divergente,  l'esprit 
embrasse  pour  ainsi  dire  les  termes  jusqu'à  leurs  dernières 
limites  et  conçoit  leur  somme;  les  courbes  deviennent  de  véri- 
tables polygones  reclilignes,  les  surfaces  sont  des  polyèdres,  etc. , 
mais  l'expérience  a  démontré  que  la  métaphysique  résultant  de 
ces  conceptions,  d'un  ordre  peut-être  trop  élevé,  conduisait 
souvent  à  de  grossières  erreurs;  et  les  esprits  rigoureux  se  sont 
de  tout  temps  refusés  à  admettre  les  doctrines  fondées  sur  la 
considération  de  l'infini  a  priori,  bien  que  ces  doctrines  aient 
été  acceptées  sans  discussion  par  les  plus  grands  géomètres  des 
deux  derniers  siècles. 

L'autre  méthode  conduit  à  l'étude  des  limites  des  rapports  et 
des  sommes  de  quantités  variables  dont  la  grandeur  absolue 
peut  être  abaissée  au-dessous  de  toute  quantité  fixe  donnée 
a  priori.  Cette  méthode  est  celle  que  l'on  semble  avoir  défini- 
tivement adoptée  en  France,  où  elle  a,  je  crois,  pris  naissance 
il  y  a  une  cinquantaine  d'années.  La  méthode  des  limites,  dans 
laquelle  on  d(finit  l'infiniment  petit,  semble  au  premier  abord 
moins  large  que  la  précédente  ;  mais  elle  jouit  de  deux  avan- 
tages précieux  :  elle  n'élève  de  doute  dans  l'esprit  d'aucun 
.géomètre,  et  ses  indications  ont  toujours  été  trouvées  parfaite- 
ment exactes.  On  lui  avait  reproché  à  l'origine  ses  tendances 
restreintes  et  peu  philosophiques;  mais  il  est  aujourd'hui  bien 
établi  que  de  cet  esprit  de  rigorisiTie  pouvaient  naître  des  idées 


(*)  Sur  ce  point,  nous  ne  sommes  pas  du  tout  de  l'avis  de  l'auteur, 

Cii.  B. 
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fécondes,  que  des  conceptions,  en  apparence  plus  larges,  nous 
auraient  à  jamais  cachées. 

M.  Williamson  a  cru  devoir  adopter  la  première  façon  de 
présenter  les  choses;  nous  ne  voulons  point  ici  critiquer  sa  ma- 
nière de  voir  :  ignorant  les  exigences  des  programmes  et  les 
habitudes  de  nos  voisins  d'outre-Manche,  nos  critiques  seraient 
très-probablement  mal  fondées  :  du  reste,  il  faut  avouer  que  les 
théories  purement  infinitésimales  sont  bien  plus  goùlées  des 
commençants,  en  ce  sens  qu'elles  fatiguent  moins  leur  attention. 
Peut-être  vaut-il  mieux  les  employer  franchement,  quand  on 
veut  former  des  ingénieurs  et  non  des  savants.  Les  conséquences 
des  doctrines  adoptées  par  M.  "Williamson  sont  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés,  l'ancienne  démonstration  de  la  for- 
mule lim  (  I  4 J    =  é",  et  quelques  autres  théories  que  nous 

n'admettrions  point  dans  notre  enseignement.  Quoi  qu'il  en  soit, 
nos  jeunes  candidats  à  la  licence  trouveront,  dans  l'Ouvrage 
dont  nous  donnons  l'analyse,  de  nombreux  exercices  à  la  fin  de 
chaque  chapitre,  ce  qui  fait  généralement  défaut  dans  nos  traités 
classiques.  Nous  leur  recommanderons  surtout  la  théorie  des 
raaxima  et  des  minima,  à  laquelle  l'auteur  semble  avoir  accordé 
une  préférence,  et  le  dernier  chapitre  relatif  au  changement  de 
variables.  Voici  du  reste  les  titres  des  principales  subdivisions. 

1.  Premiers  principes;  dilferentiation.  —  2.  Différentia- 
tions  successives.  —  3.  Développements  en  série. —  4.  Formes 
indéterminées.  —  5.  Différentielles  partielles.  —  6.  Différentielles 
partielles  des  divers  ordres,  — •  7.  Formules  de  Lagrange  et  de 
Laplace.  —  8.  Généralisation  du  théorème  de  Taylor.  —  9.  Ma- 
xima  des  fonctions  d'une  variable. —  10.  iVlaxima  des  fonctions  de 
deux  variables.  —  11.  Théorie  des  multiplicateurs. —  12.  Tan- 
gentes et  normales.  —  13.  Asymptotes.  —  14.  Points  nndtiples. 
—  15.  Enveloppes.  —  16.  Convexité,  points  d'inflexion.  — 
17.  Courbure,  osculation.  —  18.  Discussion  des  courbes.  — 
19.  Élimination  des  arbitraires. —  20.  Changement  de  variable. 

La  seconde  édition  diffère  peu  de  la  première;  l'auteur  s'est 
borné  à  y  introduire  quelques  additions  destinées  à  éclaircir 
certaines  théories.  H.  L. 
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CouKS  DE  Géométrie  analytique;  par  Joseph  Carnoy. 
Paris,  Gautliier-Villars.  In-8°;  1872.  Prix  :  8  fr. 

La  Géométrie  analytique  s'est  considérablement  perfeclionnée 
par  l'emploi  de  nouveaux  systèmes  de  coordonnées,  où  l'on  re- 
présente un  point  par  ses  distances  à  trois  droites  fixes  et  oii 
l'on  détermine  la  position  d'une  droite  qui  roule  sur  une  courbe 
par  ses  distances  à  trois  points  fixes  :  de  là  dérivent  les  coor- 
données triangulaires  et  tangentielles.  L'auteur  s'est  efforcé,  dans 
ce  cours,  de  faire  ressortir  les  avantages  que  présentent  les  nou- 
velles coordonnées  dans  les  questions  oià  l'on  doit  considérer 
des  points  ou  des  droites  à  l'infini,  et  en  général  dans  l'étude 
des  propriétés  descriptives  des  figures  où  le  système  des  coor- 
données cartésiennes  ne  répond  que  difficilement  au  but  que 
l'on  vent  atteindre. 

Après  avoir  traité  les  différents  problèmes  sur  la  ligne  droite 
suivant  les  coordonnées  de  Descartes,  il  a  défini  les  coordonnées 
nouvelles  pour  les  appliquer  à  la  solution  des  mêmes  questions, 
afin  d'habituer  les  élèves  dès  le  commencement  au  nouveau 
mode  de  représentation  du  point  et  de  la  droite.  De  même, 
dans  l'étude  du  cercle,  dans  la  discussion  de  l'équation  générale 
du  second  degré,  il  a  fait  marcher  côte  à  côte  les  différents 
systèmes  de  coordonnées  et  indiqué  les  équations  du  cercle  et 
des  lignes  du  second  ordre,  suivant  le  choix  des  axes  et  la  po- 
sition du  triangle  de  référence.  Il  a  donné  peu  d'étendue  au 
chapitre  consacré  à  la  construction  des  courbes  :  toutes  les 
questions  relatives  à  la  discussion  d'une  ligne  plane  trouvent 
leur  place  naturelle  dans  les  applications  géométriques  du  Calcul 
différentiel.  Il  lui  a  semblé  plus  utile  d'attirer  l'attention  des 
élèves  sur  les  diverses  méthodes  analytiques  employées  dans  la 
théorie  des  courbes  du  second  ordre  :  ils  apprécieront  d'autant 
mieux  les  ressources  de  chacune  d'elles  et  la  facilité  avec  la- 
quelle on  en  déduit  les  propriétés  nombreuses  des  sections  co- 
niques. Quant  aux  courbes  d'ordre  plus  élevé,  il  s'est  borné 
à  indiquer  plusieurs  théorèmes  généraux  en  renvoyant  à  l'ex- 
cellent ouvrage  Higher  plane  cuivcs,  de  M.  Salraon. 
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EXPOSITION  DE  LA  MÉTHODE  DES  ÉQlilPOLLENCES 

(suite,  voir  même  tome,  p.  vjo); 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


DEUXIEME  PARTIE. 

APPLICATIONS    DE    LA.    MÉTHODE    DES    ÉQ€IPOLLENCES     A     LA 
SOLUTION    GRAPHIQUE    DE    QUELQUES    PROBLÈMES. 

Procédés  généraux. 

61.  En  étudiant  avec  attention  les  treize  règles  ci- 
dessus,  y  compris  le  principe  fondamental  (10,  18,  19, 
20,  23,  46,  50,...,  57)  et  la  manière  (44)  d'exprimer 
que  trois  points  sont  en  ligne  droite,  on  reconnaîtra,  je 
l'espère,  toute  la  facilité  avec  laquelle  découlent  les  con- 
séquences des  quelques  principes  qui  constituent  la  mé- 
thode des  équipoUences.  Ces  conséquences  comprennent 
toutes  les  propositions  de  la  Géométrie  plane;  pour  en 
développer  les  démonstrations,  le  calcul  suffira,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'aucune  considération  géométrique.  On  peut 
en  dire  autant  de  la  méthode  des  coordonnées  5  mais  celle- 
ci  emploie  des  procédés  plus  artificiels,  tandis  que  la  mé- 
thode des  équipoUences  représente  chaque  droite  au 
moyen  de  sa  grandeur  et  de  son  inclinaison  5  pour  repré- 
senter un  point,  deux  coordonnées  sont  nécessaires,  au 
lieu  qu'une  équipollence  suffit  à  cela. 

Une  des  conséquences  de  cette  diiïerence  essentielle 
entre  les  deux  méthodes  consiste  en  ce  que  les  solutions 
graphiques  des  problèmes,  dues  à  la  méthode  des  coordon- 

Àiin.  de  Molhémat.,  t.  XII,  2^  série.  i^Juin  1873.)  ID 
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nées,  sont  le  plus  souvent  fort  longues  ^  les  solutions  que 
nous  offrent  les  équipollences  le  disputent,  au  contraire, 
en  élégance  comme  en  simplicité,  à  celles  fournies  par  la 
voie  indirecte  de  la  synthèse  géométrique. 

62.  Nous  allons  indiquer  la  marche  générale  à  suivre 
pour  trouver  la  solution  graphique  d'un  problème  5  ceci 
sera  du  reste  éclairci  par  quelques  exemples. 

On  exprime  toutes  les  conditions  du  problème  au  moyen 
d'équipollences  entre  les  parties  connues  et  les  parties 
inconnues  de  la  figure,  en  cherchant  à  réduire  ces  der- 
nières au  plus  petit  nombre  possible.  Si  l'on  arrive  à  ob- 
tenir une  équipollence,  avec  un  seul  point  inconnu,  elle 
se  résoudra  à  la  manière  des  équations;  alors,  conformé- 
ment aux  définitions  établies  (6,  16,  17),  on  construira 
la  formule  de  résolution.  Aux  n°^  iO  et  47,  nous  avons 
déjà  donné  deux  exemples  de  cette  manière  de  pro- 
céder. 

63.  Les  conditions  ne  seront  pas  toujours  réductibles 
à  une  telle  simplicité;  parmi  elles  figureront  souvent  des 
expressions  de  coefficients  inconnus,  ou  d'angles  incon- 
nus, représentés  par  le  ramun,  élevé  à  une  puissance  in- 
connue. En  pareil  cas,  il  faudra  recourir  à  l'élimination  ; 
et  chacun  sait  quelle  part  appartient  à  la  sagacité  du  cal- 
culateur, lorsqu'il  s'agit  d'en  rendre  les  résultats  aussi 
simples  que  possible. 

Il  convient  d'observer  qu'une  équipollence  suffit  à  dé- 
terminer deux  inconnues,  grandeurs  ou  inclinaisons  5  en 
employant  sa  conjuguée  (46),  il  serait  possible  d'élimi- 
ner l'une  des  inconnues;  mais  on  pourra  fréquemment 
s'en  dispenser,  comme  nous  nous  réservons  de  le  mieux 
faire  voir  sur  des  exemples.  Pour  l'instant,  nous  le  don- 
nons seulement  à  entendre  d'une  façon  générale. 
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64.  Soient  r,  j  deux  grandeurs,  et  iz,  v^  deux  incli- 
naisons  inconnues.   Si    l'équipollence   finale  est   de  la 

forme  (40) 

3e"AEti}=CD, 

où  AB,  CD  soient  deux  droites  que  l'on  sache  construire, 
on  aura 

Z£«-:A,CD:  AB, 

équipollence  qui,  par  rapport  à  l'unité  de  longueur  adop- 
tée et  à  l'origine  des  inclinaisons,  nous  fournira  les  va- 
leurs numériques  de  z  et  de  «. 

6o.    Si  l'équipollence  finale  est   au  contraire  de  la 
forme 

zAB  -{-jCDr^OV, 

en  la  comparant  terme  à  terme  avec  l'identité 
0V  + VU=2=0U, 

on  voit  que,  si  l'on  construit,  sur  la  droite  donnée  OU,  un 
triangle  dont  un  côté  OV  ait  la  même  inclinaison  que  la 
droite  AB,  et  l'autre  MJ  la  même  inclinaison  que  CD,  z 
et  j  seront  les  rapports  numériques  OV  :  AB  et  VU  '.  CD  ; 
l'un  et  l'autre  se  trouveront  par  conséquent  déterminés. 

66.  Semblablement  l'équipollence 

£"AB-4-^  CD'^-OU 

se  résoudra  en  menant  UV  parallèle  à  CD,  et  en  coupant 
cette  droite  par  un  arc  de  cercle  de  centre  O  et  d'un  rayon 
égal  à  AB;  si  bien  que  le  côté  OV  du  triangle  OVU  sera 
égal  à  AB,  et  que  les  deux  inconnues  seront  déterminées 
par  les  équipollences 

£"^ov:AB,   j^vu:Ci). 

i6. 
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67.  Si,  enfin,  on  a  l'équipoUence 

eu  la  comparant  toujours  avec 

0V  + VU-^OU, 

on  sera  conduit  à  construire  sur  OU  un  triangle  dont  les 
côtés  OV,  OU  soient  respectivement  égaux  à  AB,  CD,  et 
Ton  aura 

£"^OV:AB,     e'-^WlCD. 

68.  Ou  sera  fréquemment  conduit  à  une  équipollence 
ne  renfermant  qu'une  seule  inconnue 

£"AB  +  E-"CD«:fi:'OU. 

Au  lieu  de  la  résoudre  à  la  manière  des  équations  du 
second  degré,  ou  la  traitera  de  préférence  comme  celle  du 
numéro  précédent,  e",  e~"  étant  considérées  comme  deux 
inconnues  distinctes. 

Problèmes  divers. 

69.  Problème.  —  Consiniire  un  triangle  CBX  [fig.  i4)î 
connaissant  la  base  CB,  un  angle  adjacent  CBD  et  une 
relation  du  prcnder  degré 

BX  =  «  +  ///  ex 

entre  les  longueurs  des  deux  côtés  CX,  BX. 
•   Puisque,  dans  la  condition  du  problème,  entre  la  gran- 
deur de  la  droite  inconnue  CX,  il  y  aura  lieu  de  poser 

il  en  résulte  que  celte  condition  sera 
yr.BX  =  «  -i-  inz. 
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La  direction  de  cette  droite  BX  est  connue,  de  sorte 
qu'en  prenant  BD  égale  à  l'unité  de  longueur,  nous  au- 
rons 

BX'é={a  -{-  niz)'BD. 

Nous  obtenons  ainsi  deux  équipollences,  ce  qui  est  pré- 
cisément nécessaire  pour  déterminer  le  point  X  et  les 

Fig.   14. 


deux  inconnues  z,  u.  Au  moyen  de  la  règle  I,  on  élimine 
rapidement  le  point  X,  et  l'on  a  Téquipollence 

ex  —  CB^^Z£"—  CB'z^(^  +  inz)BD. 

Elle  est  en  réalité  de  forme  trinôme,  puisque  les  deux 
termes  connus  peuvent  être  réunis  ensemble 5  divisée 
par  z,  elle  prend  la  forme  remarquée  au  n°  66 

£"—  -(CB  +  aBD)-^niBD, 

z 

et  par  suite  le  problème  se  résout  au  moyen  d'une  facile 
construction  de  triangle. 

Prenant  BA^aBD,  BU":!^  mBD,  l'équipollence  de- 
viendra 

£"—  -CA=:i?BU. 

z 
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Comparée  terme  à  terme  avec  l'ideiililé 

BV  — UV-iî^BU, 

elle  nous  montre  qu'il  faut  mener  UV  parallèle  à  CA,  et 
couper  cette  droite  en  V  par  le  cercle  de  centre  B  et  de 
rayon  BD;  la  droite  CX  parallèle  à  BV  satisfait  à  la  con- 
dition donnée 

BX  =  BA4-wCX     ou     AX  =  mCX. 
Il  serait  possible  d'abréger  un  peu  cette  construction. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUP  AU  JN"  C9. 

Soit  {fig.  i4  è«)BA  =  a,  cette  longueur  étant  portée  sur  la  direction  BX. 
Posons  encore 

(0  CXArs". 

Construisons,  à  la  suite  de  BA,  la  longue'.ir  AM,  telle  que  son  rapport 

i4  his. 


à  l'unité  de  longueur  soit  égal  à  m.  On  aura 

gr.  AX  =  gr.(7nCX)  =;  /nx;  =  z  gr.  AM; 
et,  par  conséquent, 

(2)  AX  A  sAM. 
Retranchant  (i)  de  (2), 

(3)  ACis(AM-c"). 

Si,  du  point  M  comme  centre,  nous  coupons  AC  en  K  par  un  arc  de 
rayon  MK  =  i,  nous  aurons 

(/■,)  AC  i  z(AM  — RM)  i  sAK. 


(  M?  ) 

La  comparaison  des  équipollences  (3)  et  d)  nous  donne  KM  A,  s", 
c'est-à-dire  que  CX  sera  parallèle  à  KM.  Dans  le  cas  de  la  figure,  il  y 
a  deux  solutions. 

La  valeur  de  z  est,  comme  on  voit,  — —  j  de  sorte  que  l'on  aura 

AIv 

CX  _AC 

km~ak' 

Cela  résulte  évidemment  de  la  similitude  des  triangles. 

On  peut  remarquer  que  les  grandeurs  de  CX,  CX'  sont,  d'après  cela, 
inversement  proportionnelles  à  celles  de  AK,  AK'. 

70.   Problème.  —   Deux  points  mobiles  parlant  au 
même  instant  de  A,  B  {Jig-  i5)  parcourent  avec  des  vi- 

Fig.   i5. 


tesses  AC,  BD  les  droites  AX,  BY.    On  demande  oii  a 
lieu  leur  ])lus  grand  rapprochement  XY. 

Après  le  temps  t,  les  points  se  trouvant  en  X,  Y,  on 

aura 

AX-^^AC,     BY^^BD. 

Mais,  d'après  la  règle  I, 

XY'^AB  +  BY  —  AX-^AB  4-i(BD  — AC). 

De  là,  DE  étant  menée  équipoUente  à  CA,  on  tire 

Or,  de  tous  les  points  de  la  droite  BE,  le  plus  voisin  du 
point  A  n'est  autre  que  le  pied  de  la  perpendiculaire  AT  5 
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la  droite  cherchée  XY  sera  donc  équipollente  à  cette  per- 
pendiculaire AT,  et  on  la  construira  en  menant  TY  pa- 
rallèle à  AC. 

71 .  Cette  solution  conviendrait  encore  si  les  droites  AC, 
BD  n'étaient  pas  situées  dans  un  même  plan,  les  trois  pre- 
mières règles  s'appliquant  aussi  à  l'espace. 

Du  reste,  il  était  facile  de  la  trouver  par  la  considéra- 
tion des  mouvements  relatifs,  parce  que,  dans  la  méthode 
des  équipollences,  ce  que  nous  appelons  composition  des 
droites  (o)  correspond  pleinement  à  la  composition  des 
mouvements. 

72.  Problème.  —  Construire  un  triangle  connaissant 
deux  de  ses  côtés  AB,  AC  [fig-  i6)  et  la  bissectrice  AD 
de  Vangle  qii  ils  forment,  limitée  au  côté  opposé. 

Fig.  i6. 


c 


'  Prenant  AD  pour  origine  des  inclinaisons  (13),  nous 
désignerons  par  u  l'angle  inconnu  CAD  =  DAB,  en  sorte 
que 

C  et  è  étant  les  longueurs  données  ue  ces  côtés. 
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La  condition  que  CD,  DB  forment  une  seule  droite  est 
exprimée  par 

CD-^^DB, 
ou 

AD—  bi-'''^p{ci^  —  k\i). 

Entre  cette  cquipollence  et  sa  conjuguée 

cj.AD—  bi''-^p[cz~"—ci.kl>] 

(dans  laquelle  nous  remarquerons  que  AD,  ayant  une  in- 
clinaison nulle,  ne  diffère  pas  de  sa  propre  conjuguée), 
nous  éliminerons  le  coefficient  numérique  p,  et  nous  au- 
rons 

écs'«— (Z. -f-c)s"  AD -f- (  AD)2^èc£--'"— (^» +  f)  £-"  AD  4- (AD)=. 

Cette  équipollence  est  du  quatrième  degré  par  rapport 
à  l'inconnue  £"5  elle  admet  les  deux  solutions  z"-^-±:  i 
pour  lesquelles  le  triangle  se  réduirait  à  une  seule  droite. 

Nous  la  diviserons  donc  par  t" —  £~",  et  nous  obtien- 
drons Téquipollence  trinôme 

c2«-f-  re-"cA, — 7— AD, 
0 

laquelle,  comparée  terme  à  terme  (68)  avec 

AB-f-BU'^AU, 

nous  montre  qu'on  est  conduit  à  construire  le  trian- 
gle AUB,  dans  lequel  nous  connaissons  le  côté 

AUdlf^^-^AD, 

et  les  longueurs  c  des  côtés  AB,  BU,  dont  les  inclinaisons 
M,  —  u  sont  inconnues.  Pour  déterminer  AU,  nous  pren- 
drons sur  la  droite  quelconque  AKLles  longueurs  AK  =  Z>, 


(  aSo  ) 
KL  =  c,  d'où  il  suit  que 

LU  =id^  AU  —  AL  <=Ae  _±J;  /  ad  —  AK)  ^-  ^4^  KD 

0  b 

sera  parallèle  à  KD. 

La  droite  AC,  égale  à  Z»  et  parallèle  à  BU,  complétera 
le  triangle  clierclié  ABC. 

Cette  solution  est  plus  directe  que  celle  donnée  par 
Lamé,  en  1818,  dans  son  excellent  Examen  des  diffé- 
rentes méthodes  cjnplojées  pour  résoudre  les  problèmes 
de  Géométrie ,  p.  i5. 

73.   En  substituant  la  valeur  trouvée 

£"  H-  i-''-^{h  -f-  c)  AD  :  hc 

dans  la  somme  de  la  première  équipollence  et  de  sa  con- 
juguée, on  trouve 

])  zzz  b  :  c. 

D'où  l'on  conclut  que  la  bissectrice  d'un  angle  d'un 
triangle  divise  le  côté  opposé  en  segments  proportionnels 
aux  côtés  adjacents.  Ce  théorème  peut  s'obtenir  plus  ra- 
pidement de  la  manière  suivante  : 

La  condition  que  AD  soit  bissectrice  de  l'angle  CAB 
est  exprimée  (16)  par 

(ADj^'^rtAB.AC, 

îi  étant  un  nouveau  coefficient  numérique;  et  la  condi- 
tion que  D  appartienne  à  la  droite  CB  (44)  par  l'équi- 

.pollence 

/^AB  -   (1  +/;)  AD  -hkC^o, 

laquelle  résulte  (10)  de  CD^pDB. 
Eliminant  AD,  on  obtient 

n{i+  p'y-  AB .  AC  zî^p-kW  -h  AC^  -f  ip  AB .  AC, 


(  ^5i  ) 
qui  se  réduit  aisément  à  une  équation  trinôme,  et  nous 
donne,  d'après  la  règle  IV, 

/;gr.AB  =  gr.AC. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  N^  73. 

On  peut  encore  démontrer  simplement  le  théorème  en  question  de  la 
manière  suivante  : 
On  a 

(i)  ABiAD  +  DB 

et 

AC  A  AD  —  CD. 
Posons 

S^-  CD  ^ 

gr.  DB      ^' 

et  prenons   AD  pour  origine  des  inclinaisons.  AC  sera  exprimée  par 
-cj.AB,  puisque  AD  est  bissectrice  de  BAC;  et  nous  aurons 

b 

-cj.AB  A  AD  — /?DB. 

Multipliant  par  7, 

o 

(■s)  cj.AB  =ft=  i  AD  — ^DB. 

b  b 

Ajoutons  (1)  et  (2), 

AB  4- cj.AB  A  ^i-i-^JAD-f-A-Ç^DB. 

Le  premier  membre  (règle  X)  et  le  ternie  /  1  +  ^  j  AD   ont   une   incii 
naison  nulle.  Donc  (règle  11) 

pc  b 

I  —  -T-  =  ">     A"  =-» 
b  c 

OU 

tyr.  CD  _  gr.  AC 
gr.DB~gr.  AB* 

Une  démonstration  analogue  s'applique  à  la  bissectrice  AD'  de  l'angle 
adjacent.  On  aura 

AB  A  AD'-+-D'B, 
AC  A  AD'-f-D'C, 


(   aSa  ) 

ou 

b  . 

-cj.AB  i  AD'-i-^'D'B. 

De  là 

cj.AB  A  ÎAD'-t-î/D'B; 

et,  par  soustraction, 

AB  — cj.AB  i  fj-t\M)'^fj-p'l^B'B. 

Le  premier  membre  (règle  XI)  et  le  terme  (  i  —  -  J  AD'  ayant  ur 
clinaison  de  i  droit,  on  a  (règle  11) 


- 

0 

) 

P'  = 

c 

!ï' 

'.  D'B 

W 

■.  AB 

g' 

.  D'C 

gr 

•.  AC 

74.  Problème.  —  Construire  un  triangle,  connais- 
sant les  longueurs  de  deux  côtés,  et  les  positions  de 
deux  points  coupant  deux  côtés  dans  des  rapports 
donnés. 

Ce  facile  problème  nous  permettra  de  constater  une 
fois  de  plus  comment,  sans  qu'il  soit  besoin  d'aucune 
considération  géométrique,  et  en  traduisant  seulement 
en  équipollences  les  données  du  problème,  on  est  con- 

Fig.   17. 


duit  à  la  solution.  Désignons  par  Z>,/,  g  la  longueur  du 
côté  AC  [fig-  17)  ^l  l^s  deux  segments  de  AB;  par  z<,  w, 
les  inclinaisons  de  ces  côtés  AC,  AB-,  par  ni  le  rapport 
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dans  lequel  l'autre  côté  BC  doit  être  coupé  par  le  point 
donné  D.  Nous  aurons  les  quatre  équipollences 

DC'=^mBD, 

qui  suffiront  à  déterminer  les  trois  points  inconnus  A, 
B,  C  et  les  deux  inclinaisons  w,  u.  Ces  points  s'éliminent 
aisément  (10),  et  l'on  obtient 

bî'  ~fi'—  FD  ^m  (FD  —  gi"), 

équipollence  qui  prend  immédiatement  la  forme  tri- 
nôme 

bz''  -^{mg  —  f)  z'-^^m  H-i)FD. 

La  comparant  terme  à  terme  (67),  avec 

VU-f-  FV-^FU, 

on  voit  que,  si  l'on  construit  sur 

Y\]-A^[m  -h  J)FD, 

le  triangle  FVU  avec  les  côtés  FV,  VU  respectivement 
égaux  à  jng — ^el  à  è,  ils  seront  par  cela  même  paral- 
lèles aux  côtés  cherchés  AB,  AG. 

7o.  Problîîme.  —  Construire  un  triangle  AXY 
{fig'  i8),  semblable  à  un  triangle  donné,  et  dont  les 
commets  soient  à  des  distances  données  d\i?i  point  O 
(Carnot,  Géométrie  de  position,  §  328:  Lamé,  Exposi- 
tion, etc.,  p.  8i). 

J'abrège,  à  titre  d'exercice,  les  calculs  qui  conduisent 
facilement  à  la  solution. 
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On  a 

AY'A'/zs'-AX, 

où  le  rapport  n  et  l'angle  a  sont  connus.  Il  en  résulte 

gs'  —  OA'^n-'^  (/s"  —  OA  ), 
ou 

gZ"  —  ///£^+"^(  !  —  «£*)  OA, 

que  l'on  comparera  avec  OY  —  UY  iA?  OU,  en  posant 
AU-^^/zï'AO. 
Celle  droite   AU   se  construira   donc   en  formant  le 

Fig.  i8. 
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^^-V 
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triangle  AOU,   semblable  à  celui  auquel  AXY  doit  être 
semblable  lui-même.  Puis  on  fera 

Sy.OY=g, 
gr.  UY  =  «/=  «gr.  OF  =  gr.  ON. 


76.   Problème.  —  Déterminer  le  point  X,  d^oii  Von 
nt sons 


voit  sons  des  angles  donnés  les  côtés  du  triangle  ABC 
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Les  conditions  du  problème  sont  exprimées  par 

y  et  |3  étant  les  angles  donnés  AXB,  CXA. 


Comme  d'iiabilude,  la  règle  I  nous  donne 

AX^AB  + J3V  AX^AG  +  sc^P  AX, 

et,  en  éliminant  AX, 

z£-?  AB  ~  j£f  AC^AB  —  AC'^  CB. 

Cette  équipollence,  comparée  (65)  à 

VB  — VC'=^CB, 

nous  conduit  à  former  les  angles  ABV.  ACV,  égaux  aux 
angles  donnés  AXC,  AXB  5  après  quoi  l'on  aura 

VB  :  AB^ss-^-^CX  :  AX, 

en  sorte  qu'on  est  ramené  à  construire  le  triangle  ACX 
directement  semblable  à  AVB, 

77.  Cette  solution,  tout  à  fait  différente  de  celle  que 
l'on  obtiendrait  par  l'intersection  des  deux  circonférences 
ABX,  ACX,  et  présentant  plus  de  simplicité,  nous  montre 
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comment  l'élude  des  équipollences  peut  conduire,  même 
daus  des  questions  absolument  élémentaires,  à  des  résul- 
tats nouveaux. 

Fig.  20. 


Pour  faire  ressortir  la  fécondité  de  la  méthode,  cher- 
chons une  autre  solution.  Soit  {fig.  20) 

Des  équipollences 

^£«dl=-AB  H-  j.rc"-*-"^':::ir>AC  +  zxe"-?, 

nous  nous  proposons  d'éliminer  x,j^  z. 

La  première,  divisée  par  e"-^^,  puis  retranchée  de  sa 
conjuguée,  donne 

X  (;■.■  —  £-v)^£^ £•'+■.'  cj.  AB  -  £-"-'■  AB. 
On  trouve  pareillement 

x(£p  —  j-^)'d^£-"+?AC  —  £"-'Vj.  AC. 
Delà 

[,-i  (jP  _  2-P)  cj.  AB  +  £-?  [a  -  3-0  cj. AC]  £" 
.^[j-((£p  _  £-P)AB  +  £?(3-.'  —  3-f)  AC].-". 

Pour  construire  cette  équipollence,  il  conviendra  de 
la  diviser  par  £?  —  £-?,  et  de  poser 


(  ^^7  ) 
si  bien  qu'elle  se  réduira  de  la  sorte  à 

:«+'  cj.  EB  ^  c   "-.  cj.  EB. 

Or,  lorsqu'une  expression  est  équipollente  à  sa  propre 
conjuguée  (io),  l'une  et  l'autre  ont  une  inclùiaison 
nulle.  Donc  EB  a  pour  inclinaison  u  -f-  y,  et  par  suite  est 
parallèle  à  BX. -^^ y x £"'*'". 

Grâce  aux  principes  de  trigonométrie  que  nous  expo- 
serons plus  loin^  il  devient  évident  que  le  point  E  se  con- 
struira en  faisant  l'angle  EAC  supplémentaire  de  l'angle 
donné  CXB  =  j3  -h  y;  puis  ACE  =  AXB  =  y.  La  droite 
EB  passera  par  le  point  cherché.  Si  pareillement  BAF 
est  supplémentaire  de  FBA  =  CXA,  la  droite  FC  pas- 
sera par  le  même  point  X. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  l'analogie  des 
fig.  6,  8,  19,  20,  auxquelles  correspondent  les  n°^  29,  35, 
38,...,  41,  76,  77. 

(-</  suivre.) 


SIR  L  ACCÉLÉRATION  XORMALE  A  LA  TRAJECTOIRE  ÏÏU  POINT 

D'tN  SYSTÈME  INVARIABLE  MOBILE 

DANS  SON  MOLVEMENT  LE  PLLS  GÉNÉRAL-, 

Par  m.  SABIMNE, 

Professeur  à  l'Université  d'Odessa. 


M.  H.  Resal,  dans  un  Mémoire  remarquable  sur  la 
Cinématique,  intitulé  :  Sur  les  propriétés  géométriques 
du  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide  (*)^ 
donne  pour  l'accélération  normale  (p.  289)  une  expres- 

(*)  Journal  de  l'Ecole  PolyCechiiique,  t.  XXI,  37*  Cahier,  p.  227  ;  i858. 
Ann.  de  Mathéinac,  2*^  série,  t.  XII.  (Juin  1873.)  l  7 
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sion  qui  n'a  pas  lieu  en  général,  et  qui  n'est  applicable 
qu'au  cas  où  l'accélération  totale  i^enconlie  l'axe  instan- 
tané. C'est  ce  que  nous  allons  démontrer,  en  donnant  en 
même  temps  l'expression  de  l'accélération  normale  pour 
le  cas  le  plus  général. 

Soient  [fig.  i)  OE  l'axe  instantané  de  rotation  et  de 


Fig.   I. 


.,.V-^-/i-^ 


glissement,  et  O  le  point  où  l'axe  instantané  est  coupé 
par  sa  plus  courte  dislance  à  sa  position  suivante*,  M  un 
point  du  système  5  (]p  l'accélération  totale  de  M,  repré- 
sentée sur  \a.Jïg.  I  par  MC  ;  /*  la  distance  de  M  à  Taxe 
instantané  OE,  représentée  par  INIE;  MF^  la  tangente 
en  M  au  cercle  que  décrirait  ce  point  en  tournant  autour 
de  l'axe  OE*,  MF  la  tangente  et  MN  la  normale  princi- 
pale en  jM  à  la  trajectoire  de  ce  point  M.  Toutes  ces 
droites  sont  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires,  tels 
que  les  choisit  M.  Resal  dans  son  Mémoire  cité  :  pour 
l'origine  des  trois  axes  coordonnés,  nous  prenons  le 
point  O5  pour  l'axe  Z,  l'axe  instantané,  en  supposant 
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que  les  axes  X  et  Y  soient  perpendiculaires  entre  eux  et 
à  l'axe  OZ5  tandis  que  Taxe  OX  est  dirigé  suivant  la 
vitesse  orlhogouale.  En  menant  perpendiculairement  les 
deux  droites  AD  et  AC,  la  première  à  MD  et  la  seconde 
au  plan  EMFi,  on  voit  que  la  droite  CD  sera  perpendi- 
culaire à  MD  5  par  conséquent,  cette  droite  MD  est  per- 
pendiculaire au  plan  CAD  et,  de  plus,  au  plan  FMFj, 
qui  est  parallèle  à  Taxe  OZ-,  d'où  il  résulte  que  :  1°  le 
plan  normal,  passant  par  MD,  rencontre  l'axe  instan- 
tané OZ  dans  le  point  E5  2°  le  plan  CAD,  passant  par  le 
point  C,  est  perpendiculaire  au  plan  normal.  Or,  Tac- 
célération  totale  (f  étant  dans  le  plan  osculateur  FMN, 
la  perpendiculaire  CN,  abaissée  du  point  C  sur  la  nor- 
male principale  MN,  sera  aussi  perpendiculaire  au  plan 
normal  5  donc  la  droite  CN  se  trouve  dans  le  plan  CAD 
et  la  droite  îsD  est  perpendiculaire  à  MD,  comme  l'in- 
tersection dti  plan  CAD  avec  le  plan  normal. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'accélération  'b 
parallèles  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  égales  respectivement 
au  second  membre  de  la  seconde,  de  la  troisième  et  de 
la  première  des  équations  (8)  (p.  289)  de  M.  Resal. 

Appelant  çp„  l'accélération  normale  et  o^  l'accélération 
tangentielle,  nous  aurons 

(0  "i  —  ^fn^  ft  ■ 

En  désignant  par  S  la  projection  de  l'accélération  c^  sur 
la  droite  ME  et  par  Si  la  projection  de  l'accélération  (j)^ 
sur  le  plan  CAD,  le  triangle  rectangle  MiND  donnera 

(a)  y„=v^S^-i-S;. 

Nommons  L  la  vitesse  de  glissement,  co  la  vitesse  angu- 
laire instantanée  autour  de  OE,  et  a  l'angle  que  forme  w/; 

17- 
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avec  la  vitesse  v  =  y/où^/-^  +  L^  du  point  M 5  alors 


L 

tangi?  =  —, 


:,3) 


ur 


L 


y/wV- -h  L''' 


Soient 


a;,,»?,  «3  les   trois  angles  que  forme  Sj  respectivement 

avec  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  ; 
,3,,j32,t33  les   trois  angles  que   forme  <p,   respectivement 

avec  les  mêmes  axes  5 
'/i)72?73  les  trois  angles  que  forme  oir  respectivement 

avec  les  mêmes  axes; 
^i>  '^25  ^3  les  trois  angles  que  forme  çp„  respectivement 

avec  les  mêmes  axes,  et 
£        l'angle  que  forme  d  avec  l'axe  OX. 

.  Comme  l'angle  «3  est  égal  à  l'angle  a,  nous  aurons  les 
é<{uations  suivantes  : 

/   cosB,  =  cosrt  C0S7,, 
(4)  ''   008^2  =  cosacosYî, 

cos^j  =  sin«, 
et 

(   cosa,  =  —  sinosiiiî, 

5) 

I   cosa,  =  sma  cost, 

([ui  lient  les  angles  iS,,  160,  ,83,  a,  yi,  y,,  y^  d'une  part,  et 
les  angles  «j,  «an  '^s?  «1  ^  d'autre  part. 

En  observant  que  la  projection  de  S  sur  l'axe  OZ  est 
nulle,  et  en  considérant  chacune  des  trois  projections 
de  <p„  sur  les  trois  axes  OX,  0\  ,  OZ  comme  la  somme 


I 
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des  deux  projections  de  S  et  de  Sj  respectivement  sur  les 
mêmes  trois  axes  OX,  OY,   OZ,  nous  obtiendrons  les 
équations  suivantes  : 

I    ç„  COS(î|  =  S  COSê  -f-  S,  COSa,, 

(6)  {  <p„  coS(î.  =  S  sine  -f- S,  cosaj, 

'     (f>„  COS^j  =:  S|  COSKs  =  S,  COSO, 

qui  servent  à  déterminer  les  angles  Oj,  1^2,  §3.  De  ces 
équations  (6),  on  tire 

.         S  CCS  s -H  Si  ces  a,        Scoss  —  Sisin^sins 
cosS,  = =  — -5 

^         S  sinî -t-  S,  cosa,        S  sine  +  S,  sin^  cosî 

(n  )       {    COS02  = = j 

^         S,  cosrt  s,  wr 

ces  03  ..=  


9n  <p„v/wV=+L' 

Tout  cela  posé,  il  est  facile  d'obtenir  l'expression  de 
l'accélération  normale  pour  le  cas  le  plus  général.  En 
effet,  comme  S  est  égal  à 

(8)  S  =  X^-i-Y^, 

il  ne  reste  qu'à  déterminer  S,. 

En  considérant  la  projeclion  de  l'accélération  totale  (p 
sur  l'axe  OZ  comme  la  somme  des  deux  projections  de  ({»„ 
et  de  (ft  sur  le  même  axe  OZ,  nous  aurons 

(9)  <p«  cos-Js  -f-  (fi  ces P3  —  Z. 

Or,  cf„  cos  J3  =  Si  cosa,  cosiSj  ■=  sina,  l'égalité  (9)  don- 
nera 

(10)  S,  cosa=:Z  —  sinrtcp/. 

Ayant  égard  à  ce  que  l'accéléraiion  tangentielle  ^,  est 
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égale  à 

(il)  ^,  =  Xcosp,  +  Y  cosB.  H- ZcosPa, 

et,  en  subslituani  dans  Fégallté  (lo)  celle  valeur  o^, 
et  les  valeurs  cosj3i,  cosps,  cosiSg,  données  par  les  for- 
mules (4),  nous  obtiendrons,  toutes  réductions  faites, 

(12)  S,=Zcosa  —  Wsin«, 

où  la  quantité  W,  étant  la  projection  de  X  et  de  Y  sur  la 
tangente  MFj,  est  égale  à 

(i3)  W  =  Xcos7,4- Ycosy,. 

Si  Ton  compare  nos  formules  (2),  (8)  et  (12)  avec  les 
formules  de  M.  H.  Resal  (9),  (10),  et  celle  qu'on  lit  à 
la  dernière  ligne  de  la  page  iZg  de  son  Mémoire  cité,  on 
conclura  que  M.  H.  Resal  pose  Si  =Zcos«.  Or  il  est 
évident  que  celle  dernière  égalité  aura  lieu  dans  le  seul 
cas  où  le  point  A  se  trouve  sur  la  droite  ME,  c'est-à-dire 
où  l'accélération  totale  q,  représentée  par  MC,  rencontre 
DB  parallèle  à  AC,  et,  par  conséquent,  rencontre  aussi 
l'axe  instantané  OZ.  C'est  ce  qu'il  fallait  démonti'cr. 

D'après  nos  formules  (7),  il  est  facile  de  voir  comment 
il  faut  corriger  les  formules  données  par  M.  H.  Resal 
pour  cosJ),  cosi^Sî  cosJs,  qu'il  désigne  respectivement 
par  cos(p,  se),  cos(p,  j),  ,cos(p,  z).  De  plus,  il  est  à 
observer  que  Si  (12)  se  réduit  à,Z  dans  île  cas  du  mouve- 
ment autour  d'un  point  fixe  ;  car  siua,  étant  muliipli- 
''.ateur  de  W,  est  proportionnel  à  la  vitesse  L,  qui  est 

nulle  dans  ce  cas  particulier*,  alors  le  radical  y/S"  H-  S* 
se  réduit  à  y/S*H-Z^,  qui,  comme  l'on  sait,  exprime 
l'accélération  normale  dans  le  cas  de  la  rotation  autour 
d'un  centre  fixe. 

M.  Scliell,  dans  son  savant  Ouvrage  :  Théorie  fier 
Sewegiirtg  und  der  Kriifte  (p.  420-421),   détermiine 
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l'accéléralion  normale,  mais  obtient  pour  cette  accélé- 
ralion  une  expression  incorrecle,   par   la  seule  raison 
qu'il  commet   une  erreur,   ou  plutôt  un  erratum,   qui 
consiste  dans  la  fausseté  de  Tégalilé  suivante  : 

W  cos  (  -  T-  tt'  \  —  —  W  cos{ti'). 

En  introduisant  cette  erreur  dans  la  détermination  de  Si, 
il  obtient  pour  o„  une  expression  qui  ne  se  réduit  pas  à 
l'expression  de  l'accélération  normale  dans  le  cas  du 
mouvement  autour  d'un  point  fixe-,  car,  cos [tt')  étant 
proportionnel  à  w/',  le  membre  multiplié  par  W,  dans 
l'expression  générale  de  cp^  donnée  par  M.  Schell ,  ne 
s'évanouit  pas,   tandis   que    — sin(?^'),  qui   est  égal  à 

cos  ( — htt'j^  est  proportionnel  à  la  vitesse  de  glisse- 
ment, et  cette  vitesse  est  nulle  dans  le  cas  du  mouvement 
autour  d'un  point  fixe:  par  conséquent,  en  ajoutant  le 
produit  —  A\  sin  [tt')  à  telle  partie  de  l'accélération  Si 
qui  forme  la  projection  de  Z  sur  la  direction  du  même  Sj 
et  qui  est  égale  à  Zcosa,  nous  aurons  pour  Sj  l'expres- 
sion qui,  comme  nous  venons  de  le  voir  dans  le  cas  du 
mouvement  autour  d'un  point  fixe,  se  réduit  simplement 
à  Z. 

Il  est  juste  d'ajouter  ici  encore  la  remarque  suivante  : 
M.  Schell,  pour  le  cosinus  de  l'angle  que  forme  l'accélé- 
ration normale  avec  l'axe  instantané,  et  qu'il  désigne 
par  p,  donne  (p.  421)  l'expression 

Tsina 

cos  fx  ^  r 


qui  contient  une  erreur  analogue  à  celle  qui  se  trouve 
dans  la  formule  de  M.  H.  Resal  pour  cos(p,  z)  (p.  241). 
El!   effet,  M.  Schell,  dans  l'expression  que  nous  venons 
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de  citer,  représente  par  T  la  vitesse  de  glissement  et  par 

S 
a.  l'angle  dont  la  tangente  est  égale  à  --^'  et  dont  le  sinus, 


par  conséquent,  est  égal  à 


d'après   M.    Schell ,    cosp.  = 


S,  S,      ,  , 

-^z;^=  =r  —  ;  de  sorte  que. 

S/S^+SJ         T« 
S,  T 


tandis  que, 


réellement,  d'après  la  troisième  de  nos  formules  (7), 

S,  WT- 


<P«    \/' 


X. 


Note  de  M.  Resal.  —  L'erreur  signalée  par  M.  Sabinine  dans  l'expres- 
sion générale  de  l'accélération  normale  d'un  point  d'un  système  inva- 
riable, que  j'ai  donnée  autrefois  dans  le  Journal  de  V École  Polytechnique, 
est  tout  à  fait  matérielle  et  peut  se  réparer  immédiatement  sans  calcul. 

Fis-  2. 


Soient  (/^.  2) 

m  la  projection  du  point  M  d'un  système  invariable, 
r  la  distance  O/w, 

w,  Q  la  rotation  instantanée  et  la  vitesse  de  glissement, 
V  la  vitesse  de  M  ou  la  résultante  de  Q  et  de  wr, 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'accélération  de  ce  point  parallèles  aux 
axes, 

a  l'angle  de  V  avec  wr. 

Suivant  r,  on  a  l'accélération 


qui  est  normale  à  V. 


X-  +  Y 
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L'accélération  Z  donne 

Z  cos  a 

perpendiculaire  à  V  dans  le  plan  de  co/'  et  de  Q. 
Mais,  suivant  m  r,  on  a  aussi  l'accélération 

.r  Y 

7-  r 

qui  donne  suivant  Z  cos«  la  composante 

(V"-X;:)sin., 
et  c'est  précisément  celle  qui  a  été  omise:  de  sorte  que  l'on  a 

Z  cos«  —  (  V  ^ X  -  I  sin«, 

au  lieu  de  Z  cos  a. 

Mais  cette  omission  ne  touche  pas  à  la  partie  principale  du  Mémoire, 
qui  avait  surtout  pour  objet  de  déterminer  la  forme  des  fonctions  X,  \  ,  Z. 

NOTE  SUR  L'APPLICATION  DES  DÉTERMINANTS  A  LA  THÉORIE 
DES  MOMENTS  DES  FORCES-, 

Par  m.  h.  DURRANDE, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes. 


\.  Je  ne  sais  si  l'on  a  remarqué  l'analogie  frappante 
qui  existe  entre  les  théorèmes  bion  connus  relatifs  aux 
moments  des  forces  et  les  propriétés  les  plus  élémen- 
taires des  déterminants.  On  pourrait  dire  que  les  déter- 
minants du  second  e1  du  troisième  degré  sont  les  images 
analytiques  des  moments  d'une  force  par  rapport  à  un 
point  et  par  rapport  à  un  axe. 

On  voit,  par  exemple,  immédiatement  que,  pour  l'ob- 
servateur placé  suivant  Taxe  des  Z,  ayant  l'axe  des  X  à 
sa  gauche,  l'axe  des  Y  à  sa  droite,  le  moment,  par  rap- 
port à  l'origine,  d'une  force  (X,  Y)  située  dans  le  plan 
des  XY,  et  passant  par  un  point  [x^j]  de  ce  plan,  est 
représenté  en  grandeur  et  en  signe  par  le  déterminant 


du  second  desié 
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X     Y 


dans  lequel  on  peut  considérer  X,  Y  comme  les  coordon- 
nées d'un  point;  car  ce  déierminant  est  bien  V image 
analytique  du  parallélogramme  ayant  pour  base  la  force 
et  pour  hauteur  sa  distance  à  l'origine,  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  le  moment. 

2.  Si  l'on  considère  plusieurs  forces  situées  dans  le 
plan  des  XY,  et  concourant  au  même  point  (j",  )'),  on 
aura,  pour  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
l'origine, 


.r      y 
X     Y 


y 

Y' 


.r  y 

2X     2Y 


en  vertu  d'une  des  relations  les  plus  élémentaires  des 
déterminants.  Or  la  force  (21X,  SY)  est  la  résultante  des 
forces  données,  et  l'on  conclut  de  là  le  théorème  fon- 
damental de  la  théorie  des  moments  par  rapport  à  un 
point. 

3.  On  verra  ensuite,  avec  la  même  facilité,  que  le 

moment  d'une  force   (X,  Y,  Z),  située  d'une  manière 

quelconque  dans  l'espace,  par  rapport  à  un  axe  passant 

par  l'origine,  de  direction  (X,  f/,  v),  est  en  grandeur  et 

en  signe 

X  y  s 

X         Y  Z 

i    ces),      cosp.      COSv 

(x,  js  z)  désignant  encore  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  pris  sur  la  direction  de  la  force. 

Ce  mode  de  représentation  des  moments  s'ofiVe  assez 
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naturellement  à  l'esprit  lorsqu'on  se  souvient  que  le  dé- 
terminant du  second  degré  peut  être  considéré  comme 
1  aire  du  parallélogramme  ou  le  double  de  celle  du  trian- 
gle, et  le  déterminant  du  troisième  degré  comme  le  vo- 
lume du  parallélépipède  ou  six  fois  le  volume  du  tétraèdre. 
Or,  de  même  que  le  moment  d'une  force  par  rapport  à 
un  point  équivaut  à  l'aire  d'un  parallélogramme,  de  même 
le  moment,  par  rapport  à  un  axe,  équivaut  à  six  fois  le 
volume  du  tétraèdre  ayant  son  sommet  à  l'origine,  et 
pour  arêtes,  une  longueur  égale  à  l'unité  prise  sur  l'axe 
des  moments,  la  distance  du  point  {x,^,  z)  h  l'origine, 
et  enfin  une  droite  égale  et  parallèle  à  la  force  donnée 
menée  par  l'origine. 

Je  n'entre,  bien  entendu,  dans  aucun  détail,  ne  vou- 
lant pas  refaire  ici  une  théorie  des  moments,  que  le  lec- 
teur fera  bien  lui-même  d'après  ces  rapides  indications. 
Je  veux  seulement  montrer,  par  une  application,  avec 
quelle  facilité  certains  théorèmes  sur  les  moments  se 
déduisent  de  transformations  immédiates  exécutées  sur 
les  déterminants  qui  les  représentent. 

/X  Y  Z\ 
4.    Considérons  deux  forces  quelconques    (  "  '     '      j  5 

(X'  Y'  Z'  \ 
*,  '    ,'    ,  )  5  et  formons  la  somme  de  leurs  moments  par 

rapport  à  la  résultante  de  deux  forces  égales  et  parallèles 
menées  par  un  point  quelconque  pris  comme  origine, 
c'est-à-dire  par  rapport  à  leur  résultante  de  translation; 
on  aura,  pour  la  somme  de  ces  moments,  en  remarquant 
que  les  cosinus  des  angles  qui  donnent  la  direction  de  la 
2X     lY     IZ 


résultante  sont 

R   ' 

^  j. 
R  ' 

r' 

(        ^ 

J 

z 

ce' 

r' 

z' 

IX 

Y 

Z 

-+■ 

X' 

Y' 

Z' 

lY 

iz 

IX 

lY 

IZ 
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En  remplaçant  SX  par  X  -f-X',.-»;  décomposant  chaque 
déterminant  en  déterminants  partiels  et  supprimant  ceux 
qui  sont  nuls,  il  reste,  après  réduction, 


X 

X' 


Y 
Y' 


Z  —  2' 

Z 
Z' 


Or  ce  déterminant  représente  six  fois  le  volume  du  té- 
traèdre ayant  pour  arêtes  opposées  les  deux  forces  don- 
nées (X,Y,  Z),  (X',Y',  Z'). 

Donc  la  somme  des  moments  de  deux  forces  quelcon- 
ques par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  leur  résultante 
de  translation  est  indépendante  de  la  position  de  cet 
axe  et  égale  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  ayant 
ces  forces  pour  arêtes  opposées,  divisé  par  la  grandeur 
de  la  résultante. 

5.  Ce  iliéorème  se  généralise  ensuite  de  la  manière 
suivante  : 

Considérons  un  groupe  de  n  forces  appliquées  à  un 
solide  invariable 

X,Y,Z\         /X',Y',Z'\         /X",Y",Z"\ 

I  '  l        ,  ,        '         '  1         //  //        «        '  •  •  *  7 

•i-,  .V,  Z/  \X  ,J    ,Z    )  \v    ,J     ,Z     J 

la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  leur  résultante 
de  translation  est 

.r         y  z 

X        Y        Z 
iX     2Y     IZ 


R-^ 


en  opérant  comme  dans  le  cas  de  deux  forces,  il  vient 

X  —  x'     y  —  y'     z  —  z' 
-i^  X  Y  Z 

X'  Y'  Z' 
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Donc  la  somme  des  moments  de  n  forces  appliquées 
à  un  corps  solide  par  rajyport  à  un  axe  parallèle  à  leur 
résultante  de  translation  est  indépendante  de  la  posi- 
tion de  cet  axe  et  égale  à  six  fois  la  somme  des  volumes 

j      n  (n  — i)      ,        ,   ,  .  7        ^ 

des tétraèdres  construits  sur  les  Jorces  prises 

deux  à  deux  comme  arêtes  opposées ,  divisée  par  la 
grandeur  de  la  résultante . 

Maintenant,  si  l'on  observe  que  la  subsiilution  à  un 
groupe  de  forces  d'un  autre  groupe  équivalent  n'altère 
en  rien  la  somme  de  leurs  moments,  puisque  cela  revient 
à  introduire  des  forces  dont  les  moments  par  rapport  à 
un  axe  quelconque  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  on 
en  conclura  que  : 

De  quelque  manière  que  l'on  réduise  un  s^  stème  de 

n  forces  à  deux  résultantes,  le  volume  du   tétraèdre 

construit  sur  ces  dernières  comme  arêtes  opposées  est 

constant  et  équivalent   à    la  somme  des  volumes   des 

n{n  —  i)      ,        ,   ,  .  1        r  7 

tétraèdres   construits    sur  les   forces    données 

2  -^ 

prises  deux  à  deux  comme  arêtes  opposées. 

Ces  tliéoièmes,  dus,  je  crois,  à  M.  Chasles,  sont  bien 
connus;  mais  j'ignore  si  l'on  a  songé  à  les  démontrer  par 
les  considérations  précédentes,  qui  me  paraissent  très- 
simples, 

SIR  LA  DISTANCE  D'IN  POINT  A  INE  DROITE  ; 

Par  m.    J.  WAILLE. 


Pour  obtenir  cette  formule,  il  sufGt  d'écrire  que  le 
carré  de  la  surface  du  triangle  qui  a  pour  sommet  le 
point  donné  et  pour  base  une  portion  quelcon([ue  de  la 
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droite  est  égal  à  la   somme  des  carrés  de  ses  projections 
sur  les  trois  plans  coordonnés. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  /  une  longueur  arbitraire 
portée  sur  la  droite,  les  projections  de  cette  ligne  sur  les 
trois  plans  des  xz^  des  j  z  et  des  xj  sont,  en  conservant 
les  notations  ordinaires. 


/  Ja^  -h  I  l\/b'-{-  i  l  Ja-  -t-  b- 


y'rt^H-ô^-h-i         \la--\-b''+i         y'rt^-{-6-H-i 

On  connaît  les  expressions  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  projections  du  point  sur  les  projections  de  l  :  on 
aura  donc,  en  désignant  par  d  la  perpendiculaire  cherchée 
et  en  appliquant  le  théorème  énoncé,  l'équation 

P§-_r-       rt^-t-i        {jc  —  az  —  pY 

T 


/= 

rt^-M         (a 

4 

rt-H-  b--+-  I 

/-         ^-^^i 

4  «'-t-  b--h  I 

1 

r-     a-  -h  i- 

a' 

■+ 1 

(r  - 

-bz  — 

yr 

^■^4-1 

[< 

y-  7) 

-H 

.V 

—  p] 

4  a--f-  ^^-h  ï  «*-t-  b^ 

d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  â. 

NOTE  SllR  LA  DÉTERMI\ATIO\  DES  ASYMPTOTES 
DANS  LES  L\TERSECT10NS  DES  SIRFACES  DU  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.  J.  CARON, 

Directear  des  travaux  graphiques  à  l'École  Normale  supérieure. 


Pour  construire  l'intersection  de  deux  surfaces  du  se- 
cond degré,  on  coupe  ces  deux  surfaces  par  une  troisième 
surface  variable  rencontrant  les  deux  premières  suivant 
deux  courbes.  Les  points  communs  à  ces  deux  courbes 
appartiennent  aussi  à  l'intersection. 
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On  emploie  de  préférence,  comme  surfaces  auxiliaires, 
des  plans.  La  direction  de  ces  plans  n'est  pas  arbitraire. 
Il  convient  en  effet,  pour  simplifier  les  constructions, 
d'employer,  commeplans  sécants,  des  plans  donnant  dans 
les  deux  surfaces  des  courbes  homothétiques. 

Je  supposerai  donc  qu'on  ail  trouvé  un  plan  A  donnant 
dans  les  deux  surfaces  des  courbes  homothétiques. 

Jesupposeraiaussique  ces  courbes  homothétiques  soient 
du  genre  hyperbole  ou  du  genre  ellipse,  en  me  réservant 
d'examiner  à  part  le  cas  où  elles  seraient  du  genre  para- 
bole. 

Soit  Al  l'un  de  ces  plans*,  il  coupe  la  surface  S  suivant 
une  conique  c  et  la  surface  S'  suivant  une  deuxième 
conique  c',  homothétique  de  la  première. 

lies  deux  coniques  c  et  c'  se  rencontrent  en  deux  points 
]M,  N  de  l'intersection  I,  les  deux  autres  points  étant  à 
1  infini. 

Ainsi  un  plan  quelconque  parallèle  au  plan  A  ne 
coupe  l'intersection  I  qu'en  deux  points,  les  deux  autres 
étant  constamment  à  l'infini.  C'est  pour  cette  raison  que 
je  donnerai  à  la  direction  des  plans  A  le  nom  de  direc- 
tion asymptotique  de  la  courbe  I. 

Quand  le  plan  A  se  déplace,  les  deux  points  M  et  N 
décrivent  la  courbe  I.  \oyons  ce  qui  arrive  quand  ces 
points  s'éloignent  à  l'infini. 

Ces  deux  points,  pour  une  position  particulière  du 
plan  sécant  A,  peuvent  s'éloigner  à  l'infini,  soit  isolé- 
ment, soit  simultanément.  Nous  avons  donc  deux  cas  à 
examiner. 

1°  L'un  des  points  M  et.  N  s'éloigne  seul  à  V infini.  — 
Pour  que  deux  courbes  homothétiques  du  second  degré, 
et  à  centre,  se  coupent  en  un  seul  point  à  distance  finie, 
il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  courbes  soient  du  genre 
hyperbole,  et  qu'elles  aient  une  asymptote  commune. 
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Cherchons  donc  le  plan  A  donnant  deux  coniques  c  et 
c'  ayant  une  asymptote  commune,  et  déterminons  la  po- 
sition de  cette  asymptote  commune. 

Soit  a  ou  a'  la  direction  commune  d'une  des  asymptotes 
des  courbes  c  et  c',  et  soit  de  plus  «i  ou  a'^  la  position  de 
l'asymptote  commune. 

Pour  trouver  cette  asymptote,  je  remarque  qu'elle 
passe  dans  toutes  ces  positions  par  le  centre  de  la  courbe 
c  ou  c'  à  laquelle  elle  appartient. 

Or  le  lieu  du  centre  de  la  courbe  c  est  le  diamètre  con- 
jugué ax  du  plan  A  dans  la  surface  S;  de  même  le  lieu 
du  centre  de  la  courbe  c'  est  le  diamètre  conjugué  a'x' 
du  plan  A  dans  la  surface  S'. 

Donc  l'asymptote  commune  «j  ou  a.\  est  assujettie  à 
rencontrer  les  deux  diamètres  conjugués  ajr,  a'x'.  Elle 
s'obtient  par  conséquent  en  menant  une  parallèle  à  l'une 
quelconque  des  asymptotes  de  la  courbe  c  ou  c'  s'ap- 
puyant  sur  les  diamètres  conjugués  du  plan  A  dans  les 
deux  surfaces. 

Je  dis  maintenant  que  cette  asymptote  commune  est 
'aussi  une  asymptote  de  l'intersection  I.  Pour  le  faire  voir, 
il  suffit  de  montrer  que  cette  asymptote  commune  n'est 
autre  chose  que  l'intersection  des  plans  tangents  à  l'infini 
aux  deux  surfaces  S,  S',  les  points  de  contact  étant  sur  les 
génératrices  des  deux  surfaces  qui  sont  parallèles  à  a  ou 
«1,  et  par  suite  parallèles  entre  elles. 

En  effet,  le  plan  tangent  au  cône  asymptote  F  de  la  sur- 
face S,  le  long  de  la  génératrice  oc^  de  ce  cône  parallèle 
•  à  ce.  ou  a',  contient  le  diamètre  conjugué  ax  du  plan  A 
/jui   est  parallèle  à  «g  [*).  Par  conséquent,   toute  droite 

(*)  Le  diamètre  conjugué  d'un  plan  A,  par  rapport  à  un  cône,  n'est 
autre  chose  que  l'intersection  des  plans  tangents  au  cône  le  long  des 
génératrices  Kj,  /S,  du  cône  contenues  dans  le  plan  parallèle  au  plan  À 
mené  par  le  sommet. 
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du  plan  tangent,  et  en  particulier  l'asymptote,  rencontre 
le  diamètre  conjugué  ax. 

De  même,  toute  droite  du  plan  tangent  au  cône  asym- 
ptote r'  de  la  sui'face  S'  le  long  de  la  génératrice  à^  ren- 
contre le  diamètre  conjugué  a' x'  du  plan  A  par  rapport 
à  cette  surface. 

Donc  l'asymptote  à  l'intersection  I  étant  Tintersection 
de  ces  deux  plans  tangents  rencontre  simultanément  les 
diamètres  ax,  d x' .  De  plus,  les  deux  plans  tangents  étant 
menés  lespectivement  par  les  deux  droites  «,,  a',  qui  sont 
parallèles,  leur  intersection  est  aussi  parallèle  à  ces 
droites,  et  par  suite  elle  coïncide  avec  Tasymptote  com- 
mune «1  ou  a'i  trouvée  précédemment. 

2"  Les  deux  points  M  et  N  s  éloignent  simultanément 
à  Vinfini.  —  Pour  que  deux  courbes  homoihéiiques  du 
second  degré  et  à  centre  ne  se  rencontrent  en  aucun  point 
à  dislance  finie,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  courbes 
aient  même  centre. 

Supposons  donc  que  les  deux  diamètres  conjugués  ax, 
a' x'  se  rencontrent  en  un  point  'x,.  Le  plan  Ai  mené  par 
ce  point  coupera  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques 
c,  c'ayant  même  centre.  La  courbe  I  est  donc  rencontrée 
par  ce  plan  Ai  en  quatre  points  qui  sont  tous  les  quatre 
à  l'infini. 

Si  les  deux  courbes  c  et  c'  sont  du  genre  hyperbole,  les 
points  M  et  N  qui  se  sont  éloignés  à  l'infini  donnent  des 
branches  de  courbe  réelles.  L'intersection  I  a  alors  deux 
asymptotes  réelles  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  |)aral- 
lèles  aux  deux  asymptotes  des  courbes  c  et  c'  menées  par 
le  point  w. 

Au  contraire,  si  les  deux  courbes  c  et  c'  sont  du  genre 
ellipse,  les  points  M  et  N,  en  s'éloignant  à  l'infini,  devien- 
nent imaginaires,  et  le  plan  Ai  mené  par  le  point  w  est 

Aun.  de  Machémat.,  2^  série,  t.  XII.  (Juin  1S73.}  10 
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un  plan  asymptolique  à  une  partie  imaginaire  de  l'in- 
terseciion  I. 

Je  m'arrêterai  un  instant  à  l'examen  de  ce  dernier  plan 
asymptolique^  car  il  conduit  à  la  construction  d'une 
asymptote  d'un  genre  particulier,  et  qu'on  ne  pouvait 
trouver  par  la  méthode  ordinaire. 

Les  hypothèses  sont  donc  les  suivantes  : 

1°  Le  plan  A  coupe  les  deux  surfaces  S,  S'  suivant  deux 
coniques  c,  c'  homolhéliques. 

2"  Les  deux  diamètres  ax,  a'x'  conjugués  du  plan  A 
dans  les  deux  surfaces  se  rencontrent,  ou  plutôt  déter- 
Biâ:nent  un  plan  oiaxa'x'. 

Ce  plan  u^axa' x'  rencontre  le  plan  A  suivant  une 
droite /:>3  qui  a  pour  conjuguée,  par  rapport  aux  deux  co- 
niques c,c'^  une  même  àro\ie  py. 

Nous  voyons  donc  que  les  deux  surfaces  S,  S'  ont  un 
même  plan  diamétral  w«x" a'x' conjugué  de  la  direction 
py.  Par  conséquent,  la  projection  de  l'intersection  I  pa- 
rallèlement à  pj  sur  le  plan  diamétral  commun  tùaxa' x' 
est  une  courbe  du  second  degré.  Cette  courbe  du  second 
degré  i  ne  convient  pas  tout  entière  comme  projection  de 
l'intersection. 

Si  les  conicjues  c,  c'  sont  du  genre  hyperbole,  la  pro- 
jection i  a  une  branche  infinie  projection  de  deux  bran- 
ches infinies  et  réelles  de  l'intersection. 

Au  contraire,  si  les  deux  coniques  c,  c'  sont  du  genre 
ellipse,  la  projection  /  a  encore  une  branche  infinie  dont 
pz  est  l'asymptote,  mais  qui  est  alors  la  projection  d'une 
partie  imaginaire  de  l'intersection  L 

La  méthode  des  plans  tangents  à  l'infini  donne  bien 
l'asymptote  dans  le  premier  cas,  mais  elle  ne  peut  la 
donner  dans  le  second. 

Cette  méthode  des  diamètres  conjugués  pour  la  déter- 
mination des  asymptotes  est  donc  plus  générale  que  celle 
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de  plans  tangents  à  l'infini,  et  de  plus  elle  donne  sou- 
vent lieu  à  des  constructions  beaucoup  plus  simples. 

Le  cas  qui  nous  occupe  se  présente  fréquemment. 
Ainsi  on  aura  à  appliquer  la  méthode  que  je  donne  ici, 
dans  le  cas  de  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolu- 
tion du  second  degré,  dont  les  axes  sont  dans  un  même 
plan  parallèle  au  plan  vertical,  et  plus  généralement 
encore,  dans  tous  les  cas  d'intersection  de  deux  surfaces 
du  second  degré  qui  ont  un  plan  diamétral  commun  (qui 
peut  être  un  plan  diamétral  principal),  correspondant  à 
une  même  direction  de  cordes  perpendiculaires  à  l'un 
des  plans  de  projection. 

Je  vais  examiner  maintenant  le  cas  où  les  sections  par 
le  plan  A  sont  du  genre  parabole. 

Pour  que  deux  paraboles  homolliétiques  (c'est-à-dire 
dont  les  axes  sont  parallèles)  se  coupent  en  un  seul  point 
à  distance  finie,  il  faut  et  il  suffit  :  i  °  qu'elles  soient  diri- 
gées dans  le  même  sens-,  i^  qu'elles  soient  égales. 

On  déterminera  donc  le  plan  A,  de  manière  à  lui  faire 
couper  les  deux  surfaces  suivant  deux  paraboles  égales. 
Si  ces  deux  paraboles  sont  de  même  sens,  elles  seront 
asymptotes  entre  elles,  et  en  même  temps  asvmplotes  à 
Tinlersection  I.  Cette  intersection  sautera  d'une  branche 
des  paraboles  à  l'autre  branche,  le  plan  sécant  se  dépla- 
çant en  passant  par  la  position  Aj. 

Nous  voyons  donc  que,  dans  ce  cas,  Fintersection  aura 
deux  branches  paraboliques  asymptotes  de  chaque  bran- 
che des  paraboles  c,  c'  contenues  dans  le  plan  Aj. 

La  projection  de  l'intersection  sur  un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  Ai,  pris  par  exemple  pour  plan  horizontal, 
a  une  asymptote  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  avec  un 
point  de  rebroussement  à  l'infini,  ce  point  appartenant 
aux  deux  contours  apparents  en  projection  verticale. 

i8. 
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Si  les  deux  paraboles  du  plan  Aj  sont  égales,  de  même 
sens,  et  de  plus  ont  même  axe,  les  deux  points  M  et  N 
s'éloigneront  simultanément  à  l'infini. 

Pour  trouver  la  position  du  plan  Ai,  nous  nous  servi- 
rons des  lliéorèmes  suivants  : 

1°  Les  sections  dhin  cylindre  par  des  plans  parallèles 
sonl  égales. 

2°  Les  sections  paraboliques  d\in  paraholoïde  par 
des  plans  parallè;les  sont,  égales. 

3°  Les  sections  par  un  même  plan  d'un  hyperboloïde 
et.  de  son  cône  asymptote  [ces  sections  étant  des  para- 
boles) sont  égales. 

A  l'aide  de  ces  trois  lliéorèmes,  nous  ramènerons  la 
détermination  du  plan  Ai  à  la  résolution  des  deux  pro- 
blèmes suivants  : 

1°  Un  plan  A  coupant  un  cône  donné  suivant  une  para- 
bole, trouver  un  plan  parallèle  au  plan  A  coupant  le 
cône  suivant  une  parabole  égale  à  une  parabole  donnée. 

2°  Un  plan  A  coupa?it  deux  cônes  suivant  deux  para- 
boles ayant  leurs  axes  [)arallèles,  trouver  un  plan  Ai 
parallèle  au  plan  A  coupant  les  deux  cônes  suivant  deux 
paraboles  égales. 

Solution  du  premier  problème.  —  Je  mène  un  plan 
tangent  au  cône  parallèle  au  plan  A,  et  dans  ce  plan  je 
place  la  parabole  donnée  c,  de  manière  qu'elle  passe  par 
le  sommet  du  cône,  et  qu'elle  ait  son  axe  parallèle  à  la 
génératrice  de  contact.  Cette  parabole  a  pour  tangente, 
au  sommet  du  cône,  une  droite  st.  Par  cette  droite,  je 
mène  un  second  plan  tangent  au  cône.  Soilsb  la  généra- 
trice de  contact. 

Si,  par  vin  point  quelconque  de  la  parabole  c,  je  mène 
une  parallèle  à  la  droite  sb,  elle  coupe  le  cône  en  un 
point  m,  et  le  plan  mené  par  le  point  /;/  parallèlement  au 
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plan.  A  coupe  le  cône  suivant  une  parabole  égale  à  la 
parabole  c. 

En  elï'et,  si  l'on  amène  ces  deux  paraboles  à  être  dans 
le  même  plan  (par  un  transport  parallèle  à  iZ»),  on  voit 
aisément  qu'elles  ont  deux  points  communs  avec  une 
tangente  en  l'un  de  ces  points  communs,  et  les  axes  paral- 
lèles, ce  qui  fait  quatre  conditions  communes. 

On  voit  par  là  que  le  problème  est  toujours  possible 
et  n'admet  qu'une  seule  solution,  en  tenant  compte  de  la 
direction  delà  parabole  c. 

Solution  du  second  problème.  —  Soient  les  deux  cônes 
s, s' et  les  plans  tangents  A,  A'  parallèles  ainsi  que  les  deux 
génératrices  de  contact  sa,  s' a'. 

Par  le  point  s  je  mène  dans  le  plan  A  deux  droites  arbi- 
traires 5t,  5^1,  et  par  le  point  s'  deux  parallèles  s' l',  s't\  . 

Ces  droites  déterminent  quatre  plans  tangents  dont 
les  génératrices  de  contact  sonlsb^  sb^  pour  le  premier 
cône,  s'b',  s'b'^  pour  le  second. 

Je  ferai  remarquer  tout  d'abord  que  les  plans  sbh^^ 
s' b' b\  des  génératrices  de  contact  sont  coupés  par  un  plan 
A  suivant  deux  droites  parallèles. 

En  effet,  ces  droites  sont  les  cordes  de  contact,  par  rap- 
port à  deux  paraboles  qui  ont  leurs  axes  parallèles,  de 
deux  systèmes  de  tangentes  parallèles  deux  à  deux  (car 
les  deux  tangentes  de  la  première  parabole  sont  parallèles 
à  st,  sti,  et  celles  de  la  seconde  à  s't,  s't\). 

Soit  A,  le  plan  clierclié,  Z>,  ^j,  b',  b\  les  quatre  points 
d'intersection  du  même  plan  avec  les  quatre  génératrices 
de  contact. 

Si  les  deux  paraboles  sont  égales,  les  deux  tordes  è^,, 
b'b\  le  sont  aussi.  La  réciproque  étant  vraie,  la  question 
se  ramène  à  la  suivante  :  couper  les  deux  faisceaux  sbsb^, 
s' b' s' b\  par  un  plan  Ai  parallèle  au  plan  A,  de  manière 
que  les  cordes  interceptées  bb^^b'V ^  soient  égales. 


(.78  ) 

Pour  résoudre  ce  dernier  problème,  je  mène  par  les 
deux  sommets  5, 5' et  par  un  point  quelconque  de  l'espace 
trois  plans  parallèles  au  plan  A.  Ces  trois  plans  sont 
coupés  par  une  droite  quelconque  en  trois  points  a,  a' et  w. 
Le  troisième  plan  mené  par  le  point  quelconque  w  déter- 
mine dans  les  deux  faisceaux  shsbi,  s' b' s' b\  deux  cordes 
dcli,d' d\  .  Je  prends  alors  sur  une  droite  quelconque  du 
troisième  plan  passant  par  o),  et  à  partir  du  point  w,  deux 
longueurs  w^,  w^'  dans  le  même  sens,  égales  respecti- 
vement à  ddi,d'd[  .  Ceci  fait,  je  joins  (78,  a' ^' qui  se  ren- 
contrent au  point  j3.  Le  plan  parallèle  au  plan  A  mené 
par  ce  point  3  est  le  plan  cherché  Ai. 

Nous  avons  donc  toujours  une  solution  et  une  seule. 

Exemple.  —  Construire  l'intersection  de  deux  cônes 
ayant  pour  base,  dans  le  plan  horizontal,  deux  paraboles 
dont  les  axes  so'it  parallèles. 

QUESTIONS  1H2,  M15,  1114,  MIS  ET  1116 

(voir  même  tome,  p.  19?.); 

Par    m.    MORET-BLANC. 


1112.  Montrer  que  la  déi^eloppée  de  l ellipse  peut  être 
considérée  comme  V enveloppe  d^ ellipses  concentriques 
et  co-axales  à  la  proposée.  {C.  de  Poliginac.) 

La  développée  de  l'ellipse 

C)        .  ^  +  f^  =  ' 

a,  comme  on  sait,  pour  équation, 

en  posant,  pour  abréger,  —  =(7i  cl  --  =  ^,. 
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Pour  que  les  ellipses  vaiiables 

aient  pour  enveloppe  la  développée  de  la  première,  il  est 
nécessaire  que  les  paramètres  a  et  /3  soient  liés  par  une 

relation  telle  que,  pour  ^  =  o,  a  =  —i  et,  pour  a  =  o, 

(5  =  —-La  i-elation  la  plus  simple  satisfaisant  à  celte  con- 
dition est 

(4)  OX  +  b^  =  cK 

Différentiant  les  équations  (3)  et  (4)  par  rapport  à  a  et  j3, 
ajoutant  les  équations  résultantes  multipliées  respective- 
ment par  X  et  —  i ,  et  égalant  séparément  à  zéi^o  les  coef- 
ficients de  doc  et  de  c/|3,  on  a 


:5) 


Ajoutant  ces  équations  multipliées  respectivement  par 
a  et  A,  et  ayant  égard  aux  équations  (3)  et  (4),  il  vient 

X  —  c^  =  o      ou     1  z=z  c'. 
Les  équations  (5)  donnent  ensuite 
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Ces  valeurs,  reportées  dans  l'équation  (3),  donnent, 
pour  équation  de  Tenveloppe  cherchée, 

J 

C'est  précisément  l'équation  {2)  de  la  développée  de 
l'équation  (i). 

Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  E.  Laurens,  professeur 
au  lycée  de  Rouen;  Poujaile,  professeur  au  lycée  de  Kice;  Gambey,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Saint-Étienne;  A.  Chervet,  élève  du  lycée  de  Moulins. 

iH3.  Le  rayoji  de  coiuhure  du  point  de  V ellipse ^ 
qui  est  égal  au  demi- diamètre  conjugué  de  ce  point,  a 
son  extrémité  sur  ce  diamètre.  Il  est  tangeîit  au  cercle 
concentrique  à  r ellipse  ayant  la  demi-différence  des 
axes  pour  rayon.  (C.  de  Poligkac.) 

Soient  O  le  centre  de  l'ellipse,  M  le  point  jouissant  de 
la  propriété  énoncée,  C  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant. Il  faut  prouver  que  le  triangle  OCM  est  rectangle 
en  C,  et  que  OC  =  a  —  /). 

Soit  fo  le  paramètre  angulaire  du  point  M, 


OM  =  slà^  cos^cm  +  Z)^sin'w, 


le  demi-diamètre   conjugué  =  y'a^  siu^w  +  6^  cos^oj,  et 

i  1  1  -T        (rt^  sin-&}  H- è- cos'w)^ 

le  rayon  de  courbure  en  M  =  ^^ ; — 

"^  ab 

On  aura  donc 

a'sin=»  H- è'cos'w)^        ,       .  ,  ,4^ 

=    a^  sm-w  -t-  t»'  cos'w)   , 

ab 

d  où 

«-  sin'w  -+-  b'^  cos'w  =  ab. 
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D'ailleurs  l'équation  de  la  normale  en  M  étant 

a  slriùi  X  —  b  costo  y  =  [a^  —  Z»'  ;  sino)  cosw, 

le  carré  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  cette 
normale  est 

n^—  b- 
«■'!>in'-'w  -+-  b'  cos-( 

Elle  tombe  donc  au  point  C,  qui  appartient,  par  suite, 
au  conjugué  du  demi-diamètre  O.M,  et  de  plus  le  rayon 
de  courbure  est  tangent  à  la  circonférence  décrite  du 
centre  de  l'ellipse  avec  le  rayon  a  —  b  [*). 

(*)  Soient  OX,  OY  les  directions  des  axes  ia,  ib  de  l'ellipse;  DC  le 
rayon  de'courbure  en  un  point  D  de  cette  courbe;  ADB  la  tangente  en  D, 
perpendiculaire  à  DC,  et  rencontrant  en  des  points  A,  B  les  droites 
OX,  OY. 

On  sait  que  le  rayon  de  l'ellipse  conju;;ué  de  OD  est  parallèle  à  la 
tangente  ADB,  et  moyen  géométrique  entie  les  segments  AD,  DK.  Donc, 
si  le  rayon  de  courbure  DC  est  égal  à  ce  rayon  conjunué,  le  point  C  ap- 
partient nécessairement  à  la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre. De  plus,  la  droite  CD  prolongée  rencontrant  cette  circonférence 
en  un  point  C,  tel  que  DC'  =  DC,  si  du  point  C  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  OD,  on  aura,  d'après  la  proposition  de  Steiner,  dont  une 
démonstration  géométrique  a  été  donnée  (t.  X,  2^  série,  p.  462), 

OH  X  OD  =  fl' -(- ^-S 
d'où 

OD  X  DH  =  a'  4-  é'  —  OD-  =  DC"  =  DC  X  DC. 

L'égalité  OD  x  DH  =  DC  X  DC  montre   que  les  quatre  points  0,  H, 
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Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Abel  Prétet,  élève 
du  collège  Stanislas;  Gambey,  professeur  au  lycée  de  Saint-Élienne  ; 
Poujade,  professeur  au  lycée  de  Nice;  Louis  Cauret,  professeur  au  lycée 
du  Mans;  E.  Laurens,  professeur  au  lycée  de  Rouen  ;  A.  Tourrettes,  sur- 
veillant général  au  lycée  d'Albi;  A.  Chervet,  élève  du  lycée  de  Moulins; 
Bance,  maitre  répétiteur  au  lycée  de  Piouen  ;  Y.  Janiet,  élève  du  lycée  de 
Bordeaux;  Bourguet,  à  Nantes;  H.  Lez,  à  Lorrez. 

1114.  Les  cercles  conce?itnques  à  V ellipse,  dont  les 
raj'OJis  sof/t  respectiveuieut  la  somme  et  la  cliHérence  de 
ses  axes,  ijiterceptent  sur  toute  normcde  à  l'ellipse  des 
segments  dont  deux  sont  toujours  égaux.  En  donner 
^expression.  (C.  de  Poligkac.) 

1115.  Montrer  que  l'on  peut  tracer  une  infinité 
d^ ellipses  concentriques  et  co-axales  à  une  ellipse 
donnée  jouissant  deux  à  deux  de  la  même  propriété. 
Les  axes  de  V ellipse  peuvent  être  regardés  comme 
deux  ellipses  [non  correspondantes)  de  la  série. 

(C.   DE  POLIGIS'AC.) 

1116.  Deux  ellipses  quelconques  de  la  série  inter- 

C,  C  sont  sur  une  même  circonférence;  donc  l'angle  OCC  est  droit  et 
la  droite  OC  est  parallèle  à  ADB.  Par  conséquent,  le  point  C  appartient 
f'U  diamètre  conjugué  de  OD. 

D'autre  part,  il  résulte  de  la  construction  bien  connue,  qui  détermine 
les  axes  d'une  ellipse  dont  on  donne  deux  diamètres  conjugués,  que 
OC^a  —  b  et  OC  =«  +  6;  donc  le  rayon  de  courbure  DC  est  tan- 
gent à  la  circonférence  décrite  du  centre  O  de  l'ellipse  avec  {a  —  b)  pour 
rayon.  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Soient  OP  une  perpendiculaire  menée  du  point  0  sur 
AB,  et  G  l'intersection  des  diamètres  OC,  AB  ;  on  aura 

PG=:^|PD  =  ^OC=|(«  — è)     et      BG=  iBA  =  jOC  =  |(aH-<&); 

il  s'ensuit 

BP  =  *,     PA  =  fl,     et     OP^v'"^.     DC  =  V«^. 

La  droite  AB  est  le  minimum  des  tangentes  à  l'ellipse  comprises  entre  les 
axes  de  la  courbe.  (G.) 
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ceptent ,   sur  toute   normale   à   Veîlipse  âoiuiée,  deux 
segments  dont  le  rapport  est  constant. 

(C.  DE  PoLIGNAC.) 

Les  solutions  de  ces  trois  questions  résultent  immédia- 
tement des  théorèmes  suivants,  démontrés  par  M.  Tran- 
son,  dans  les  Nouvelles  Anîiales  : 

i"  Si,  sur  la  normale  efi  chaque  point  d'une  ellipse, 
on  porte  à  partir  de  ce  point,  et  de  part  et  diantre,  des 
segments  égaux  à  la  moyenne  géométrique  des  deux 
raj^ons  focaux  de  ce  point,  les  lieux  des  extrémités  de 
ces  segments  sont  les  deux  cercles  décrits  du  centre  de 
Veîlipse  avec  la  demi-somme  et  la  demi- différence  des 
axes  pour  rayons  (*). 

Ce  théorème  résout  complètement  la  question  IH'i. 
J'en  reproduis  ici  la  démonstration,  en  faisant  usage  de 
Ja  notation  de  JM.  Bellavitis. 

Soient  O  le  centre  de  l'ellipse,  C  et  C  les  deux  foyers, 
Z  un  point  quelconque  de  la  courbe-,  représentons  les 
droites  OC,  OC,  OZ  par  c,  —  c  et  z. 

On  aura,  dans  les  triangles  OCZ,  OC'Z, 

CZ-A^  z  —  c,     C'Z-dlfZ  +  c. 

La  moyenne  géométrique  entre  CZ  et  C'Z  sera  \Jz^  —  c% 
dirigée  suivant  la  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vec- 
teurs, c'est-à-dire  suivant  la  normale. 

Soient  Yj,  Y2  les  extrémités  des  segments;  désignons 
OYi  et  OY,  par  y^  et  js  ;  on  aura 


y,  'T^  z  -^  \z^  —  c',     y.,^ z  —  y'z-  — 


d'où,  en  différentiant, 


'/Ti     ^  dz  cIyi  (iz 


J'i  sj  z-  —  c^  J'i 


(*)  ^  oir  Nouvelles  annales  de  Mathématiques,  2*  série,  t.  VII,  p.  5. 
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Or  dz^  dirigé  suivant  la  tangente,  fait  avec  la  normale  un 
angle  droit;  donc,  d'après  les  principes  du  calcul  direciif 
(ou  des  équipollences),  dy^  fait  aussi  un  angle  droit 
avec  j'i,  et  dy^  fait  un  angle  droit  avec  y^^^.  Les  courbes 
décrites  par  les  points  Yj  et  Y,  sont  donc  des  circonfé- 
rences concentriques  à  Tellipse.  En  supposant  le  point  Z 
à  l'extrémité  du  petit  axe,  les  segments  deviennent  égaux 
à  a,  d'où  Ton  voit  que  les  rayons  sont  a  -\-  b  et  «  —  b, 

2°  Si ,  en  chaque  point  d'une  conique  à  centre  et 
sur  une  direction  constamment  incUnce  du  même  angle 
sur  la  normale,  on  porte  une  longueur  proportionnelle 
à  la  moyenne  géométrique  des  deux  rayons  focaux 
relatifs  à  ce  point ^  l'extrémité  de  cette  longueur  dé- 
crira une  nouvelle  conique  concentjique  à  la  première 
et  de  même  genre  quelle  (*). 

Ce  théorème  résout  les  questions  111S  et  1116. 

Pour  chaque  valeur  du  rapport,  on  obtient  deux  co- 
niques correspondantes 5  si  l'inclinaison  sur  la  normale 
est  nulle,  toutes  les  coniques  obtenues  sont  co-axales  à  la 
proposée.  Les  deux  axes  de  celle-ci  font  partie  de  la  série 
[en  les  limitant  toutefois  aux  sommets  de  la  développée)  ; 
car  les  portions  de  normale  comprises  entre  la  courbe  et 
les  axes  ont  respectivement  pour  longueurs 

b     —  a     ~ 

;•  et  ;'  étant  les  deux  rayons  vecteurs  :  elles  sont  donc 
proportionnelles  à  \Jrr' . 

Enfin,  si  nisjrr'  et  m'  \Jrr'  sont  les  segments  inter- 
ceptés par  deux  ellipses  quelconques  de  la  série,  ils  sont 

dans  le  rapport  constant  — 7* 
'  ^  /;/ 

(*)  Voir  Nouvelles  Annales  de  Matliématiques,  a*  série,  t.  XII,  p.  5. 
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Note.  —  Les  mêmes  questions  ont  été  résolue  par  MM.  Bourguet, 
à  Nantes;  l'oujade,  profes^ur  au  lycée  de  Nice;  A.  Chervet,  élève  du 
lycée  de  Moulins.  La  question  1114  l'a  été  aussi  par  MM.  A.  Tourettes, 
surveillant  général  au  lycée  d'Albi;  G.  Gallard,  élève  du  lycée  de  Rennes. 

BIBLIOGRAPHIE. 


Elementi  n  GEo:METrxiA  projettiva  di  Luigi  Cremona, 
t.  I,  texte  et  planches  (i84-xliv).  In-85  i8j3.  Prix  : 
3  i\\  5o  c.   (Pour  la  France,  4  li'-?  port  compris.) 

Ainsi  que  l'auteur  le  déclare  dans  sa  Préface,  cet  Ouvrage 
n'a  aucune  prétention  à  l'originalité;  les  théorèmes,  et  souvent 
même  leurs  démonstrations  et  leur  coordination  en  théories, 
appartiennent  à  d'autres  Traités  qu'il  cite  toujours  conscien- 
cieusement. Le  but  de  l'auteur  a  été  seulement  de  faire  un 
ouvrage  élémentaire,  un  ouvrage  accessible  aux  personnes  qui 
n'ont  étudié  que  les  premiers  livres  de  la  Géométrie  d'Kuclide; 
un  ouvrage  enfin  qui  puisse  servir  de  texte  dans  les  écoles  se- 
condaires, même  à  des  professeurs  qui  n'ont  pas  été  élevés 
dans  les  doctrines  de  la  science  moderne.  L'auteur  a  cher- 
ché en  outre  à  allier  l'étude  des  théories  avec  les  construc- 
tions graphiques,  et  c'est  pour  cela  qu'il  a  laissé  prédominer 
les  propriétés  descrij)tives  sur  les  propriétés  métriques,  sans 
toutefois  négliger  ces  dernières.  D^ins  ce  sens,  on  peut  dire  que 
ses  modèles  ont  dû  être  Poncelet,  Staudt  et  Steiner,  plutôt  que 
Chastes  et  i^Iobius.  Cet  Ouvrage  pourra  donc  servir  à  réj)andre 
rapidement,  dans  les  écoles  secondaires,  la  connaissance  des 
mélhodes  modernes  de  la  Géométrie,  qui  sont  aussi  nécessaires 
pour  les  spéculations  abstraites  que  précieuses  pour  les  appli- 
cations techniques,  ainsi  que  h-  prouve  la  Statique  giYiphique. 
Et  c'est  précisément  à  cette  diffusion  et  à  ces  applications  que 
visent  les  nouveaux  programmes  de  INIathématiques  que  le  Mi- 
nistère de  l'Industrie  du  royaume  d'Italie  a  introduits,  en  oc- 
tobre 18'ji,  dans  les  instituts  secondaires  qui  dépendent  de  sa 
direction. 

Ces  prémisses  expliquent  l'ordre  que  l'auteur  a  suivi  dans  son 
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Ouvrage.  Il  commence  par  l'exposilion  des  principes  delà  pro- 
jection centrale  et  delà  transformation  homologiquedePoncelet, 
et  il  en  déduit  la  conception  des  éléments  à  distance  infinie. 
Il  définit,  selon  Steiner,  les  formes  géométriques  fondamen- 
tales et  pose  le  principe  de  dualité  comme  principe  absolu. 
Il  adopte  la  définition  de  Zech  pour  la  projectivité  des  formes, 
comme  résultat  de  projections  successives.  D'après  Staudt,  il 
se  sert  de  la  propriété  du  quadrilatère  complet  pour  définir  les 
groupes  harmoniques.  Il  introduit  alors  la  théorie  des  rapports 
anharmoniques,  et  donne  les  constructions  des  formes  projec- 
tives,  en  les  faisant  suivre  de  nombreux  exercices. 

Il  établit  la  théorie  de  l'involution  comme  cas  particulier 
de  la  projectivité  de  deux  formes  superposées.  C'est  à  M.  Chasles 
que  l'auteur  a  emprunté  le  moyen  très-simple  de  déduire  la 
génération  des  coniques  de  la  combinaison  de  deux  formes  pro- 
jectives  (  *  ),  et  il  en  déduit  les  théorèmes  de  Pascal,  de  Brianchon, 
de  Maclaurin,  de  Poncelet,  de  Desargues,  etc.,  avec  leurs  nom- 
breux corollaires  et  les  constructions  graphiques  qui  en  dé- 
coulent. L'auteur  établit,  d'après  Bellavitis  et  Staudt,  la  concep- 
tion des  séries  projectives  de  points  sur  une  conique,  et  cies  pro- 
priétés de  ces  séries  il  déduit  les  constructions  si  élégantes  et 
si  simples  données  par  Steiner  pour  les  points  doubles  de  deux 
divisions  projectives  (ou  en  involution)  sur  une  droite.  Puis 
viennent  des  applications  très-nombreuses  de  la  méthode  ([ue 
M.  Cliasles  a  nommée  àe  fausse  position  géométrique,  aux  pro- 
blèmes du  second  degré.  L'auteur  expose  ensuite  la  théorie  des 
pôles,  des  points  réciproques  et  des  triangles  conjugués,  et, 
comme  cas  particulier,  celle  du  centre  et  des  diamètres.  Après  un 
court  chapitre  sur  les  figures  |)olaires  réciproques,  il  donne  un 
grand  nombre  de  théorèmes  et  de  problèmes,  pour  la  majeure 
partie  traités,  quelques-uns  seulement  proposés  comme  exer- 
cices :  parmi  lesquels  le  théorème  de  Carnot,  les  propriétés  de 


(*)  Par  une  méprise  qui  est  intervenue  dans  la  transcription  du  ma- 
nuscrit, les  démonstrations  du  n°  114  sont  restées  incomplètes;  elles 
doivent  être  complétées  comme  dans  le  Traité  des  Sections  coniques, 
n°s  8  et  9. 
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l'hyperbole  équilatère,  la  construction  de  M.  Chaslcs  pour  la 
trisection  de  l'angle,  la  description  organique  des  coniques  de 
Newton,  etc. 

Le  tome  II  de  cet  Ouvrage  contiendra  les  propriétés  focales 
des  coniques,  la  théorie  des  cônes  du  second  degré  et  des 
figures  sur  la  sphère,  et  les  principes  de  la  Géométrie  analy- 
tique d'après  les  méthodes  modernes  (coordonnées  projectives). 

Mémoire  stjr  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 

PARTIELLES    DES     DEUX     PREMIERS     ORDRES;     par    JosepJl 

Graindorge.    Paris,   Gaulliier-Villars.   In-8°:    1872. 
Prix  :  7  fr.  5o  c. 

Ce  Mémoire  est,  dit  l'auteur,  divisé  en  deux  Parties  :  dans 
la  première,  je  traite  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Je  n'ai  pas  cru  devoir  parler  de  la  méthode  de 
Cauchy,  parce  qu'elle  me  paraît  suffisamment  développée  dans 
les  travaux  de  M.  Serret.  J'ai  adopté  la  méthode  de  Jacobi,  en 
la  modifiant  d'après  les  travaux  de  M.  Boole  et  de  Bour.  J'ai 
appliqué  cette  méthode  à  différents  exemples  qui  en  montrent 
l'utilité;  j'ai  aussi  traité  plusieurs  applications  d'intégration 
d'équations  simultanées  à  plusieurs  variables. 

Je  n'ai  pas  exposé  la  théorie  de  l'intégration  des  équations 
de  la  Dynamique.  Elle  serait  ici  superflue  :  à  la  rigueur,  elle 
n'y  doit  occuper  qu'une  place  historique  (*). 

Dans  la  seconde  Partie,  je  me  suis  occupé  des  équations  du 
second  ordre  :  j'y  ai  développé  surtout  les  méthodes  de  Monge 
et  d'Ampère,  que  j'ai  appliquées  à  différents  cas  qui  avaient 
échappé  à  ces  géomètres.  En  traitant  la  méthode  d'Ampère,  j'ai 
simplifié  la  notation  qu'il  a  employée  dans  ses  deux  Mémoires. 
J'ai  aussi  donné  quelques  détails  sur  les  méthodes  de  Laplace 
et  de  Legendre,  sans  insister  cependant  sur  la  dernière. 

Dans  l'exposé  de  la  méthode  de  Laplace,  j'ai  fait  usage  des 

(*)  Jacobi,  Vorlesungen  ûber  Dynamik.  —  Voir  aussi  mon  Mémoire  sur 
l'intégration  des  équations  de  la  Mécanique.  —  BouR,  Mémoires  des  Savants 
étrangers.  —  Gilbert,  Sur  Vintégration  des  équations  de  la  Dynamique 
{Bulletins  de  V  Académie  royale  de  Belgique  ;  i864). 
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simplifications  que  j'ai  apportées  à  la  môthode  de  Monge.  J'ai 
donné  de  nombreux  exemples  des  théories  de  Monge  et  d'Am- 
père, en  appliquant  la  méthode  de  Jacobi  aux  équations  du 
premier  ordre,  auxquelles  j'ai  ramené  le  problème.  Je  suis 
ainsi  parvenu,  chaque  fois,  à  simplifier  considérablement  les 
calculs  pénibles  et  les  transformations  nombreuses  qu'avaient 
dû  faire  Monge,  Legendre  et  Ampère. 

La  première  Partie  de  mon  Mémoire  était  déjà  très-avancée, 
lorsque  j'ai  eu  connaissance  du  Mémoire  de  M.  Imschenetsky, 
professeur  à  l'Université  de  Kazan,  sur  la  même  question,  Mé- 
moire que  M.  Houël  venait  de  traduire  (*];  j'y  ai  puisé  diffé- 
rents renseignements  très-utiles  sur  les  équations  du  premier 
ordre.  Je  suis  en  outre  parvenu  à  me  procurer,  grâce  à  l'obli- 
geance de  M.  Imschenetsky,  Toriyinal  russe  d'un  Mémoire  publié 
par  cet  auteur  sur  les  équations  du  second  ordre  (**j.  J'y  ai 
trouvé,  entre  autres  choses  nouvelles,  une  généralisation,  encore 
inconnue  parmi  nous,  de  la  méthode  de  Laplace  (***). 

En  outre,  la  théorie  ibndée  par  Ampère  n'est  pas  générale  : 
elle  permet  de  trouver  l'intégrale  générale  seulement  dans  cer- 
tains cas  particuliers.  M.  Imschenetsky  a  fait  voir  [****)  que 
l'on  peut,  dans  le  cas  général,  obtenir  l'intégrale  primitive.  La 
marche  qu'il  suit  repose  sur  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires.  Il  arrive  ainsi  à  montrer  l'existence  d'un 
nombre  illimité  de  transformations  qui  conservent  à  l'équation 
proposée  son  type  primitif,  ou  la  réduisent  à  une  équation 
biordinale  linéaire.  Quoicju'il  dise  lui-même,  dans  sa  Préface, 
que  la  méthode  d'Ampère  est  peu  connue  à  cause  de  la  diffi- 
culté qu'offre  la  lecture  de  ses  deux  I\Iémoires,  il  me  paraît  que 
l'on  pouvait  simplifier  davantage  la  notation  du  savant  français, 
et  je  pense  en  avoir  donné  la  preuve. 

(*)  V.  Imschenetsky,  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  traduit  du  russe  par  Hoûel  ;  Paris,  iSfig. 

(**)  V.  Imschenetsky,  Etude  sur  les  méthodes  d'intégration  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux  va- 
riables indépendantes  (^Mémoires  de  l  Université  de  Kazan ,  1868). 

(*•*)  Ibid.,  p.  /|9. 

(****)  Ibid.,  p.  ia8. 
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SUR  l]\E  PROPRIÉTÉ  DES  ASYMPTOTES  ET  SIR  CETTE 
LOCUTION  : 

«  Les  points  sitaés  à  Tiniini  sar  un  plan  sont  en  ligne  droite  m^ 
Par  m.  Abel  TRANSON. 


L'asymptote  d\ine  branche  infinie  de  courbe  est  la 
limite  des  positions  occupées  par  une  tangente  dont 
le  point  de  contact  s^éloigne  indéfiniment  sur  cette 
branche. 

Je  démontrerai  d'abord  cette  propriété  en  la  déduisant 
de  l'équation  de  la  tangente;  j'en  donnerai  ensuite,  au 
moyen  de  la  méthode  des  homogènes^  une  autre  démons- 
tration, qui  me  procurera  l'occasion  d'attribuer  à  cette 
méthode  une  signification  différente  de  la  signification 
généralement  admise,  et  surtout  l'occasion  d'apprécier  la 
locution  usuelle  ci-dessus  rappelée. 

I. 

L'équation  d'une  coui^be  de  degré  m  étant 

oti  /,  cj),  t^, . . .  sont  des  fonctions  homogènes  des  degrés  m, 
m  —  I ,  nt  —  2. .  .  . ,  et  l'équation  d'une  asymptote  étant 

J  =  C.r  +  d, 

on  sait  :  i"  que  c  est  la  limite  vers  laquelle  tend  —  pour 

x  ^  oo  lorsqu'on  s'éloigne  sur  la  branche  de  courbe  cor- 
respondante, et  est  déterminé  par  l'équation 

/(i,  c)=o; 
^n/i.  de  Mathéniat.,  2*  série,  t.  XII-  (Juillet  iS;!?.)  19 
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2*^  que  d  est,  par  rapport  à  la  même  branche  et  aussi  pour 
jc  =  00  ,  la  limite  àe y  —  ex,  et  que  sa  valeur  est 

^    ./;■'(', 0' 

Cela  posé,  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque [x' ,  y')  est  la  suivante  : 

d.x  dx 

Le  coefficient  angulaire  c'  est  déterminé  par  l'équation 

OÙ  les  fonctions  entre  parenthèses  sont  homogènes,  leurs 
ordres  d'homogénéité  étant  respectivement,  selon  leurs 
rangs  successifs,  m  —  i,  m  —  2,.  .  .^  si  donc  on  divise 
cette  dernière  équation  par  x'"'"*,  elle  pourra  s'écrire 

df  (       y'\  I     rfç 


d.'  \''^r"^^^''-'^---=^' 


et,  pour  x'  =  00  et  par  suite  —  =  c,  elle  se  réduira  à 
D'ailleurs,  quels  que  soient  x'  et j',  on  a,  en  vertu  du 
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théorème  des  fonctions  homogènes, 

ou  bien,  en  divisant  par  a:''", 


Or,  si  x'  est  infini,  ce  ciui  donne  —,  =  c  et  en  même 

X 

temps /^(i,  c)  =  o,  l'équation  (2)  devient  finalement 

(3)  V^'''^"^^^'''^"'*'' 


laquelle,  comparée  à  (1),  fait  voir  déjà  qu'on  a  c' ^=  c. 

En  s( 
gîne  est 


En  second  lieu,   1  ordonnée  de  la   tangente  à  l'ori- 


.r  <     ~       • 


dx'  dx' 


df  d<o 

— 1-_  _j : |_ 

dy'    '    dj' 
que  j'écris  sous  la  forme 

^,^  v^jit  rf-v    V  df  '  '■  dx' 


df         df 

dy  '^Tp'^"  ' 

ou  encore  sous  la  forme  équivalente 

-  ^,  __  m(/4-  ?H-r{<+.  .  ■)  —  y  —  2>{;  —  ■  .. 

Or,  premièrement,  on  a  f-{-  cj-  +  t|;  -J-  .  .  .  =  o,  puisque 
le  point  (x',  /')  est  sur  la  courbe  ;  ensuite  on  peut  écrire 

•9- 
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le  dénominateur  sous  la  forme 


(5)  .r''-'/;      I,-      +^"'->' 


et  il  est  manifeste  que  les  facteurs 


ï.^l'     v('>^ 


sont  composes  aveci  et  '—■>  comme  les  termes  correspon- 
dants le  sont  avec  x'  et  )  '•,  de  sorte  que  la  forme  (5)  doit 
être,  pour  l'exactitude  des  symboles,  remplacée  par 


Dès  lors,  en  divisant  haut  et  bas  par  x'"'    '  l'expression 

y' 
de  d',  et  passant  ensuite  aux  limites  a:'=  00  et'—T::^c.  il 

vient 

par  conséquent,  enfin,  d'  =  J,  et  la  tangente  en  un  point 
à  l'infini  coïncide  exactement  avec  l'équation  de  l'asym- 
ptote . 

II. 

J'appliquerai  maintenant  à  la  même  question  ce  qu'on 
appelle  la  méthode  des  homogènes. 
'  Soit  z  une  fonction  de  x  et  y,  que  je  suppose  d'abord 
du  premier  degré.  Si,  dans  l'équation  proposée 

a)  /+  «  -H  '];  -+-■  .  .=  O, 

on  remplace  x  et  y  respectivement  par  -  et  ^-1  il  viendra 
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une  autre  équation  représentant  une  autre  courbe,  sa- 
voir :  l'équation 

qui  est  homogène  par  rapport  aux  lettres  x,  y,  z. 

On  doit  supposer  d'ailleurs  que  l'équation  (a)  satisfait 
à  ce  qu'on  a  toujours  appelé  en  Géométrie  analytique  la 
loi  fie  r homogénéité.  Il  faut  donc,  pour  satisfaire  à  cette 
loi  dans  l'équation  (|3\  que  la  fonction  z  soit  homogène 
et  du  degré  zéro  par  rapport  aux  grandeurs  linéaires  : 
et  enfin,  pour  que  la  supposition  z  =z  i  ramène  la  seconde 
équation  ((3)  à  l'équation  primitive  (a),  il  faut  que  z  soit 

de  la  forme 

s  =  1  -t-  ax  H-  br, 

,  .  dz         dz      ,  , 

a  et  c»,  qui  sont  respectivement  7-  ^t  —  ?  étant  des  para- 
mètres inversement  proportionnels  à  des  grandeurs  li- 
néaires et  susceptibles  de  s'annuler  simultanément.  On 
sait  bien  d'ailleurs  que,  lorsqvie  a  et  b  s'annulent  effec- 
tivement, la  droite  z  =  o  s'éloigne  alors  indéfiniment,  et 
tous  ses  points  [x^j)  sont  à  l'infini. 

Tout  cela  entendu,  j'écris,  pour  abréger,  l'équation  (/3) 
sous  la  forme 

(7)  /+s<l'  =  o, 

en  supposant,  par  conséquent, 

La  tangente  en  un  point  quelconque  x',  y' ^  z'  de  la 
courbe  ((3)  ou  (y)  est 

df         ,  dA^  dz' 

dx'        "   dx'  dx'  .  ,. 

1$)  y  —  y' =z {x—x']. 

^    '  -^        -^  df  d<^  dz'^ 

dy'  dy'  dy' 
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Or  si  l'ou  admet  que  dans  ces  formules  z'  soit  égal  à 

,,      .    ,  ^  dz'  dz'  ,    ... 

1  unité,  et  en  même  temps  que  ——  et  — 7  (  c  est-a-dire  a 

'■       -^        dx  dj     ^ 

clb)  soient  nuls,  ce  sera  admettre  que  le  point  (x',y') 
est  à  la  fois  sur  la  courbe  (a)  et  sur  une  droite  située 
tout  entière  à  Finfini.  Mais  alors,  pour  déterminer  la 
tangente  en  ce  point,  c'est-à-dire  l'asymptote,  on  re- 
trouve les  calculs  du  précédent  paragraphe. 


m. 

Dans  cette  application  de  la  méthode  des  homogènes, 
on  suppose  que  a  etb  soient  nuls  en  même  temps  sans  que 
rien  soit  déterminé  sur  la  valeur  de  leur  rapport  lors- 
qu'ils s'évanouissent.  On  est  donc  conduit  à  considérer 
les  points  situés  à  l'infini  sur  la  courbe  proposée,  et  qui 
donnent  lieu  à  la  recherche  des  asymptotes,  comme  étant 
sur  une  droite  située  elle-même  à  l'infini,  et  dont  la  di- 
rection, dépendant  manifestement  du  rapport  des  para- 
mètres a  el  b,  est  indéterminée. 

.D'ailleurs  la  même  auxiliaire  z  pourrait  être  employée 
pour  toute  autre  courbe  dont  les  branches  à  l'infini  n'au- 
laient  rien  de  commun  avec  la  courbe  particulière  prise 
d'abord  comme  exemple  5  pour  toute  courbe,  en  un  mot, 
dont  les  points  à  l'infini  seraient  placés  ailleurs  que  ceux, 
aussi  à  l'infini,  de  la  première. 

Voilà  comment  on  a  pu  être  conduit  à  dire  que  ies 
points  situés  à  rinfuii  sur  un  plan  sont  en  ligne  droite  ; 
mais  il  faut  bien  se  garder  de  prendre  à  la  lettre  une  telle 
locution,  qui  ne  doit  être  acceptée  que  comme  une  façon 
conventionnelle  d'exprimer  un  résultat  de  calcul.  Aussi 
bien,  que  serait-ce  pour  ces  points  à  l'infini  que  d'être 
situés  sur  une  ligne  droite  de  direction  indéterminée?  Et 
comment  une  ligne  (droite  ou  courbe)  pourrait-elle  être 
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le  lieu  de  points  situés  à  Vinjini,  puisqu'on  ne  peut  se 
représenter  une  ligne  quelconque  (droite  ou  courbe)  que 
par  les  deux  régions  de  l'en  deçà  et  de  l'au  delà  qu'elle 
sépare?  Et  que  serait-ce  que  l'au  delà  de  l'infini? 

Une  autre  considération  est  bien  propre  à  montrer 
qu'une  telle  locution  ne  peut  être  acceptée  qu'en  sens 
conventionnel  et  symbolique  :  c'est  que  l'emploi  de  la 
méthode  des  homogènes ,  pour  la  détermination  des 
asymptotes,  ne  suppose  pas  que  l'auxiliaire  z  soit  une 
fonction  du  premier  degré  en  x  ely.  Tous  les  calculs  du 
paragraphe  précédent  subsisteront  sans  aucune  compli- 
cation, sans  aucun  changement,  si  l'on  suppose  que  z  soit 
une  fonction  quelconque,  pourvu  toutefois  qu'elle  soit 
d'ordre  zéro  par  rapport  aux  grandeurs  linéaires,  et  sus- 
ceptible de  se  réduire  à  l'unité  lorsque  ses  paramètres 
s'annulent-,  de  sorte  que,  si  on  la  suppose  algébrique,  elle 
doit  être  de  la  forme 

I  H-  a  JT  -H  by  -}-  ex'  -+-  dxy  -\-  fy"^  M-  .  .  . . 

Sous  ces  conditions,  l'équation  ((5)  représentera  de 
nouveau  la  tangente  à  la  courbe  ((3)  et  deviendra  aussi 
l'équation  de  l'asymptote  à  la  courbe  (a)  quand  on  fera 
évanouir  les  paramètres  «,  è,  c, .  .  . . 

Mais  alors  on  serait  donc  fondé  à  dire  que  les  points  à 
l'infini  de  la  courbe  quelconque  (a)  et,  par  conséquent, 
que  tous  les  points  à  l'infini  du  plan  sont  sur  une  courbe 
de  la  nature  de  celles  que  représente  l'équation 

(A)  O  =  I  +  «.r  -H  h  y  -1-  ex-  -4-  dxy  -^fy'  -r-    •  .  ? 

Oui,  on  y  serait  autorisé,  ou  tout  au  moins  ce  ne  serait 
ui  plus  faux  ni  plus  vrai  que  d'affirmer  que  ces  points  à 
l'infini  sont  en  ligne  droite. 

Car  si  Ton  peut  dire  de  la  droite 

I  -I-  fl.r  H-  by  =  o 
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qu'elle  passe  à  l'intini  lorsque  «  et  b  s'annulent,  il  y  a 
même  motif  de  dire  que  la  courbe  (A)  passe  à  l'infini 
lorsque  les  paramètres  a,  Z»,  c,.  .  .  s'évanouissent.  Pour 
rendre  cela  sensible,  il  suffit  de  former  l'équation  aux 
abscisses  des  rencontres  de  cette  courbe  avec  la  droite 
j  =  inx,  et  de  supposer  ensuite  l'évanouissement  des  pa- 
ramètres. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'en  faisant  décroître  in- 
définiment les  paramètres  des  équations 

I  —  (i'-:i.'^  —  '^'J'"  =  o,       I  —  a-x-  —  h^j''  =  o,      •  .  • , 

on  trouverait  à  volonté  que  les  points  à  l'infini  sont  sur 
un  cercle,  sur  une  ellipse,  etc. 

Le  dernier  mot  de  tout  cela,  c'est  qu'il  n'y  a  pas  dans 
le  calcul  de  véritables  infinis,  le  mot  injinij  comme 
chacun  le  sait  Lien,  n'ayant  pas  d'autre  emploi,  en  Ma- 
thématiques, que  de  remplacer  le  mot  indéjini,  lequel 
ne  peut  lui-même  correspondre  qu'à  des  grandeurs  in- 
déterminées ;  et  alors  le  lointain  indéfini  (indéterminé) 
d'un  plan  peut,  en  effet,  être  conçu  sous  telle  forme  qu'on 
veut,  puisque  ce  n'est  jamais  lajîn  du  plan. 

J'ai  déjà  ailleurs  critiqué  cette  locution,  que  les  points 
à  V  infini  d'un  plan  sont  en  ligne  droite  ;  mais,  comme 
je  i'ai  dit  alors,  s'il  est  vrai  que  l'infini  absolu  ne  puisse 
jamais  être  l'objet  du  calcul,  c'est  toutefois  un  élément 
essentiel  de  l'intelligence,  une  idée  aussi  inhérente  à  l'es- 
prit humain  que  les  idées  de  cause  et  de  substance;  et  je 
crois  avoir  montré  que,  sans  vouloir  faire  entrer  cette 
ictée  dans  le  calcul,  il  n'y  a  pas  lieu,  pour  le  géomètre,  de 
la  repousser  indéfiniment;  car  elle  s'offre  à  lui  tout  au 
moins  dans  le  postulatuni  d'Euclide,  et  peut  lui  servir  à 
transformer  ce /705f«/flium  en  un  théorème  démontrable. 
[V^oir  l'opuscule  publié  sous  ce   titre  :  De  V Infini,   ou 
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Métaphysique  et  Géométrie-^    1871.    Paris,  Gauthier- 
\illars,) 

EXPOSITION  DE  LA  MÉTBODE  DES  ÉQllPOLLENCES 

(suite,  voir  même  tome,  p.  2ii); 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisaxt,  capitaine  du  Génie.) 


78.  Inscrire  dans  un  cercle  unpoljgone  dont  les  côtés 
passent  par  des  points  donnés,  ou  soient  de  longueurs 
données. 

Il  y  a  peu  de  problèmes  de  Géométrie  élémentaire 
qui  aient  occupé  les  mathématiciens  autant  que  celui 
consistant  à  inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  dont  les 
côtés  passent  par  des  points  donnés.  La  solution  suivante, 
publiée  par  moi  en  i835,  est  peut-être  plus  simple  que 
celles  trouvées  par  les  considérations  synthétiques  indi- 
rectes des  anciens  géomètres. 

Soit  qu'on  veuille  inscrire  un  quadrilatère  XYZW 
[Jig.  21),  dont  les  trois  côtés  XY,  YZ,  ZW  passent 
respectivement  par  les  points  donnés  A,  B,  C,  et  dont  le 
quatrième  côté  WX  ait  une  longueur  donnée.  Soit  OH 
le  rayon  d'inclinaison  nulle.  Posons 

OY'r^îrOH, 
OZ  ..Ve^OH, 

La  condition  que  XAY  soit  une  ligne  droite  s'exprime 
(44)  par 

£^0H  —  0 A  ri  n !  £'  OH  —  OA  ). 
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Entre  cette  équipollence  et  sa  conjuguée,  nous  élimi- 
nerons n  et  nous  aurons 

(e-OH  —  OA)  [z-ron  —  cj.OA), 
•^[z-'OH  —  cj.OA)  (s'^OH  —  OA). 

Cette  équipollence  devient  identique  (et  il  était  facile 
de  le  prévoir)  lorsque  y  =  x-^  elle  est  donc  divisible  par 


s""' —  e-^,  et  donne  par  suite  la  relation  suivante  entre  x 
et  Y  : 

(i)  £^':JÎ:>(OA  —  £.'-OH):(OH  —  j/cj.OA). 

De  même,  les  conditions  que  les  côtés  YZ,  ZW  passent 
par  les  points  13  et  C  fournissent  les  relations 

(2)  cr^{OB  —  £=OH):(OH  — E'cj.OB), 

(3)  î^'^(OC  -£«OH):(OH  —  £"cj.OC). 

Enfin,  en  appelant  d  l'arc  donné  WX,  on  aura 

(4)  t"-^£^-K 


(  ^99  ) 

Par  des  substitutions  successives  efTectuées  dans  les 
précédentes  équipollences,  nous  obtiendrons  une  équi- 
pollence  trinôme,  qui  nous  permettra  de  déterminer  l'in- 
clinaison inconnue  a:,  c'est-à-dire  la  position  du  point  X. 

Pourmontrercommentilyauraitlieud'opérer,  quel  que 
fût  le  nombre  des  côtés  du  polygone,  nous  formerons  suc- 
cessivement les  coefficients  des  équipollences  résultant  des 
substitutions  indiquées.  En  substituant  la  valeur  (-2) 
dans  (i),  nous  aurons 

s^^iOA.On  —  £=OAcj.OB  —  0B.0H4-£^0H.0H): 

(OH.OH  — £=OHcj.OB  —  cj.OA.OB  -t-  s^cj.OA.OH) 

^(0A.+  £=0H,)  :  (cj.  OH,  -h  rrj.  OA,), 

pourvu  que 

OA.-^OA  — OB, 

OHi-dlf  OH  —  OA  cj.  OB  :  OH. 

De  même 

£^'=5='(0A,—  ;"0H,):  (cj.OH,—  cVj.OAj), 

pourvu  que 

OAjdIbOA,  -f-  OH,.  OC  :  OH 
et 

OHo-^OH,  -+-  OA,  cj.OC  :  OH. 

On  continuerait  ainsi  de  la  même  manière.  Dans  le  cas 
que  nous  considérons,  l'équipollence  (4)  nous  donnera 

£"-*cj.OA,—  £'cj.0H2+  £^-*0H2-+-  OA,-£bo, 

ou,  en  multipliant  par  £^~*0H  :  cj  .  OA2, 

s'OH  +  £^-^0H .  OAj  :  cj. OA, 

'=^OH(OH,+  ï*cj.OH0:cj.OA,.:^OU, 

laquelle    équipollence ,    comparée    comme    d'habitude 
(68)  avec 

ox^-xu^£LOU, 


(  3oo  ) 
nous  montre  que  le  point  X  s'obtiendra  en  coupant  le 
cercle    donné    par  une   autre    circonférence  égale  ,   de 
centre  U. 

Les  équipollencesprécédentesnous  montrent  clairemen  t 
comment  on  trouve  les  points  A,,  Hj, ....  On  mène  AA, 
équipollente  à  BO  ^  on  construit  le  triangle  OAK  symé- 
triquement semblable  à  OHB,  et  l'on  mène  HHi':^KO; 
on  forme  OHiLi  directement  semblable  à  OHC,  etOAiKj 
inversement  semblable  au  même  triangle  OHC  :  enfin  l'on 
tire  Al  Aa-^^OLi,  HjHa '=!i^OKi.  La  corde  HI  étant  égale 
au  côté  WX  du  quadrilatère  cherclié,  on  mène  OT  per- 
pendiculaire à  cette  corde  HI,  et  ayant  par  suite  pour  in- 
clinaison \d^  et  on  la  coupe  de  manière  que  HjT  soit 
égal  à  OH,.  On  aura 

OT^OH.+  e'cj.OH^. 

Enfin ,  construisant  OTU  inversement  semblable  à 
O  As  H,  la  droite  qui  divisera  perpendiculairement  OU  en 
deux  parties  égales  coupera  la  circonférence  donnée  au 
sommet  X  du  quadrilatère  demandé  XAYBZCW. 

•Dans  notre  figure,  la  direction  arbitraire  OH  a  été  prise 
suivant  OC,  de  sorte  que  les  triangles  OHC,  OHjLj, 
OAjRi  se  sont  trouvés  réduits  à  trois  droites  divisées  pro- 
portionnellement. 

79.  Notre  solution  présente  l'avantage  d'indiquer  les 
calculs  par  lesquels  on  peut  déterminer  numériquement 
la  position  du  sommet  X. 

Les  deux  solutions  se  réduisent  à  une  seule  lorsque  OU 
est  double  du  rayon  du  cercle,  c'esl-à-dire  lorsque  la  di- 
rection de  OT  est  telle  que  la  projection  de  OHg  sur  cette 
droite  soit  égale  à  OA2.  Dans  ce  cas,  le  côté  ZW  est  le 
plus  grand  de  tous  ceux  des  quadrilatères  inscrits  dans  le 
cercle,  et  dont  trois  côtés  passent  par  les  points  A,  B,  C. 


(  3oi  ) 

80.  Dans  le  n"  78,  nous  avons  eu  occasion  d'exprimer 
la  condition  que  trois  points  sont  en  ligne  droite,  par  une 
équipollence  ne  contenant  pas  les  coefficients  arbitraires 
employés  dans  ce  but  au  n°  44,  et  nous  sommes  parvenu 
à  la  formule  désirée,  au  moyen  de  l'élimination,  et  par 
voie  tout  à  fait  directe.  Ce  n'est  pas  un  des  moindres 
avantages  de  la  raétliode  des  équipollences  que  de  ne  pas 
obliger  de  recourir  à  des  formules  précédemment  démon- 
trées, et  de  pouvoir  présenter  tous  les  résultats  comme 
des  conséquences  faciles  des  principes  fondamentaux. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  fixer  un  instant  l'attention  sur 

les  Jonctions  alternées  ou  déterminants^  qui  servent  à 

établir  la  condition  dont  on  s'occupe.  Au  n*^  44,  nous 

avons  vu  que,  si 

/?0A  -i-  çOB  -+-rOC^o, 

il  faut,  pour  que  les  points  A,  B,  C  soient  en  ligne  droite, 
que  les  trois  coefficients  numériques  satisfassent  à  la  re- 
lation 

p  -\-  q  -\-  r^  o. 

Ajoutant  à  cette  équipollence  la  conjuguée  de  la  pre- 
mière 

pC].Ok  -I-  .  .  .-zl^iO, 

et  remarquant  qu'elles  doivent  exister  simultanément,  la 
théorie  de  l'élimination  nous  fait  voir  que  :  la  condition 
que  A,  B,  C  soient  en  ligne  droite  s'exprime  en  écr'want 
que  la  fonction  alternée 

OBcj.OC  —  OCcj.OB 

-f-  OC  cj.  OA  —  OA  cj.  OC  +  OA  cj.  OB  —  OB  cj.  OA 

est  éqtiipollente  à  zéro. 

81 .  Cherchons  maintenant  la  condition  nécessaire 
pour  que  les  perpendiculaires  aux  extrémités  des  droites 
OA',  OB',  OC  se  rencontrent  en  un  même  point  M. 


(    302    ) 

Nous  avons  (48) 

OMtA-OA'  +A'  M^{  I  +  /y)  0A'-^(H-  m  ^)OB'^(i  -hn  y/jOC. 

Entre  ces  équipollences  et  leurs  conjuguées  on  éli- 
mine Z,  m,  «,  et  l'on  trouve  que  la  condition  cherchée  est 
exprimée  ainsi,  au  rnajen  de  la  fonction  alternée  sui- 
vante : 

OA'  cj.  OA'  (OB'  cj.  OC  —  OC  cj. OB'  ) 

+  OB'  cj.  OB'  (OC  cj.  OA'  —  OA'cj.  OC) 

-h  OC  cj.  OC  (OA'cj.  OB'  —  OB'cj.  OA'  )  ^  o. 

La  théorie  de  l'élimination  nous  montre  que,  par  suite, 
nous  pouvons  avoir  en  même  temps  les  trois  équipol- 
lences 

p'  OA'  H-  q'  OB'  -+-  r'OC'-^  o, 

o'cj.  OA-h  .  .  .'ii'O, 
p'gr'OA'-hq'sr'OB'-+-  r'^r'OC'-^o. 

Dans  la  dernière  (qui  est  aussi  une  équation),  on  a  écrit 
gr^OA'  (52)  au  lieu  de  OA'cj. OA',  etc. 

De  là,  on  pourrait  tirer  comme  conséquence  un  théo- 
rème connu  de  Mécanique*,  sans  insiter  là-dessus,  nous 
remarquerons  que  la  fonction  alternée  de  ce  paragraphe 
se  déduit  de  celle  du  paragraphe  précédent,  en  supposant 

OA'^i'.cj.OA, 

Il  en  résulte  que.  A,  B,  C  étant  en  ligne  droite,  si  par 
un  point  quelconque  O  on  mène  OA,  OB,  OC,  et  qu'on 
prenne  sur  ces  droites  les  longueurs  OA', .  .  .  inversement 
proportionnelles  à  OA,  ...,  les  trois  perpendiculaires 
élevées  en  A',  B',  C  se  rencontreront  en  un  même  point, 
et  réciproquement.  C'est  un  des  théorèmes  fondamentaux 
de  la  réciprocité,  en  transformation  polaire  des  figures. 

82.  Problème.  —  Circonscrire  à  un  cercle  un  poly- 


(  3o3  ) 
gone  dont  les  angles  aient  leurs  sommets  situés  sur  des 
droites  données  ou  soient  de  grandeurs  données. 

Les  droites  seront  convenablement  définies  par  les  per- 
pendiculaires OA',  OB',. . .  {Jig.  22)  abaissées  sur  elles 


Fig. 


par  le  centre  O  du  cercle  donné,  et  les  points  de  contact 
du  triangle  circonscrit  se  trouvent  exprimés  par 

OH  étant  le  rayon  pris  pour  origine  des  inclinaisons.  La 
condition  pour  que  les  trois  perpendiculaires  élevées  aux 
extrémités  de  OA',  OX,  OY  se  rencontrent  en  un  même 
point  M  a  été  donnée  plusliaut  :  c'est 


OA'cj.OA'(£^-/— £^-') 
H-OH(ercj.OA'—  z-yQk' 


OA'—  £^cj.OA')^o. 


Cette  équipollence  devient  identique  (et  il  était  facile 


de  le  prévoir),  lorsque  x=^  jr\  divisée  par  z' 
résolue  par  rapport  à  £^,  elle  donne 


pui 


£'^(OH.OA'—  s^OA'cj.OA')  :  (OA'  cj.OA'—  s^OHcj.OA'), 


(  3o4  ) 
équipollence  qui  devient  identique  à  celle  (i)  du  n°  78, 
lorsqu'on  pose 

OA^(OHj=:cj.OA', 

si  bien  que  la  condition  imposée  aux  tangentes  en  X,  Y, 
de  se  rencontrer  en  un  point  de  la  droite  A' M,  est  iden- 
tique avec  celle  obligeant  la  corde  XY  à  passer  par  le  point 
A,  située  surOA'  de  telle  sorte  que  OA.OA' égale  le  carré 
du  rayon  (ce  qui  est  très-connu  dans  la  théorie  des  po- 
laires). Déterminant  de  la  même  manière  le  point  B  de 
OB',.  .  .,  nous  réduirons  le  problème  aux  formules  plus 
commodes  du  n^'TS. 

83.  Si,  par  exemple,  le  triangle  MNP,  circonscrit  au 
cercle,  doit  avoir  deux  sommets  sur  les  droites  A'M,  B'N, 
et  l'angle  P  maximum,  nous  déterminerons  comme  plus 
haut  les  deux  points  A,  B;  puis,  menant  le  rayon  OBH, 
nous  diviserons  OA  en  K,  de  la  même  manière  que  le 
rayon  OH  est  coupé  en  B.  Après  cela,  nous  mènerons 
A  Ai'rCbBO,  HHi  ^KO;  et,  donnant  à  OS  une  direction 
telle  que  la  projection  de  OHj  sur  cette  droite  soit  égale 
à  OAi,  nous  formerons  l'angle  SOX  égal  à  HOAi.  Il  y  a 
deux  solutions  maxima,  répondant  aux  deux  positions  OS 
et  OSi  que  peut  prendre  OS. 

84.  Problème.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  C  : 
trouver  la  hase  commune  des  trois  triangles  AXY,  BXY, 
CXY,  connaissant  les  différences  de  leurs  angles  au 
sommet  A,  B,  C,  ainsi  que  les  rapports  entre  les  rapports 
de  leurs  côtés  klL\KY,  BXlBY,  CX'.CY. 

Ce  problème  s'est  présenté  à  Lagrange  dans  quel- 
ques-unes de  ses  considérations  sur  les  cartes  géogra- 
phiques. 


(  3o5  ) 
Par  les  équipollences,  la  solution  en  est  tout  à  fait  directe 
et  facile  (*). 

Les  conditions  du  problème  [fig.  23)  sont  exprimées 


par  les  deux  équipollences 

AX .  BY :  AY .  BX -Ai CN  :  CA, 
AX.CY:AY.CX^BM:BA, 

pourvu  que  CN  ail  une  inclinaison  et  une  grandeur  telles 

que 

ant;IeACN  sangle YAX  —  angle YBX, 

et  que  le  rapport  CN  ;  CA  soit  égal  au  quotient  donné  de 
AX  ;  Al  divisé  par  BX  :  Bl .  On  en  peut  dire  autant 
pour  BM.  Par  la  règle  I,  toutes  les  droites  inconnues  se 
réduisent  aux  deux  AX,  AY;  il  est  ensuite  facile  d'éli- 


(*)  Voici  comment  s'exprime  Lagrange  au  sujet  de  ce  problème  : 
«  Or  ce  problème  me  paraît  assez  difficile  à  résoudre  par  la  Géométrie; 
et  quant  à  la  solution  algébrique,  je  ne  l'ai  pas  tentée,  soit  pour  ne  pas 
trop  m'écarter  de  mon  sujet,  soit  aussi  parce  qu'il  me  semble  qu'elle  ne 
serait  d'aucun  usage,  à  moins  qu'on  ne  pût  la  ramener  ensuite  à  une 
construction  aisée. 

»  Par  le  moyen  de  ce  problème,  on  poiirra  donc  construire  une  carte 
géographique  dans  laquelle  trois  lieux  quelconques  seront  placés  à  vo- 
lonté; ce  qui  peut  être  utile  dans  quelques  occasions.  « 

(Lagrange,  Mém.  de  l' Académie  de  Berlin  pour  1779,  p.  201,  §  3.^.) 
Ann.  d«  MathémaC,  t.  XII,  2«  série.  (.Juillet  1873.)  20 


(  3o6  ) 
miner  cette  dernière,  et  d'obleiiir  la  formule  de  solution 

AX  -i^  (AC.MB  +  AB.CN)  :  MN^  AR  +  AS, 

si  Ton  a 

AR-^AC.MBlMN, 

AS-^il^AB.NGlNM, 

c'est-à-dire  que,  si  l'on  construit  les  triangles  ACR,  ABS, 
qui,  respectivement,  soient  directement  semblables  à 
MNB,  NMC,  on  aura 

SX-^AR. 

On  pourra  pareillement  déterminer  Y;  dans  l'expres- 
sion fournissant  ce  point,  il  conviendra  de  substituer  aux 
rapports  CN  :  CA,  BM  :  BA  leurs  équipoUents  CA  :  CN', 
BA  :  BM',  afin  qu'on  puisse  éliminer  X  avec  la  même  fa- 
cilité qu'on  a  précédemment  éliminé  Y.  On  trouvera 
ainsi 

AY-^AR'+AS', 

"AR'et  AS'  étant  respectivement 

AR'-Jb>AC.M'B:M'N', 
AS'-^AB.Îs'C  :N'M', 
ce  qui  donne 

AR.AR'-^AS.AS'. 

85.  Problème.  —  Construire  un  triangle,  connaissant 
la  hase,  le  produit  ou  le  rapport  des  deux  autres  côtés, 
et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  angles  à  la  base. 

Désignant  par  X  le  sommet  inconnu  du  triangle  ABX, 
et  se  rappelant  que  cj.  AX  a  une  grandeur  égale  à  celle 
de  AX,  et  une  inclinaison  égale,  mais  de  signe  contraire 
(45),  on  verra  que  les  deux  conditions,  dans  chacun  des 
cas  du  problème,  sont  comprises  dans  une  seule  équipol- 


(3on) 

lence,  dont  le  membre  inconnu  est  dans  les  quatre  cas 
AXcj. BX,  AX.BX,  AX  :  BX,  AX  :  cj. BX.  Les  deux  der- 
niers cas  ont  déjà  été  résolus  aux  n°^40  et  47,  Le  second 
cas  ne  présente  aucune  difficulté,  puisque  l'équipollence 
se  résout  de  la  même  manière  qu'une  équation  du  second 

Fi{j.  24. 


degré;  nous  aurons  occasion  d'effectuer  cette  résolution 
au  n°  12o. 

Le  premier  cas  va  nous  fournir  roccasion.  de  faire  une 
observation  fort  importante.  En  posant  [fig.  24) 

AXcj.BX  A-ADcj.BA, 

AD.  AB  sera  le  produit  donné  des  deux  côtés,  et 

angleXAD  =  angle  XBA, 

c'est-à-dire  que  BAD  es  t  la  somme  des  deux  angles  à  la  base. 
L'équipollence  qui  exprime  les  conditions  du  problème 
contient  AX,  et 

cj .  BX  'it'  cj.  AX  —  cj.  AB. 

Il  faudra,  par  suite,  la  combiner  avec  sa  conjuguée 

cj.AX(AX  —  AB)  +  ABcj.AD^o. 

Prenant  AB  pour  origine  des  inclinaisons,  la  première 
équipollence  devient 

AX(rj.AX  — AB)  +  AB.AD^^o. 


(  3o8  ) 
Les  retrancliant  l'une  de  l'autre,  on  a 

AX  — cj.AX-^AD  —  cj.AD,  ^ 

ou  (10) 

DX^cj.DX. 

Par  suite  DX  est  parallèle  à  AB,  ce  que  l'on  pouvait 
facilement  déduire  de  considérations  géométriques. 
Eliminant  cj.AX,  on  obtient 

(AX)'—  (AB  +  AD  — cj.AD)  AX  + AB.AD^^o, 

formule  de  résolution  qui  se  simplifiera  en  posant 

AB-^aAC,     AD— cj.AD^2CE, 

c'est-à-dire  (5fi)  en  menant  CE  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  AB,  et  DE  parallèle  à  AB-,  et  enfin  en  con- 
struisant 

AF^AB.AD  :  AE, 

c'est-à-dire  le  triangle  ADF  directement  semblable  au 
triangle  isoscèle  AEB. 

D'après  cela,  par  un  calcul  facile  (10,  18),  on  trou- 
vera 

EX ^  s/EA.EF, 

ce  qui  nous  montre  que  la  droite  EX  doit  être  moyenne 
proportionnelle  entre  AE,  EF,  et  également  inclinée  sur 
ces  deux  droites.  "* 

86.  On  obtient  une  solution  encore  plus  simple  par  la 
transformation  très-facile  qui  suit,  dans  laquelle  P  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  D  sur  la 
droite  AB  d'inclinaison  nulle,  en  sorte  que 

CE^bPD,     2PD^AD  —  cj.AD  (56). 
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L'équipollence  du  second  degré  en  AX  donne 

(EXpd^OC  +  PD)^  —  AB  (AP  +  PD] 
-^(AC  —  AP)=  — (AP)2H-(PD)2 
^(CP)=—  (AP  +  PD)  (AP  — PD) 
^(CP)^  — ADcj.AD. 

Observant  que  les  deux  derniers  termes  ont  une  incli- 
naison nulle,  nous  verrons  que  cette  équipoUence  est 
identique  à  l'équation 

gr=EX  =  gr'CP  — gr^AD. 

Par  suite,  d'après  le  théorème  de  Pythagore,  sur  EC 
nous  prendrons  EG  =  AD,  puis  nous  couperons  ED  en  X 
par  un  arc  de  centre  G  et  d'un  rayon  égal  à  CP. 

87.  Lorsque  le  problème  est  impossible,  la  construc- 
tion précédente  met  en  évidence  cette  impossibilité-,  il 
n'en  est  pas  ainsi  pour  celle  du  n°  83,  puisque,  si  F  tombe 
entre  E  et  B,  le  point  X  sera  réel  et  se  trouvera  sur  EC. 

Dans  le  calcul  des  équipollences,  il  peut  donc  arriver 
(ce  qui  se  présente  fort  souvent  aussi  en  Algèbre)  qu'en 
combinant  une  équipoUence  avec  sa  conjuguée  on  ob- 
tienne une  solution  qui  ne  satisfasse  pas  à  la  première. 
Ceci  est  rendu  évident  pour  le  cas  dont  nous  nous  occu- 
pons, par  ce  fait  que  la  condition  DX^cj.DX  n'est  plus 
satisfaite. 

88.  Problème.  —  On  dojuie  trois  circonférences 
ayant  un  poijit  commun  I  [fi  g.  aS).  Mener  par  ce  point 
la  tiroitelX.ZY,  telle  que  les  segments  XZ,  XY  de  cette 
droite,  compris  entre  les  circonférences,  aient  entre  eux 
le  rapport  donné  m. 

Désignant  par  e"  l'inclinaison  de  la  droite  cherchée,  la 
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corde  IZ-^ze"  du  cercle  C  sera  donnée  par 

ze^  —  IC-^ZC-^c-'IC, 
en  posant 

/^=:inc,CZ  —  inc.IT. 

Fig.    23. 


Multipliant  la  précédente  équipollence   par  sa  con- 
juguée 

ze-"  —  cj.IC'^ï-'cj.IC, 

on  obtient 

z£"-^£'«cj.IG-l-  IG. 

•Cette  expression  de  IZ,  et  les  deux  analogues  de  IX. 
lY,  substituées  dans  l' équipollence 

XZ  — «XY-r^o, 

donnent 

s'"  (cj.  AG—  m  cj.  AB)  4-  AC  —  w  ABdlb  o. 

Construisant 

ALAfrnAB,     AC  — otAB-=^LC, 
ou  a 

£="cj.LCr^  — LC, 

équipollence  qui  donne 

2  M  —  inc.  LC  =  inc.  LC  —  1 80°, 
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ou 

u  =  inc.LC  —  go°. 

Donc  la  droite  cherchée  est  perpendiculaire  à  la  droite 
LC,  déterminée  plus  haut. 

89.  Une  solution  aussi  rapide  étant  trouvée,  il  est  fa- 
cile ensuite  de  la  démontrer  au  moyen  de  considérations 
géométriques,  et  même  de  l'étendre  au  problème  ana- 
logue relatif  à  quatre  sphères  ayant  un  point  commun  I. 

Le  problème  concernant  les  trois  circonférences  a  été 
résolu  beaucoup  plus  péniblement  par  Fergola  {Acad. 
de  Naples,  1788,  p.  i36)  5  il  en  déduit  la  solution  de 
cet  autre  problème,  proposé  par  Newton  (^Princ.  math., 
lemme  27)  :  «  Inscrire  entre  quatre  droites  données  un 
quadrilatère  semblable  à  un  quadrilatère  donné.  »  J'ai 
résolu  ce  dernier  au  n^  48  de  mon  Mémoire  de  i843.  Le 
premier  problème  fut  proposé  ensuite  par  Steiner  et 
résolu  par  Clausen  [Journal  de  d'elle,  t.  II,  182J, 
p.  96-,  et  t.  \I,  i83o,  p.  4o4)' 

ADDITIONS  DU  TRADUCTEUR  AU  N»  89. 

I.  Solution  géométrique  du  problème  précédent.  —  Soit  IXYZ  la  droite 
cherchée,  A,  B,  C  les  trois  centres,  A  a,  B,3,  C  ■/  trois  perpendiculaires  sur 
IXYZ.  On  aura 

IX^2la,       lY  — 2l;2,       IZ  =  2ly, 

et,  par  suite, 

XY  =  2a/3,     XZ  =  2ay; 

mais,  en  appelant  L  la  rencontre  de  AB  et  de  Cy,  on  a 

«/3  _  AB  XY  _  AB 

a/        AL  XZ        AL 

On  voit  donc  qu'il  suflit  de  diviser  AB  en  L  comme  XY  doit  être  divisé 
en  Z  pour  obtenir  une  droite  CL  perpendiculaire  à  la  droite  cherchée. 

Le  problème  peut  présenter  des  cas  particuliers  sur  lesquels  nous  n'in- 
sistons pas,  et  qu'il  est  facile  de  discuter. 

Extension  du  même  problème  à  quatre  sphères  ayant  un  point  commun  1. 
—  Soient  IXYZV  la  droite  cherchée.  A,  B,  C,  D  les  quatre  centres,  A  a 


AB 

XY 

XZ        XV 

AB 

~  ÂcT'  ~  ÂD'  * 
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B;?,  Cy,  Di?  des  perpendiculaires  sur  IXYZV.  On  aura,  comme  plus  haut, 
XY=2«/9,     XZ=2«v,     XV=2«o'. 

Appelons  C  et  D'  les  rencontres  de  AB  avec  deux  plans  perpendicu- 
laires à  IXYZV  raenét:  respectivement  par  C  et  D.  Kous  aurons 


c'est-à-dire 


Donc,  en  divisant  AB  en  C  et  D',  comme  XY  doit  être  divisé  en  Z  et  V, 
nous  obtiendrons  les  droites  CC  et  DD',  à  chacune  desquelles  la  droite 
cherchée  doit  être  perpendiculaire.  On  n'aura  donc  qu'à  mener  par  le 
point  1  une  parallèle  à  la  plus  courte  distance  de  CC  et  DD'. 

Nous  laissons  encore  ici  au  lecteur  le  soin  d'examiner  les  cas  parti- 
culiers. 

On  peut  remarquer  combien  ces  solutions  sont  simples  et  faciles,  au 
moins  en  apparence.  Mais  il  ne  faudrait  pas  croire  qu'il  fût  aisé  de  les 
découvrir  a  priori,  parles  seules  considérations  géométriques  ordinaires. 
La  méthode  des  équipollences  nous  conduit  au  contraire  à  ces  résultats 
d'une  façon  tout  à  fait  naturelle.  Il  est  intéressant  de  voir  combien  cette 
Géométrie  analytique  nouvelle  apporte  un  puissant  concours  à  la  Géomé- 
trie synthétique  elle-même,  en  lui  fournissant  des  solutions  simples, 
auxquelles  l'analogie  permet  de  donner  souvent  une  plus  grande  exten- 
sion. C'est  ce  qui  se  présente  ici  pour  le  problème  des  trois  cercles  et 
celui  des  quatre  sphères;  et  c'est  pourquoi  nous  avons  tenu  à  en  indi- 
quer les  solutions  géométriques,  qui  montrent  bien  tout  ce  qu'on  peut 
demander  à  la  méthode  si  féconde  des  équipollences. 

II.  Problème.  —  Inscrire  entre  quatre  droites  données  un  quadrilatère 
semblable  à  un  quadrilatère  donné. 

-<  Soient  AB,  BC,  CD,  DA  {fig-  25  bis)  les  quatre  droites  données,  et 
LMNP  le  quadrilatère  donné;  le  sommet  homologue  de  L  devant  se 
trouver  sur  AB,  l'homologue  de  M  sur  BC,  et  ainsi  de  suite. 

Appelons  XYZV  le  quadrilatère  cherché.  On  exprimera  qu'il  est  sem-^ 
blable  (directement)  à  LMÎVP,  au  moyen  de  la  double  équipollence 

XY       YZ        ZV 
or  ~  MIS  ~  ÎNP' 

De  plus,  X  étant  situé  sur  AB,  on  aura 

AXA-rAB, 


et  de  même 


BY  i^'BC, 
CZ  A  r  CD , 

DV  jV  .<DA. 


# 
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Or 


XY  d5=  BY  —  AX  +  AB  ir  BC  —  ar  AB  ~  AB, 
YZ  i  CZ  —  BY-HBC^sCD-j-BC-t-BC, 
ZV  A  DV-  CZ  -f-CDi  (^DA— ^CD-t-CD. 

Les  équipollences  exprimant  la  similitude  deviendront  donc 

^  BC  —  jAB  +  AB       zCD— jBC  +  BC       .DA  —  ;:CD-t- CD 
LM  -  SÏN"^  -  m  ' 

on,  en  les  décomposant  en  deux  et  chassant  les  dénominateurs  LM,  INP, 
-xAB+.,Bc(,  +  t^)-.CDli|iBcg-AB, 


NP 
— j>BC— ^-t-zCD 


dl-*-)^" 


AD  A  CD  —  BC 


ISP 

mn' 


Mais,   si  nous  construisons  sur  BC,   pris  pour  homologue  de  MN,  le 
quadrilatère  EBCF  directement  semblable  à  LMINP,  puis  si  nous  faisons 

Fig.  25  bis. 


C" 


de  même  sur  le  côté  CD,  pris  pour  homologue  de  MN,  le  quadrilatère 
GCDH  directement  semblable  à  LMINP,  nous  aurons 

Rcî^iEB,      CD^=iGC, 

MN  '  I\iN  ' 

NP  NP 

BC— rriCF,     CDr^ADH. 


MN 


MN 
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Nos  équipollences  deviendront,  par  suite, 

(i)  —  xAB+rEC  — sGC  A  EA, 

(2)  —  jrCF-f-rCH  +  cAD  =2=  FD. 

Pour  les  faire  servir  à  la  détermination  des  coefficients  inconnus,  nous 
les  combinerons  avec  leurs  conjuguées 

^3)  —  a:cj.  AB  4-^  cj.EC  —  z  cj.GC  A  cj.EA, 

(4)  —j  cj .  CF  -f- 2  cj .  CH  H-  ccj.AD  =i  cj.FD. 

L'élimination  de  x  entre  (1)  et  (3),  d'une  part,  et  celle  de  c  entre  (2) 
et  (^),  de  l'autre,  donne  lieu  aux  équipollences 

EA+,CE  +  .GCAcj.EA-^+^-cj.CE^  +  .cj.GC^, 

FD^,-CF  +  .HCAcj.FD^-^^cj.CF^-^  +  .cj.HC^-^. 

Si  nous  construisons  les  points  C,  E',  G',  symétriques  de  C ,  E ,  G 
par  rapport  à  AB,  et  C",  F",  H",  symétriques  de  C,  F,  H  par  rapport 
à  AD,  les  deux  équipollences  deviendront 

EA-t-rCE-f-^GC  i  E'  A-t-jC  E'-f-zG'  C, 
FD  -+- rCF  -+-  zHC  A  F"D  h-  rC"F"^-zH"C". 

En  les  retranchant  l'une  de  l'autre,  on  obtient 

j>-(FE-HE'C'+C"F")4-z(GH-t-C'G'-+-H"C")  A  E'E  +  FF". 

Construisons  successivement 

EI=A.E'C',      IKaC'F", 

HQiC'G',     QRAH"C", 

ES  i  FF" , 
et  il  viendra 

^FK-i-zGR  aE'S. 

En  menant  E'T  parallèle  à  FK,  ST  parallèle  à  RG,  on  aura  le  triangle 
E'TS,  qui  nous  donnera 

E'T-hTS  a  E'S, 
et  par  comparaison 

d'où 

c'est-à-dire 


E'TAjFK,     TSA«GR, 

E'T  TS 

-^  -  FK  '         -  GR 


RY       E'T       CZ       TS 
BC~  Fk'     CD  ~  GR* 
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Les  points  Y  et  Z  se  détermineront  donc  aisément  par  le  partage  de 
chacun  des  côtés  BC,  CD  dans  un  rapport  donné  (en  prenant  soin  de 
remarquer  les  signes).  Il  n'y  aura  plus  ensuite  qu'à  construire  sur  ce 
côté  YZ  un  quadrilatère  semblable  à  LM>'P,  YZ  étant  homologue  de  IMN, 
et  les  deux  autres  sommets  X ,  V  tomberont  forcément  sur  les  droites 
données. 

Si  l'on  voulait  construire  un  quadrilatère  sjmétriqtiement  semblable 
à  LMNP  et  satisfaisant  aux  conditions  demandées,  on  commencerait  par 
tracer  L'M'ÎN'P'  symétrique  de  LMÏVP,  et  l'on  opérerait  sur  L'INI'K'P, 
comme  on  l'a  fait  sur  LMNP. 

La  construction  ci-dessus  fera  ressortir  les  circonstances  particulières 
qui  peuvent  se  présenter  parfois.  C'est  ainsi  qu'on  verra  que  ce  pro- 
blème :  Inscrire  un  carré  dans  un  carré,  est  indéterminé,  et  conduit  seu- 
lement à  la  relation  y  :=.  z. 

(J  suivre.) 

PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQIE  DE  LA  DROITE  RECTIFIACTE; 

Par  m.  Ch.  RUCHONNET. 


Le  plan  mené  par  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe 
non  plane  perpendiculairement  au  plan  osculateur  a  été 
appelé  plan  rectifiant  (*),  parce  que,  si  l'on  considère  ce 
plan  en  tous  les  points  de  la  courbe,  son  enveloppe  est 
une  surface  qui,  par  son  développement,  la  transforme 
en  une  ligne  droite.  La  génératrice  de  cette  surface,  qui 
esll'intersection  limite  des  plans  rectifiants  en  deux  points 
de  la  courbe  infiniment  voisins,  s'appelle  la  droite  rec- 
tifiante. Cette  droite  jouit  d'une  propriété  caractéristique 
dont  voici  l'énoncé  ; 

De  toutes  les  droites  quon  peut  conduire  par  un  point 
M  d'une  courbe,  la  rectifiante  est  la  plus  également 
inclinée  sur  les  tangentes  en  deux  points  M  et  M' injiîu- 
ment 'voisins  j  en  d'autres  termes,  la  dijjérence  des  an- 
gles que  cette  droite  fait  avec  les  deux  tangentes  est 

(*)  Par  Lancret,  au  commencement  de  ce  siècle. 
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infiniment  petite  par  rapport  à  la  même  di^érence  rela- 
tive à  toute  autre  droite  menée  par  M. 

Soient  MT  la  tangente  en  M,  MT'  la  parallèle  menée 
par  M  à  la  tangente  en  M',  et  MS  une  droite  dirigée  à 
volonté.  Posons 

angle  TMS  =  a,     angleT'MS  =  a  +  w  ; 

il  s  agit  de  montrer  que  la  valeur  que  reçoit  w  quand 
MS  coïncide  avec  la  droite  rectifiante  est  infiniment  petite 
par  rapport  à  la  valeur  qu'il  prend  dans  tout  autre  cas. 

Dans  tout  ce  cpii  va  suivre,  l'angle  des  tangentes  en 
M,  M'  sera  représenté  par  e,  et  celui  des  plans  osculateurs 
en  ces  mêmes  points  par  r,. 

J  aurai  à  faire  usage  des  deux  théorèmes  suivants,  dont 
le  premier  est  Jiien  connu  : 

I.    La  droite  rectifiante  fait  avec   la  tangente   un 

angle  a  qui  est  donné  par  la  relation  tanga  =:lim-' 

Le  plan  osculateur  et  le  plan  normal  au  point  ^\  for- 
ment par  leur  intersection  quatre  dièdres  droits.  La 
droite  rectifiante  passe  dans  celui  de  ces  dièdres  oii  se 
trouve  le  point  M'. 

IL  Le  plan  T^YT'  fait  avec  le  plan  osculateur  un 
angle  égal  à  ^rj,  à  une  quantité  près  d'ordre  supérieur 
à  celui  de  tu 

Pour  le  faire  voir,  par  un  point  quelconque  O  condui- 
sons des  parallèles  à  toutes  les  tangentes  de  la  courbe  : 
ces  parallèles  forment  par  leur  ensemble  uu  cône  dont 
les  plans  tangents  sont  parallèles  aux  plans  osculateurs 
de  la  courbe.  Soit  m  un  point  quelconque  pris  sur  la 
génératrice  parallèle  à  la  tangente  MT  :  le  plan  mené  par 
m  perpendiculairement  à  Om  coupe  le  cône  suivant  une 
courbe  C  qui  rencontre  en  un  point  iW  la  génératrice 
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parallèle  à  la  tangenle  en  M'  à  la  courbe  donnée.  Soil  t 
le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  m  et  en  nt'  à  la 
courbe  C  :  l'angle  de  ces  tangentes  est,  en  négligeant  un 
infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  sien,  égal  à  l'angle 
des  plans  tangents  au  cône  suivant  O m  et  Om',  lequel  est 
précisément  égal  à  r,.  Les  angles  tmni' ^  tm' m  formés  par 
les  tangentes  en  m,  m'  avec  la  corde  nwi'  sont  dès  lors 
égaux  à  {y;  ;  mais  le  premier  de  ces  deux  angles  est  égal  à 
celui  des  plans  Oint,  mOm',  c'est-à-dire  à  l'angle  que  le 
plan  osculateuren  M  fait  avec  le  plan  TMT',  Ce  dernier 
est  donc  égal  à  -î-'/li  et  c'est  là  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Retournons  maintenant  à  notre  objet.  Les  trois  droites 
MT,  MT',  MS  peuvent  être  envisagées,  à  partir  de  M, 
dans  deux  directions  différentes,  et  il  sera  bon  de  préci- 
ser pour  chacune  celle  que  nous  choisirons.  JNous  appel- 
lerons MT  celle  des  deux  directions  de  la  tangente  en  M 
qui  fait  un  angle  aigu  avec  la  corde  MM'  considérée 
comme  tirée  de  M  vers  M',  et  nous  appellerons  MT',  MS 
celles  des  directions  des  deux  autres  droites  qui  sont 
situées  par  rapport  au  plan  osculateur  en  M  du  même 
côté  que  le  point  M'.  Alors  l'angle  TMT'  est  égal  à 
l'angle  infiniment  petit  s. 

Désignons  par  A  l'angle  dièdre  dont  l'arête  est  MT  et 
qui  est  formé  par  les  deux  plans  TMS,  TMT  :  la  formule 
fondamentale  de  la  Trigonométrie  sphérique  donne 

cos(a  H-  w)  =:cos«  ces  G  -h  sïna  sins  cosA, 

d'où,  en  se  rappelant  que  cosî  =  i  —  2  sin^  |  s, 

(i)     cosa  —  cos(a  4-  w)=  2cosrt  sin-^£  —  sinrt  sine  ces  A. 

Or  une  autre  formule  bien  connue  donne 

(2)  cosrt  —  cos(a  -4-  w)  =:  2sin  f  rz  -i —  J  sin  -• 
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Substituons  au  premier  membre  de  (i)  sa  valeur  fournie 
parla  relation  (2).  Dans  Tégalité  ainsi  obtenue,  on  n'al- 
térera le  premier  membre  que  d'une  quantité  d'ordre 

supérieur  au  sien,  si  l'on  y  remplace  sin  laH — j  par 
sina,  et  sin  -  par  -•  Divisant  en  outre  par  sma,  il  vient 

(3)  oa  =  2cotfl  sin^^e  —  sinscosA, 

et  il  s'agit  de  déterminer  l'ordre  infinitésimal  du  second 
membre  de  cette  équation.  Nous  considérons  l'arc  MM', 
et  par  suite  aussi  les  angles  e  et  /],  comme  étant  du  pre- 
mier ordre. 

A  cet  effet,  supposons  d'abord  que  MS  ne  soit  pas 
situé  dans  le  plan  rectifiant.  Alors,  comme  le  plan  TMT' 
se  confond  à  1?  limite  avec  le  plan  osculateur,  l'angle  A 
est  différent  d'un  angle  droit,  son  cosinus  ne  tend  pas  vers 
zéro,  et  par  conséquent  sine  cosA  est  du  premier  ordre; 
mais  l'autre  terme  du  second  membre  de  l'équation  (3) 
est  du  second  ordre  ;  donc  w  est  du  premier  ordre. 
Ainsi  (ù  est  du  premier  ordre  toutes  les  fois  que  la 
droite  MS  n'est  pas  contenue  dans  le  plan  rectifiant. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  MS  soit  contenue 
dans  ce  plan.  Le  plan  TMT'  fait  avec  le  plan  osculateur 
un  angle  égal  à  \yj  (H)?  et,  comme  ce  dernier  plan  passe 
par  MT,  l'angle  A,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  est  égal 

a 4-"/"i  '^  alors  on  a 

cosA  =  sin|»;,     ou     ces  A  =  {75. 

Remplaçant  en  outre  asin^^e  par  \e^,  l'équation  (3)  de- 
vient 

et  chacun  des  deux  termes  n'est  fautif  que  d'une  quantité 
d'ordre  supérieur  au  second.  Cette  valeur  de  co  est  du 
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second  ordre,  si  les  deux  termes  ne  sont  pas  des  infiniment 
petits  égaux,  par  conséquent  toutes  les  fois  que  Ton  n'a  pas 

tanga  =  lim  -•  Or  tanga  =  lim  -  est  la  valeur  de  tanga 
■n  r, 

relative  à  la  droite  rectifiante  (I)  \  donc,  si  MS  est  situé 

dans  le  plan  rectifiant  sans  être  la  droite  rectifiante,  co  est 

du  second  ordre. 

Mais  si   MS  se  confond  avec  cette   droite,   les   deux 

termes  du  second  membre  de  la  dernière  équation  étant 

des  infiniment  petits  égaux,  w  est  d'un  ordre  supérieur 

au  second,  ce  qui  achève  de  démontrer  la  proposition 

énoncée. 

CORRESPONDANCE. 


Extrait  d^ujie  Lettre  de  M.  Genty,à  Oran.  — On 
peut  donner  une  démonstration  géométrique  très-sim- 
ple des  théorèmes  énoncés  par  M.  Painvin,  t.  X,  2^  sé- 
rie, p.  48 1 ,  dont  le  premier  a  été  rectifié  dans  la  livraison 
de  juillet  des  Annales. 

Je  donnerai  les  démonstrations  relatives  aux  courbes  5 
le  lecteur  trouvera  facilement  lui-même  les  démonstra- 
tions des  théorèmes  relatifs  aux  surfaces. 

Théorème  I. — Soient  donnés  deux  points  fixes  A  et  B, 
et  une  courbe  fixe  2  d'ordre  m  ;  on  imagine  un  point  M 
se  déplaçant  sur  la  courbe  S,  puis,  avec  deux  autres 
points  fixes  A' et  B',  on  construit  dans  le  plan  un  trian- 
gle A'B'S,  tel  qu'on  ait  toujours,  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  M  sur  la  courbe  Z, 

SA'  =  MA,     SB'=MB: 

le  point  S  décrira  une  courbe  (S)  d'ordre  o.in  en  général. 
Les  points  M  et  S  seront  dits  correspondants.  A  un 
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point  M  de  L  correspondent  deux  points  S  et  S'  du 
lieu  (S)  5  ce  sont  les  points  d'intersection  de  deux  cercles 
ayant  les  points  A'  et  B'  pour  centres,  et  pour  rayons  les 
longueurs  MA  et  MB  respectivement.  Donc  la  droite  A'B' 
est  un  axe  de  la  courbe  (S). 

Remarquons  maintenant  qu'à  un  cercle  F  ayant  son 
centre  au  point  A  correspond  un  cercle  (C)  ayant  son 
centre  au  point  A',  Or  le  cercle  T  rencontre  S  en  2 m 
points;  à  chacun  de  ces  points  en  correspondent  deux 
autres,  qui  sont  des  points  d'intersection  du  cercle  (C) 
avec  la  courbe  (S)  5  il  y  a  en  tout  4^^^  points  semblables  : 
donc  la  courbe  (S)  est  en  général  d'ordre  2m. 

On  aurait  pu  aussi  démontrer  le  théorème,  en  remar- 
quant que  les  points  d'intersection  de  la  droite  A'  B'  avec 
le  lieu  (S)  correspondent  aux  points  d'intersection  de  E 
avec  une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  B, 
et  dont  le  grand  axe  est  égal  à  A'B'. 

La  seconde  partie  du  théorème  résulte  immédiatement 
du  théorème  suivant,  qui  est  très-connu,  puisque  c'est 
celui  qu'on  applique  pour  démontrer  géométriquement 
les  propriétés  principales  des  tangentes  aux  coniques. 

Théorème  II. —  Soient  A  et  B  deux  points  fixes  dans 
le  plan  d'une  courbe,  M  et  M'  deux  points  infiniment 
voisins  de  cette  courbe.  Si  l'on  prend  sur  MA  et  sur  MB 
des  longueurs  Ma  et  Mb  respectivement  proportion- 
nelles aux  différences  AM  —  AM',  et  BM  —  BM',  la 
résultante  des  droites  Ma  et  M  6  est  la  normale  à  la 
courbe  au  point  M. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  H.  Laurent.  — 
M.  Bienaymé,  qui  a  bien  voulu  jeter  un  coup  d'œil  sur 
la  Note  que  j'ai  insérée  dans  ce  Journal  au  sujet  du  prin- 
cipe de  la  probabilité  composée,  m'a  fait  observer  que 
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la  solution  que  j'avais  donnée  était  ine"çacte,  et  que  la 
véritable  solution  était  précisément  celle  dont  je  criti- 
quais l'exactitude. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'objection  que  l'on  peut  faire  à  la 
démonstration  de  Laplace  subsiste  tout  entière;  la  voici  ; 

«...  Nommons  p  le  nombre  des  cas  possibles  relatifs 
au  premier  événement  et  p'  celui  des  cas  qui  lui  sont 
favorables  ;  nommons  ensuite  q  le  nombre  des  cas  pos- 
sibles relatifs  au  second  événement,  qui  correspondent  à 
chacun  des  cas  p  ,  et  q'  le  nombre  des  cas  qui  lui  sont 
favorables. 

»  Le  nombre  des  cas  possibles  relatifs  à  l'événement 
composé  sera  évidemment /7<7,  et  le  nombre  des  cas  favo- 
rables  à  cet  événement  sera  p' q' '-,   sa  possibilité   sera 

donc-—»    (ou  —  ^-7-)-    «    O''   —   est  la    probabilité 
Pn        \       P    P  n  1      ^    ^        P 

du  premier  événement,  et  — —  est  la  probabilité  que.  le 

premier  événement  étant  arrivé,  le  second  aura  lieu....  » 
Il  m'a  semblé  c£ue,  si  la  manière  dont  le  premier  événe- 
ment se  présente  peut  influer  sur  le  nombre  des  cas  pos- 
sibles relatifs  au  second,  la  démonstration  précédente 
tombe  en  défaut;  parce  que,  q  n'étant  plus  constant,  il 
est  dépourvu  de  sens  de  dire  que  le  nombre  total  des  cas 
possibles  esl  pq. 

Laplace,  dans  une  nouvelle  édition  de  son  Ouvrage, 
donne  une  démonstration  plus  rigoureuse  : 

Si  l'on  considère  l'ensemble  des  P  cas  possibles  qui 
peuvent  se  présenter  quand  on  attend  l'événement  com- 
posé, J  de  ces  cas  seront  favorables  au  premier  événe- 
ment et /^' cas  parmi  ceux-ci  seront  favorables  au  se- 
cond quand  le  premier  aura  eu  lieu,  en  sorte  que 

P        /  P 

^nn.  de  Mathéinat.,  2^  série,  t.  XII.  (Juillet  1873.)  21 
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f 

sera  la  probabilité  clierchée.  Or  —  est  la  probabilité  du 

premier  événement,    -y  celle  du  second  quand  le  premier 

a  eu  lieu.  Donc,  etc. 

Dans  l'exemple  que  j'avais  choisi,  j'avais  admis,  sans 
le  démontrer,  que  les  cas  que  j'avais  considérés  étaient 
également  possibles-,  ils  l'eussent  été,  si  l'on  avait  voulu 
en  faire  la  convention  à  l'avance  5  mais  alors  il  n'aurait 
plus  fallu  admettre  que  les  billes  tombaient  avec  la  même 
facilité  dans  les  deux  compartiments  de  la  boîte  consi- 
dérée ^  alors  le  principe  de  la  probabilité  composée  n'eût 
plus  été  applicable,  mais  seulement  parce  qu'il  eût  été 
difficile  d'apprécier  la  probabilité  du  premier  événement 
composant. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Moreau^  à  Constantine. 
—  Je  n'ai  pas  lu  sans  étonneraent  la  Note,  sur  un  passage 
de  la  théorie  analytique  des  probabilités,  insérée  dans 
le  numéro  d'avril  dernier,  p.  ij6. 

Personne,  jusqu'à  présent,  n'avait  songé  à  contester 
l'exactitude  de  l'énoncé,  que  donne  Laplace,  du  théorème 
sur  la  probabilité  des  événements  composés.  Quant  à 
moi,  je  pense  qu'il  est  impossible  de  rien  ajouter  à  cet 
énoncé  sans  tomber  dans  la  diffusion  et  sans  courir  le 
risque  beaucoup  plus  grave  d'en  faire  des  applications 
erronées. 

Dans  le  problème  traité  comme  exemple  par  l'auteur 
de  la  Note  en  question,  le  nombre  des  cas  favorables  est 
bien  C^  X  Cf,,  le  nombre  des  cas  possibles  est  bien  aussi 
3";  mais  comme  tous  ces  cas  ne  sont  pas  également  pos- 
sibles, il  n'est  pas  permis  de  prendre  le  rapport  de  ces 
deux  nombres  pour  obtenir  la  probabilité  cherchée. 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  ramenant  tous  les  cas  à 
une  égale  possibilité  les  nombres  des  cas  favorables  el. 
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des  cas  possibles  deviennent  respeclivement 

Cn  X  C«  2"-",        et       2"  X  2"  =  2'". 

On  peut  alors  prendre  avec  raison  le  rapport  de  ces  deux 
nombres,  et  l'on  a 

i->apb     n—a           r"i  pb  f>a  pb 

p  ^n^a-^  ^11^' a  Z!L  -^^  ^    _f 

2-"  l"-^"  2"   '"^    2"' 

ce  qui  est  précisément  la  traduction  de  l'énoncé  de  La- 
place. 

Au  reste,  l'inexactitude  de  la  formule  -  "  ^"  saute  im- 
médiatement aux  yeux  5  prenons,  en  effet,  les  deux  cas 

suivants  : 

«  =  è=i,      et     a  ^=zb  ^=z  n  —  i. 

D'après  la  formule  précédente,  ces  deux  cas  auraient 
la  même  probabilité-,  or  cela  reviendrait  à  dire  qu'il  y 
aurait  la  même  chance  à  tirer  une  boule  désignée  à 
l'avance  d'une  urne  qui  n'en  contiendrait  que  2,  ou  d'une 
urne  qui  en  contiendrait  2"~',  ce  qui  ne  saurait  être  ad- 
mis par  personne. 

Permettez-moi  maintenant,  Monsieur,  de  vous  parler 
d'un  autre  sujet. 

A  la  page  /\6  à\x  BuUetin  bibliographique  pour  l'année 
1857,  se  trouve  l'énoncéd'un  théorème  de  Legendre,  pro- 
posé pour  prix  en  i858  par  l'Académie  des  Sciences. 

Si  je  l'ai  bien  compris,  cet  énoncé  est  le  suivant,  mais 
il  ne  m'a  pas  paru  très-clair. 

Soient  Pj,  Pg,...,  P„,...  les  nombres  premiers  im- 
pairs successifs 

I,    3,    5,   7,   II,  i3,  17,  19,.  . ., 

soit  aussi  une  progression  arithmétique 

A  —  C,     2  A  —  C,     SA  —  C,      ...5 

21. 
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dans  laquelle  A  et  C  sont  premiers  entre  eux  :  démontrer 
que,  si  dans  cette  progression,  à  partir  d'un  rang  quel- 
conque, on  prend  P„  termes  consécutifs 

KA  — C,     (K  +  i)A  — C,      ...,     (K  +  P,  — i)A  — C, 

il  Y  aura  toujours  au  moins  un  de  ces  P„  termes  qui  ne 
sera  divisible  par  aucun  de  n  nombres  premiers  pris  au 
hasard  dans  la  première  suite. 

Ce  théorème  m'intéressait  particulièrement,  parce 
qu'en  le  supposant  exact  j'en  avais  déduit  irès-simple- 
ment  le  postulatiun  de  M.  Bertrand,  mais,  après  en  avoir 
cherché  pendant  longtemps  la  démonstration,  j'en  ai  re- 
connu l'inexactitude. 

Prenons,  en  effet, 

A  =  4949^  =^  43  ^<  ï  i^^   )  nombres 

C  =     107::'  =  16  X  67       j  premiers  entre  eux 

K=i97, 

«  =  8,     et  par  suite     P„  =  ic)j 

on  peut  s'assurer  facilement  que  chacun  des  19  termes 
de  la  progression  arithmétique 

197-49493  —  1072,      198-49493  — 1072,      ..., 
...,     2i5.4g4g3  — 1072 

est  divisible  au  moins  par  l'un  des  8  nombres  premiers 
3,  5,  7,  II,  i3,  17,  19,  23,  résultat  qui  infirme  le  théo- 
rème en  question. 

Conformément  au  désir  exprimé  parM.  Nievenglowski 
(même  tome,  p.  235  et  236),  je  m'empresse  de  faire  savoir 
auxlecteurs  des  iVoMP^e/Ze^y^/ï/za/e^  que  M.  Nievenglowski, 
professeur  au  lycée  de  Clermont-Ferrand,  a,  etfective- 
ment,  découvert  une  faute  à  corrige?-  dans  un  Traité  de 
Trigonométrie,  à  la  rédaction  duquel  j'ai  participé  : 

Page  106  de  ce  Traité,  ligne  10  en  remontant,  au  lien 
de  aucune,  lisez  une.  G. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SIPÉRIEIRE. 


Composition  de  Mathéjnatiques . 

Etant  donnés  une  ellipse  A  et  un  point  P  dans  son 
plan,  de  ce  point  P  on  mène  des  normales  à  l'ellipse  A 
et  l'on  considère  la  conique  B  qui  passe  par  le  point  P  et 
les  pieds  des  quatre  normales  : 

1°  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de  cette  conique 
B  et  celles  de  ses  foyers. 

2"  Trouver  le  lieu  C  du  centre  et  le  lieu  D  des  foyers 
de  la  conique  B,  lorsque  l'ellipse  A  varie  de  manière  que 
ses  foyers  restent  fixes. 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  du  lieu 
D  et  de  la  droite  OP,  lorsque  le  point  P  décrit  un  cercle 
de  rayon  donné  et  ayant  pour  centre  le  centre  O  de  l'el- 
lipse A. 

Composition  de  Physique. 

I.  Théorie  de  l'électrophore  et  des  machines  qui  en 
dérivent. 

II.  Deux  barreaux  aimantés  font  le  même  nombre 
d'oscillations  dans  le  même  temps,  quand  on  les  suspend 
horizontalement  à  un  fil  vertical  sans  torsion  5  mais, 
quand  on  charge  chacun  d'eux,  en  son  milieu,  d'un 
mèuae  barreau  de  cuivre,  la  durée  des  oscillations  de 
l'un  des  aimants  est  doublée  et  celle  de  l'autre  est 
triplée. 

Cela  posé,  si  l'on  croise  les  deux  barreaux  aimantés  par 
leur  milieu  et  qu'on  les  suspende  encore  horizontale- 
ment à  un  fil  vertical  sans  torsion,  on  demande  quelle 
sera  la  condition  d'équilibre. 
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COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  MILITAIRE 

(ANNÉE  1875). 


Composition  française a'^So'^. 

Histoire 2''3o'°. 

Géographie 2  heures. 

Allemand  (thème) 2        » 

Dessin  d'imitation 3        » 

Version  latine 2        » 

Épure  {^^Z6^). 

Deux  cônes  circulaires  droits  et  égaux  ont  même  som- 
met S  et  se  touchent  extérieurement  suivant  la  généra- 
trice SA,  de  manière  à  adhérer  l'un  à  l'autre.  Le  rayon 
de  base  vaut  38  millimètres,  et  la  génératrice  est  double 
du  rayon.  La  base  de  l'un  des  cônes  est  appliquée  sur  la 
partie  antérieure  du  plan  horizontal,  sa  circonférence 
touchant  la  ligne  de  terre  et  la  génératrice  SA  étant 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  Cela  posé,  on 
demande  : 

1°  De  construire  les  projections  du  solide  formé  par 
l'ensemble  des  deux  cônes  5 

2"  De  construire  la  partie  invisible  du  plan  vertical 
de  projection,  supposé  relevé,  l'oeil  étant.placé  sur  la 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  point  A, 
et  à  une  distance  en  avant  de  cette  ligne  de  terre  égale 
à  deux  fois  le  diamètre  de  base  de  l'vin  des  cônes. 

Ombrer  la  partie  invisible  demandée,  en  n'y  compre- 
nant pas  la  projection  verticale  des  cônes. 

Lavis  (3  heures). 

Projection  horizontale  d'une  pyramide  régulière.  — 
Construire  un  décagone  régulier  à  deux  côtés  verticaux, 
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inscriptible  dans  un  cercle  de  centre  A  et  de  8  centi- 
mètres de  rayon.  Le  point  A,  placé  au  milieu  de  la  feuille, 
est  aussi  le  centre  d'un  carré  de  i8  centimètres  de  côté. 
Numéroter  les  sommets  du  décagone,  le  point  i  en  haut, 
le  point  2  à  droite  de  i,  et  ainsi  de  suite,  et  les  joindre 
au  point  A. 

Poser  une  teinte  plate,  assez  forte,  dans  le  triangle 
4A5. 

Poser  une  teinte  plate,  moins  forte,  dans  le  pentagone 
A3456A. 

Poser  une  teinte  plate,  assez  faible,  dans  le  polygone 
A234367A. 

Poser  une  teinte  plate,  plus  faible,  dans  le  polygone 
A  12345678  A. 

Poser  une  teinte  plate,  très-faible,  dans  le  polygone 
A 10, 123456789A. 

Le  triangle  10  A 9  reste  blanc.  La  partie  du  carré  qui 
entoure  la  projection  de  la  pyramide  reçoit  une  teinte 
plate  de  moyenne  intensité. 

Composition  de  mathématiques  (2'^3o'"). 

1°  Calculer  à  i  millimètre  près,  sans  employer  les  lo- 
garithmes, le  côté  du  carré  équivalent  à  un  cercle  de 
20  mètres  de  rayon. 

2°  Résoudre  lequation  -  = ■>  et  déterminer  les 

'■  X        X  —  a 

limites  entre  lesquelles  la  quantité  a  doit  être  comprise 
pour  que  les  racines  soient  réelles. 

3°  On  donne  une  circonférence  et  une  tangente,  et  Ton 
demande  de  mener  une  corde  DC,  parallèle  à  la  tan- 
gente, telle  que,  si  Ton  abaisse  les  perpendiculaires  DA 
et  CB  sur  la  tangente,  le  rectangle  ABCD  ait  sa  diagonale 
de  longueur  donnée.  Discussion  sommaire. 

N.-B.  —  Mettre  tous  les  calculs  sur  la  copie. 
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Calcul  logarithmique  (2  heures). 

1°  Calculer  les  angles  compris  entre  zéro  et  180  de- 
grés, satisfaisant  à  l'équation 

5  cos'a;  —  3  cosx  —  I  =r  o. 

1°  Calculer  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

x^=z  a^  sin^  H-  b'^  cos^, 
lorsque 

/7  =  18928'",  7,       Z-^:  20842'",  8,       (ï>  =  Il5''45'27". 

N.'B.  —  Mettre  tous  les  calculs  sur  la  copie. 

SOLITIOKS  DE  QIESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOIVELLES  AKMLES. 


Question  1049 

(Tolr  2'  série,   t.  X,  p.  557  ) 

Par  m.  DOUCET. 

C^est  une  propriété  des  coniques,  que  les  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  ces  courbes  appartiennent  à 
une  circonférence  ;  trouver  les  courbes  qui  ont  la  même 
propriété.  (L.  Kiepers.) 

Soient 

y  =  px-\-f[p), 


les   équations,  rapportées  à   deux   axes    rectangulaires, 

des  côu 

courbe. 


des   côtés   d'un  angle  droit  circonscrit   à  une  certaine 
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Après  avoir  écrit  les  deux  équations  comme  il  suit 


py  -\-x  —  pf 

élevons-les  au  carré  et  ajoutons-les  membre  à  membre 
il  en  résulte 


(x^+  j=)  (I  +  P-)  =  f{p)    +  pV  (-  j)  » 

et,  si  le  point  de  concours  des  tangentes  doit  décrire  la 
circonférence  x^  -\~  j^ —  R*  =  o,  on  a 


R^(i-f-p')  =/(/.)    +/p=/{--j, 


ou 


R'  —  /  '        ' 


^'-/{p)  "   \      P 


Soit  donc  ==  ^{p)  't  1^  fonction  F  conserve 

la  même  valeur,  quand  on  y  cliange  p  en •   C'est 

une  fonction  entièrement  arbitraire  de  p Posons 

P 
donc 


^'-f'^'^  -y[p      ' 


P  \  P 

d'où 


f{p)  =  \j^^'-p'p{p'-'- 


P. 
Soit /?  =  tangy  5  P  est  une  fonction  arbitraire  de  tang2(j). 
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Les  courbes  que  demande  l'énoncé  sont  les  enveloppes 
des  droites 

y  z^  X  tangçp  +  y''R-  -4-  tangcp  F  ^tangacp) . 

Les  coniques  correspondent  au  cas  particulier  où  l'on 
prend,  pour  la  fonction  arbitraire  F,  l'expression 

N 

M  H , 

tang  "Xvj 

M  et  N  désignant  deux  constantes.    On  obtient  encore 
une  hyperbole,  en  supposant  constante  la  fonction  F. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  E.  Pellet. 


Question   lOoo 

(Toir  2*  série,  t.  XI,  p.  48); 

Par  :,I.  C.  MOREAU,  à  Constantine. 

L' équation  indélermince  t^ — Du^=  4î  <^«^-î  laquelleT) 
est  de  la  forme  (4'i  4-  2)^-}-  i ,  «  désignant  un  nombre 
entier  positif  quelconque  i,  2,  3,...,  n^a  aucune  solution 
formée  de  deux  nombres  impairs,  et  la  solution  con- 
stituée par  les  deux  nombres  entiers  positifs  les  plus 
petits  est 

;=r  l6(2«  -4- l)^+  2,       ?/ =  8('2«  +1). 

(F.     DiDON.) 

Soit 

4«  H-  2  =  fi, 

l'équation  proposée  devient 

k^iû  -\-  u--h4  =  t^'i 

t  est  donc  plus  grand  que  Au.  Posons 

1 1=  ku  -t-  u, 
il  vient 
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ce  qui  montre  que  Wj  est  de  même  parité  que  u  et  lui  est 
inférieur,  puisque  A"  est  au  moins  égal  à  6.  De  plus,  on 
tire  de  cette  équation 


u  =  A«i  ±  \/^''i]  ■+-  «î  —  4> 

donc  k*u]  -\- ul  — 4  doit  être  un  carré  parfait.  Posons 
de  nouveau 

on  verra,  comme  précédemment,  que  ii^  est  de  même 
parité  que  Uj  et  lui  est  inférieur,  et  que  la  quantité 

doit  être  un  carré  parfait. 

On  voit  donc,  en  continuant  le  même  laisonnement, 
que  si  A*u'  +  u'  +  4  est  un  carré  parfait,  il  doit  en  être 
de  même  des  quantités 

A-'«î  -f-  u]  —  4,      /c'ul  H-  «=  H-  4,      k'ul  +  K^3  —  4, .  .  . , 

dans  lesquelles  Mj,  z/g,  1/3, .. .  sont  de  même  parité  que  Ji 
et  vont  en  décroissant.  Si  u  pouvait  être  impair,  il  en 
serait  de  même  des  nombres  Ui,  ««•  "svî  *^^i  comme 
chacun  de  ces  nombres  est  plus  petit  que  le  précédent  et 
que  4  est  plus  petit  que  3^,  il  en  résulte  que  l'un  d'eux 
serait  égal  à  l'unité,  et  que  l'une  des  deux  quantités 
A'  -f-  I  -I-  4,  A^  +  I  —  4  devrait  être  un  carré  parfait,  ce 
qui  est  impossible,  puisque  A  est  au  moins  égal  à  6. 

Si,  au  contraire,  zf  est  supposé  pair,  sa  valeur  trouvée 
précédemment  en  fonction  de  Mi  montre  que  son  mini- 
mum correspond  à  u^  =  1,  ce  qui  donne 

«  =:  2  X «,  =  4  ^"  =    8  (  2  rt  -t-  I ) , 
/=/?-«  H-  «,  =  4/î-f-  2  r=  16  {in  -+-  l)'4-  2. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lucien  Bignon,  à 
Lima;  Moret-Blanc,  au  Havre;  Brocard,  à  Constantine. 
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Question  1083 

(  Toir  2*  série,  t.  XI,  p.  288); 

Par  m.  GENTY,  à  Oran. 

Oji  demande:  i"  quel  est  le  lieu  du  sommet  d'un 
angle  droit  dont  chacun  des  côtés  rencontre  deux 
droites  données  j  oP  quelle  est  V enveloppe  du  plan  de 
cet  angle  droit.  (Majvwheim.  ) 

1°  Soient  D,  d,  D',  d'  les  deux  couples  de  droites  que 
doivent  rencontrer  respectivement  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit,  je  dis  qu'elles  font  partie  du  lieu  cherché. 

En  effet,  soit  û  une  droite  quelconque,  qui  rencontre 
D,  d,  D'  aux  points  M,  m,  M',  respectivement.  Par  le 
point  M  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  A, 
et  soit  ;:jt  le  point  d'intersection  de  ce  plan  avec  la  droilec?'. 

Les  droites  Mfx  et  A  forment  entre  elles  un  angle 
droit:  donc  le  point  M  est  un  point  du  lieu.  Il  en  est  de 
même  évidemment  des  points  m  et  M'5  donc  enfin  les 
quatre  droites  données  font  partie  du  lieu. 
'  Cherchons  maintenant  les  autres  points  de  la  surface 
cherchée,  situés  sur  la  droite  A. 

Soit  P  le  point  de  rencontre  de  la  droite  d'  avec  le 
plan  des  droites  A  et  D'.  Toute  droite  rencontrant  à  la 
fois  A,  D'et  J',  passera  par  le  point  P  ;  il  n'y  a,  par  suite, 
qu'une  seule  de  ces  droites  qui  rencontre  A  sous  un  angle 
droit  5  c'est  la  perpendiculaire  PQ  abaissée  du  point  P 
sur  la  droite  A. 

.    Ainsi  la  droite  A  ne  rencontre  le  lieu  qu'en  quatre 
points  :  donc  ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  ordre  S. 

La  droite  A  engendre  un  hyperboloïde  H,  qui  coupe  la 
surface  S  suivant  une  courbe  du  huitième  ordre.  Or  les 
directrices  D,  d,  D'  font  partie  de  l'intersection',  donc  le 
lieu  du  point  (j)  est  une  courbe  gauche  du  cinquième 
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ordre.  Les  génératrices  de  H  ne  rencontrent  la  courbe 
qu'en  un  seul  point;  les  directrices  la  rencontrent  en 
quatre  points. 

2°  Le  même  raisonnement  montre  que  l'enveloppe  du 
plan  de  l'angle  droit  est  une  surface  de  la  quatrième 
classe  2. 

Les  droites  données  sont  situées  sur  cette  surface.  En 
effet,  le  plan  des  droites  D'  et  A  est  un  des  plans  tangents 
à  la  surface  enveloppe;  donc  les  plans  tangents  à  l'iiyper- 
boloide  H  tout  le  long  de  ladroite  D'  sont  aussi  tangents 
à  la  surface  E;  donc  cette  droite  est  située  tout  entière 
sur  la  surface. 

Il  en  est  évidemment  de  même  des  autres  droites  don- 
nées. Il  en  résulte  que  la  développable  circonscrite  aux 
surfaces  H  et  2  est  de  la  cinquième  classe.  Par  une  géné- 
ratrice quelconque  de  H,  on  ne  peut  mener  qu'un  plan 
tangent  à  cette  développable,  tandis  que  par  une  direc- 
trice quelconque  on  en  peut  mener  quatre. 


Question   1093 

(  Toir  2*  série,  t.  XI ,  p.  im  )  ; 

Par  m.   GAMBEY. 

Un  tétraèdre  ahcd  étant  conjugué  à  un  paraholoïde, 
si  Von  désigne  par  a\  h' ^  c'  les  points  où  les  arêtes 
da,  db,  de  coupent  le  paraholoïde^  on  a 

(H.    Faltre.) 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  arêtes  da,  db^ 
dc^  el  posons 

da  =  a,     db  =  b,     de  =  c, 
da'  =  A,     db'  =  B,     de'  =  C. 
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Il  faut  démontrer  que  l'on  a 


A  —  a 


+     T^ r      + 


Les  équations  des  quatre  faces  du  tétraèdre  et  celle  des 
surfaces  du  second  ordre,  conjuguées  à  ce  tétraèdre,  sont 

en         Y        z 
'     -^  'abc 

Ix        V        z         Y 
Ix"-  ^  my''  -{-  nz"  -\-  p  \~  -\-  -j  A il    =  o. 

Ces  surfaces  seront  des  paraboloïdes,  si  l'on  a 

ï  '  ï  ï 

(i  -r/  +  7T- +-r- ^ -  =  o- 

*   '  a}L        b^in        c^n        p 

On  doit  avoii  de  plus 

m'Q-  +  p\  -  —i\  =o, 

ou,  en  multipliant  respectivement  par  a',  Z>-,  c', 

lA'a-  -\-  p  {k  —  aY-=.o, 

mWb-'-\-  /?  (B  —  è)2=o, 

«C'c2+p(C  —  c)2=i:o. 

-  Tirant  de  là  les  valeurs  de  a'/,  è^/«,  c^/z,  et  les  sub- 
stituant dans  (i),  on  trouve 

A      \2        /     B      \2       /     C 

4- 


K—  a  J         \B—  b  J  \C  —  c^ 

C.  Q.  F.  D. 
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Remarque.  —  Dans  les  surfaces  à  centre,  on   doit 
avoir  constamment 


(r^)^-(^)^-(c^)' 


^i- 
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QUESTION. 


1117.  Supposons  qu'un  polygone  régulier  de  n  côtéssoit 
circonscrit  à  un  cercle  et  qu'on  fasse  tourner  la  moitié  de 
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ce  polygone  autour  d'un  axe,  passant  par  l'un  des  points 
de  contact  et  par  le  centre,  on  trouvera  sans  grandes 
difficultés  que  la  mesure  V„  du  volume  engendré  par  le 
demi-polygone,  en  prenant  le  volume  de  la  sphère  in- 
scrite pour  unité,  est  donnée  par  la  formule 

(i )  V„  =  y  [  I  H-  séc  -  I  5  lorsque  n  est  impair, 

et  par 

(2)  V„  r=:  -  (  1  H-  séc'  -  I ,  lorsque  n  est  pair. 

D'ailleurs,  en  faisant  tourner  un  demi-polygone  d'un 
nombre  pair  n  de  côtés  autour  d'un  diamètre  du  cercle 
circonscrit,  la  mesure  V„  du  volume  engendré,  en  pre- 
nant toujours  pour  unité  le  volume  de  la  sphère  inscrite, 
est  donnée  par  la  formule 

(  3  )  Vj,  =  séc  -  • 

'  Déduire  :  des  formules  (i)  et  (2)  qu'on  a  les  égalités 

V3 —  V5=:  le  volume  de  la  sphère, 
V3  -+-  Vj  +  V5  =^  5  fois  le  volume  de  la  sphère, 

et  des  formules  (i),  (2)  et  (3)  qu'on  a  la  suite  décrois- 
sante 

(Compagnon,  professeur  au  collège  Stanislas.) 
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SIR  M  CERTAIN  MIKIMIM; 

Par  mm.  A.  KORKINE  et  G.  ZOLOTAREFF, 

Professeurs  à  l'Université  de  Saint-Pétersbourg. 


i ,   So\tf{x)  une  fonction  entière  de  x  de  la  forme 

(l)  /(■^)  =  x"  -t-  a,  .r"-'  -t-  flo  x"~-  -h  ...  -I-  a„, 

«i,  «a,.  .  .,  a„  étant  des  constantes  réelles. 
En  désignant  par 

[A] 

la  valeur  absolue  de  la  quantité  réelle  A,  nous  nous  pro- 
posons de  déterminer  les  coefficients 

«I,      a,,.  .  .,      «„ 

dey(x),  de  sorte  que  l'intégrale 

J —  I 
ait  la  valeur  minimum. 

2.  En  supposant  maintenant  que,  de  tous  les  poly- 
nômes du  n'^'"^  degré  de  la  forme  (i),  f{x)  soit  celui 
pour  lequel  Tintégrale 


£ 


[f{x)]dx 


est  minimum,    nous   allons    démontrer   que    toutes   les 
n  racines  de  l'équation 

/{x)  =  o 
sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  i  et  -H  i. 

^nrt.  de  Mnthémat.,  2"  série,  t.  Xli.  (Août  1873.)  22 


(  -dZS  ) 
On  voit  d'abord  que  cette  équation  n  a  pas  de  racines 
imaginaires. 

En  effet,  en  supposant 

fi  [x)  étant  un  polynôme  du  degré  fi  —  2p,  qui  n'est  pas 
divisible  par 

et  p  un  nombre  entier  positif,  on  aura 

f^\f{x)]dx=  f^\  [.T  -  uY  +  ^^  lP[l{.r)]dx. 

Or,  la  quantité  |3  étant  différente  de  zéro,  on  peut  dimi- 
nuer j3^  sans  changer  la  forme  (i)  du  polynôme  y(a:), 
et,  par  suite,  on  diminuera  la  valeur  de  l'intégrale 


I 


{f[-r)'\dx. 


qui  ne  sera  pas,  par  conséquejit,  minimum,  contraire- 
ment à  notre  supposition. 

On  verra  de  la  même  manière  que  toutes  les  racines 

de  l'équation 

J[x)  =  o 

sont  comprises  entre  —  i  et  +  i  • 
En  effet,  si  l'on  avait 

a  étant  supérieur  à  i  en  valeur  absolue,  p  un  nombre 
entier  positif  et  F(x)  un  polynôme  entier  du  degré 
n  — p,  0)1  pourrait  diminuer  la  valeur  absolue  de  a  et, 
par  suite,  celle  de  l'intégrale 


l'*         {f[.r)]dx, 
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qui  est  égale  à 

/  ][c]  —  x<P[F{ar)]dx 

dans  le  cas  de  a  positif,  et  à 

/  ][ci]-h  x[P[F{a:)]dx 

J —  I 

si  a  est  négatif  5  ce  qui  est  impossible  eu  vertu  de  la 
supposition. 

Il  ne  sera  pas  non   plus  difficile  de  démontrer  que 
l'équation 

/(x)  =  o 

a  toutes  ses  racines  inégales. 
Supposons 

a  étant  compris  entre  —  i  et  -j-  i ,  et  Fi  [x]  un  polynôme 
du  degré  n  —  2,  qui  peut  être  encore  divisible  par  x  —  a. 
Considérons  la  fonction 

/,(.r)  —  \[x-u.y-—  h'\Y,{x), 

où  h  est  une  quantité  infiniment  petite.  Comme  la  valeur 
absolue  de 

[x  —  oi)'  —  le 

est  moindre  que  celle  de 


SI  X  n  est  pas  compris  entre 

a  —  h      et      a.  ->t-  h 

et  la  différence 

[x  —  aY—\  [x  —  uY  —hn 
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ou  A*,  rinlégrale 

f      '  [Mx)]dx 
esl  inférieure  à  l'intégrale 


J^\/{T]]da:, 


et  leur  différence  est  une  quantité  infiniment  petite  du 
second  ordre  par  rapport  à  h  ;  car  les  intégrales 

/»  a  -f-  A  /•  a  -f-  A 

/  [Ax)]dx,         /  [Ma:)]dx 

J  a.  —  /(  'J  r/.  —  h 

sont  du  troisième  ordre. 

Donc,  en  variant  infiniment  peu  les  coefficients  de 
f{x)^  on  diminuera  la  valeur  de  l'intégrale 


p\f[x)\dx. 


qui  ne  sera  pas,  par  conséquent,  minimum. 
Ainsi  toutes  les  racines  de  l'équation 

sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  i  et  -H  i. 
3.  Soient 

ces  racines  -,  on  aura 

■     /  [/(.r)]rfx  =  (— I)"       /       f{x)dx-\       f[x)d.T 

J —  I  \  J  —  I  '^  ^i 

+   PV(x)./.r-... 
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En  désignant,  pour  abréger,  la  formule 

I        cf{a:)dx —   j        ^{x)dj^-\-   j        tf{x)dx  — ... 
t/  —  I  t'a,  '   "i 

H_  (_  ,)"  /      ^{x)dx 
«/«„ 
par 

S  ç  (  ar  )  dx, 
il  viendra 

y"^'[/(x)]^x=(-i)"s/(x)rf^. 

L'intégrale 

f'^\fyx)]dx 

peut  être  considérée  comme  fonction  des  coefficients 

car  les  racines 

a,,      a,, .  .  . ,      a„ 

en  sont  également  des  fonctions. 
On  déterminera  les  valeurs  de 

«1,         (In,      .    .  ,         fin, 

qui  rendent  l'intégrale 

{—iYS/{x)dx 
minimum,  par  les  équations 

DS/(.r)rf^  ^S/(x)dx  :)Sf{x)dx 

=0, =  0,...,  r =  0, 

d'après  les  règles  connues  du  Calcul  différentiel. 
En  effectuant  les  différenliations,  on  aura 

S.r"-'  dx  =  0,     Sx^-^dx  =  o, .  .  . ,     Sdxz=o. 
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Ces  équations,  écrites  dans  l'ordre  inverse,  deviennent 


/    o:,  —  Cf.-,  -h  a;,  —  .  .  .  zt  a„ 


OÙ,  pour  un  indice  quelconque  X,  on  a 


4.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  les  équa- 
tions (2)  ne  peuvent  être  satisfaites  que  par  un  seul  sys- 
tème de  valeurs 

a,,      a^, .  •  .  ,      a„, 
dans  lequel 

a,  <<  a2  <:^  a,  <; .  .  .  <C  a„. 

Supposant,  en  effet,  qu'il  y  en  ait  deux 

^    a.  <;  «2  ■<  «3  <C  •  •  •  <C  «H» 

on  aura  aussi 

a ,  —  a',  -+-  a'    —  .  .  .  zb  a'_  =  e,. 


a'."  —  a'.;'  -h  a'^'  —  .  .  .  ±  a„"  ==  î„  ; 
donc  il  viendra 

/    a,  +  a'j  +  a.  +  a  j  -+-  .  .  .  ^  a ,  H-  a.,  4-  «3  -f-  ai  4-  .  . 
1   a'  -H  a';  -4-  a'^  H-  a\'  -f- .  .  .  izz  a';"-  +  a'  -4-  ^^l-\-  a;  -I-  .  . 

''  i 

a';  +  «'«  +  a'^  +  a'f  -f  .  .  .  =  a'j'  +  a'^  +  a';  4-  a';  +  .  . 
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Il  en  résulte  que  les  deux  suites 

a',,      a,,       a'3,      «i,-  •  • 

sont  composées  des  mêmes  quantités. 

Cela  devient  évident  en  remarquant  que  chacune  de 
ces  suites  contient  les  n  racines  d'une  senle  et  même 
équation  du  degré  n,  ce  qui  résulte  immédiatement  des 
équations  (4)- 

Cela  admis,  on  voit  sans  difficulté  que,  en  vertu  des 
inégalités  (3),  on  aura 


et  les  deux  systèmes  (3)  sont  identiques. 

5.  Nous  ferons  voir  maintenant  que  la  fonction _/(x) 
contient  les  seuls  degrés  pairs  de  x,  lorsque  n  est  pair,  et 
les  seuls  degrés  impairs,  si  n  est  impair. 

En  effet,  le  polynôme 

l- ')"/(- •^)> 
étant  de  la  forme 

X"  + .  . . , 

donne  encore  une  solution  de  la  question  proposée,  car 
on  a 

/      ''\f[.T)]dx=i^\{-lYf[-x)]dx, 
J —  i  J —  1 

Donc  les  racines 

—  a,,      —  aj, .  .  .  ,      —  a„ 

de  l'équation 

f{-x]  =  o 

satisfont  aux  équations  (a),  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit 


# 
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dans  le  n"  4,  elles  ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des  quan- 
tités 

«1,      «2, .  .  . ,      a„. 
Comme  on  a 

a,  <Ca2<C-  •  •<«/.> 
il  viendra 

Il  s'ensuit 

«,=—  a„,      aj  = — a„_,,.... 
Ainsi  on  aura 

/(-)  =  (-0"/(--), 

quel  que  soit  x,  et  la  proposition  énoncée  est  démontrée. 

6.  Avant  de  cherclier  la  solution  des  équations  géné- 
rales (2),  considérons  quelques  cas  particuliers. 
Pour  n  =  I  j  on  aura  évidemment 

Pour  /i  r=  2,  on  aura 


■•2  5  ■^•^1 


Sa,  = — 1,      a, —  aj=0, 

/{.r)  =  x^-{. 

Pour  n  =  3,  on  aura 

a,  = —  «3,      «;;  —  0,      2aJ=I, 

/(.r):=x3-ix. 

,Pour  n  =  4?  Oïl  obtient 

a,  =  — a^,     a2=  — «3,     2(a,— «,)  =  — 1,      2(aJ  —  a^)  =  —  I . 
On  trouve  aisément  une  fonction 

{x  —  ai)(.r -h  a,), 


♦  t 
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quand  les  deux  sommes 

a,  —  «2,      «î  —  ttj 

sont  données.  En  effet,  il  vient 

(x  —  a,)  (j:  H-  aj)  =  x' +  {x  —  ^ 

et,  par  suite, 

{x  +  X,)  {x  —  a,)  =  x^  —  \  X  —  {. 

Donc 

Les  résultats  trouvés  sont  contenus  dans  cette  formule 

générale 

I  sin  I  (« -H  I)  arccosj:^  j 

•^^•^^  "^  ^" ]==. ' 

que  nous  allons  vérifier. 

7.  Soit  u  une  fonction  de  x,  qui,  étant  développée 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  commence  par 

le  terme 

A 

— * 

.r 

où  A  est  une  constante  différente  de  zéro.  Soit  encore 
9{x)  une  fonction  entière  du  degré  «  4-  i ,  telle  que,  dans 
le  produit 

«  (p  (  J7  ) 

développé  suivant  les  puissances  descendantes  de  x.  les 
termes  en 

manquent.  On  aura 

(5)  u<f{x)  =  -^{x){i  +  ^). 
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^  [x)  étant  une  fonction  entière  du  degré  n  et  s  une  fonc- 
tion de  la  forme 

B  C 


r.2n+2  ^2n+3 


Désignons  par 

^H        '^.>j  •  •  •  >        ^n 

les  n  racines  de  l'équation 

■^  [x)  =  o. 
11  viendra 

=:  fonction  entière  + 1 ■ 1 r- ^ 

.r  —  Ci  X  x^  x^ 

et  de  là 


> =z(it{x) ^  lonction  entière 


rf  (c,)  1  C,  cp  (Ci)  1  Cf  y  {Cj] 


Or  de  l'équation  (5)  on  déduit 

^'{x)         II'  _-i^'{x]     ,  -J 

(j>{x j     '     u  -Il  [x)  I  -+-  i 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


? 


[x\ 


^[x)  I 


La  fonction 


étant  de  la  forme 


.r"-^'        x«+3 
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il  s'ensuit  que  les  termes  avec  les  puissances 

dans  les  développements  des  deux  fonctions 

suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  sont  les  mêmes. 
Ainsi,  en  ayant  égard  à  l'équation  (6),  on  voit  que  les 
sommes 

sont  les  coefficients  des  termes  en 


I  I 

X^  X 


n+l 


dans  le  développement  de  la  fonction 


8.   En  faisant  maintenant 


six""  —  I 


(p  (^)  =  —  cos  !  [n  H-  i)  arceosx  { , 
.       I  sin  |(«  +  i)  arccos^î 


2" 


u'  ^(,r) 

riix)  —  ^r:  —  x  -— 

M  x'  I 

En   divisant  o  [x]  par  x^  —  i ,  on  aura  une  équation  de 

la  forme 

f^{x)  =  {.r^—l]F{.T)  -+- Ajc  +  B, 

F  {x)  étant  une  fonction  entière. 


On  déterminera  A  et  B  en  faisant  dans  cette  équation 


X  ^  —  1     et     ^  =  +  I 
il  viendra 


B  —  A  =  ' '- —  ■>      B  +  A  =  — 

2"  2" 


et,  par  suite, 


^^i  +  (-i)"+'       ^^^  i-i-iY 


On  aura  de  plus 


.X    —  =  — .r  — =  —  ,rF{x)  —  A—  — 

/    N      ;  I  .  X,,    ,        B        A         B 

7  =-    A-t-xF  .rH--  +  -H--3 

'  (  X         x'         .r' 

A        B         A  / 

,  x'        x^         x"  ) 

Les  racines  de  l'équation 

^^(x)  =  o 


étant 


n                        2  7r                       Stt  fin 

cos 5       cos )       COS ■)••••>       cos 


n  -i-  i  «H-l  n  -\-  i  n  -\-  i 

faisons 

{n  ~  i  -h  i]t: 
u,  =  COS • 

«  -h  l 
et  nous  aurons 

ç  r  a,)  =  -î-  (—  I )«-'•+'  =  —1—1  ]"+'■+'. 
2" ^  2"  ' 

En  vertu  de  la  proposition  du  n°  7,  en  ayant  égard  à 


(349) 
l'équation  (7),  on  voit  que  la  somme 

2aî^(a,-)=-^„(-.}-2(-i)'-'4 

est  égale  à  — B  si  le  nombre  entier  X  est  pair,  et  à  — A 
si  1  est  impair. 
On  aura  donc 

I  \  I  H-  ( nn+H-^ 


2" 

car  le  second  terme  de  cette  équation  se  réduit  à  —  B 
lorsque  1  est  pair,  et  à  —  A  dans  le  cas  contraire. 
On  déduit  de  là 

\  I  i  2 

En  faisant  ici 

X  =  1,  2,  3,. .  .,  rt, 

on  obtient  les  équations  (2),  et  la  formule 

I    sin  I  (/?  4- 1)  arccosa:  I 

est  vérifiée. 

9.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  donné  la  solution 
complète  de  la  question  que  nous  nous  étions  proposée. 
Comme  elle  a  été  trouvée  par  induction,  il  ne  sera  pas 
sans  intérêt  de  la  vérifier  d'une  manière  plus  directe. 

En  reprenant  les  équations 

du  n**  3,  dont  la  solution  comprend  celle  de  la  question 

proposée,  on  voit  facilement  que  le  développement  de 

l'intégrale 

dz            Sdz        Szdz        Sz^dz 
S = f- 


X  X' 
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doit  commencer,  en  vertu  de  ces  équations,  par  le  terme 

Sfdz 

Supposons,  en  premier  lieu,  n  impair.  En  faisant, 
pour  abréger, 

U  =  (^  —  cx.2){x  —  a^).  .  .{x  —  a„_i), 
V  =  [x  —  X,)  [x  • —  X:^)  .  .  .(x  —  u„), 

on  aura  facilement,  en  eflectuanl  l'intégration, 

^     dz  ,      U^(^^_,)  \  far^_i)U2-VM 

S —  =  loe =  loi:  \  i  H r- )  • 

X  —  z  »  v^  (  V'  ) 

Pour  que  le  développement  de 

X  —  z 
commence  par  le  terme 

Sz"dz 


il' faut  que  celui  de  la  fonction 

{x^—l)\]'-  —  \' 


V 

soit  de  la  forme 

A 

B 

Or,  V^  étant  un  polynôme  du  degré  /^  +  i,  il  faut  que  la 

différence 

(^^_i)U=  — V^ 

ait  une  valeur  constante. 

On  aura  ainsi  l'équatiou  indéterminée 

C.r'  — i)U=  —  V='  =  const. 


(35i   ) 
En  faisant  x  =  cos©,  on  lire  de  là,  par  des  mélliodes 
connues, 

.      /  «  -M     \ 


sin 
U=±C 


.     „  ,  «  H-  I 

V  =  3t:  C  ces  I  '^  I  1 


^    ^  1  sino 

C  étant  une  constante.  Comme  la  fonction /(a:)  est  de  la 

forme 

X"  -f-  flf,  j;"-'  -f-.  .  ., 
il  viendra 

I 


2  2" 


Ainsi,  pour  n  impair,  on  a 


I    sin  !  '  rt  4- I  ^  arccosj: 


2"  COS.r 

Soit,  en  second  lieu,  n  pair.  En  faisant  maintenant 

U=:  (^  —  'm)\3!: aj).  .  .(JT  —  «„), 

V  =  (X  —  a,  )  (x  —  aa) .  .  .  (.r  —  a„_,  ), 

on  aura 

dz  .      {x-i-\)W       .      (         (x-f-i)TJ'— (^  — i)V- 


s^:— ~  =  '°"(:^:r7)v^  =  '°§r^        (,r-i)v^ 


En  remarquant,  comme  précédemment,  que  le  dévelop- 
pement de 


s-^ 


X  —  z 

doit  commencer  par  le  terme 

et  que  le  polynôme  [x  —  i)  ^  '  est  du  degré  n  +  i,  On 
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conclura  que  la  différence 

(.r  +  i)U'—  (x—  l)V' 

est  une  constante. 
On  aura  de  la  sorte 

(.7- -h  i)U'—  [x  —  i)V'  =  const. 
En  faisant  x  =  costp,  on  tire  de  là,  sans  difficulté, 


n  -t-  I 
cos  I  ^  1  sin 

U=±C ^^ — ? ,     Vi=d=C 


(^^) 


cos  -  sm  - 

2  2 


sin(}> 

où  C  est  une  constante. 
On  trouve  encore 

2" 

et  l'on  aura,  comme  dans  le  cas  précédent, 

I    sin  I  («  -t- i)  arccosa:  i 

f[x)  =  — • 

^"  y/ 1  —  x^ 

10,  Notre  fonction  y^(^)  appartient  à  une   classe  de 
polynômes  qu'on  peut  définir  comme  il  suit  : 


Considérons  l'intégrale 


■=£ 


F{z)dz 


où  F{z)  est  une  fonction  réelle  et  positive  entre  les 
limites  z  =  —  i  etz=4-i,et  soient  ^{x)  et  y  [x)  deux 
fonctions  entières,  dont  la  dernière  du  degré  w,  telles  que 

la  différence 

u^{x)  —-^{x), 

développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  x, 
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soit  de  la  forme 


Les  fonctions  <f  {x)  et  ^{x)  constituent  deux  classes  de 
polynômes,  el  f  {x)  appartient  à  la  seconde.  En  effet,  si 
l'on  suppose 

F(z)  = "1      mz=n-i-i, 

le  polynôme  ^  [x)  correspondant  ne  diffère  de  f{x)  que 
par  un  facteur  constant.  Les  propriétés  des  fonctions  cf  [a) 
ont  été  étudiées  par  plusieurs  géomètres  5  celles  des  poly- 
nômes (|/  [x)  sont  jusqu'à  présent  très-peu  connues. 

Nous  allons  démontrer  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  <^  (x),  qui  consiste  en  ce  que  les  racines  de 
l'équation 

sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  1  et  4-  1 .  On 
sait,  par  la  théorie  de  Tintégrale  m,  que  les  racines  de 
l'équation 

a)(.r)  =^  O 

ont  également  cette  propriété. 

Nous  empruntons  à  cette  théorie  les  équations 

I      /  (f  [z)F  {z)  dz  =  Of 

I     /  Zff{z)F{z)dzz=o, 

J > 

!    J        z''-'^{z)F{z)dz  =  o, 
jinn.  de  Mathémat.,  t.  XII,  2^  série.  (Août  1873.)  23 
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(9)  ■lW=/_"'^-'4^-t'F(.)*, 

sur  lesquelles  sera  fondée  notre  démonstration. 
Désignons  par  i^  {x)  la  fonction  entière 

f(;r)  _  _  ^ 

— ■  Aq  '^  i~  A|  .27      "  — f—  ,  .  .  — f—  A  ni — ly 

X  —  a 

X  —  a  étant  un  des  facteurs  de  o  [x). 
Soient  encore 


%=f        v[z)Y[z)dz, 
:,  =  r      \,{z)Y[z)dz 


:    /  Z'"v[z) 


Y{z)dz. 


On  a  entre  les  C,  des  relations  simples  exprimées  par  les 
équations 

C,  =  a  C,_,  (  /  =  1 ,  2,  3, .  .  . ,  w  ), 

car  il  est  évident  que  la  différence 

X-f- 1 
z'-'(2  — a).'(3)F(s)rf3 


=jy,,'-^^[z)Y[z)dz 


s'annule  en  vertu  des  équations  (8).  On  obtient  de  la 

sorte 
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En  multipliant  les  équations 


C„_,  =  a'"-'  C„  =   r         3'"-  i>{z)F{z)dz, 

-i-  I 

Cn,-'.    =    CfJ"~-  C, 


/  z"'--i{z)F{z)dz, 


/*  +  ' 
Cl  =     ccCo     =  I  zv  [z)F  {z)dz, 

C,  =      Co     =  ^         i>{z)F  {z)dz 
respectivement  par  les  coefficients 

de  la  fonction  1^(2),  on  aura 

car  on  a  évidemment,  d'après  (g), 

L'intégrale 

[z]\^F{z]dz 


Co=/  ^(3)F(=)^c=   r'"'-^iiLF(z)r/zz=,].    a). 


£ 


étant  positive,  on  en  conclut  que  ^  [on)  et  0' (ce)  sont  des 
quantités  de  même  signe. 

Il  s'ensuit,  en  vertu  du  théorème  connu  de  Rolle,  que 
les  racines  de  l'équation 

•Il  [.r    =  o 

sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  i  et  H-  i, 
chaque  racine  en  particulier  étant  comprise  entre  deux 
racines  consécutives  de  l'équation  ''f  (x)  =  o. 

23. 
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SIR  LES  POINTS  D'IPLEXION  DINE  COURBE  Dl  TROISIÈME 

DEGRÉ; 

Par  m.  a.   DE  SAIM-GERMAIN. 


Voici  un  moyen  facile  d'établir  que,  sur  les  neuf  points 
d'inflexion  d'une  cubique,  trois  au  plus  sont  réels.  Soient 
a  =  o,  j3  =  o,  y  =  o  les  tangentes  en  trois  de  ces  points 
supposés  réels,  et  situés  sur  la  droite 

P  =  <7 a -4- /^  j3  H-  cy  z=  o  ; 
l'équation  de  la  cubique  donnée  peut  s'écrire 

(l)  F(a,  8,  v)=P3  +  6aj57  =  o. 

On  démontre  de  bien  des  manières  que  ses  points  d'in- 
flexion sont  sur  la  courbe 

F':,  f:,  ... 
...  f;,  f:. 

soit,  ici, 

fl-P  /7éP  H-  7  rtcP  -f- 

flèP+v  b-P  bcV -h 

acP  +  p  bcP  -+-  %          c'P 

Ce  déterminant  symétrique  a  un  développement  bien 
.connu 

a'^h-^c-'P'^  —  a^P[bcP  +  y.)-—  b-'-P  [caP  -f-^)= 

--c-P[abP  +^Y  -\- i{bcP  -\- 7)  (caP4-p)  (aiP  +  7;  =  o. 

Réduisant, 

P(2  ècp7  4-  2  cr?  7a  4-  2  rt^  «p  —  rt'a-  —  ^'P  —  c'^f)  -f-  2  a^7  =  0. 
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Je  triple  cette  équation  et  je  la  retranche  de  l'équa- 
tion (i),  où  j'ai  remplacé  un  facteur  P-  par  son  dévelop- 
pement, ce  qui  me  donne  un  nouveau  lieu  des  points 
d'inflexion  : 

4P(«'a'+  ^=3=  +c-f  —  bc'i-j  —  cn^i'x—  ab  ol^)  =o. 

On  retrouve  la  droite  donnée  et  un  système  de  droites 
imaginaires  : 

[b^  —  cy)-  +  {cy  —  ay.y-  ^  [a  y.  —  ^S)==  O. 

Ces  droites  coupent  la  cubique  aux  six  points  d'in- 
flexion qu'il  restait  à  trouver  et  qui  sont  nécessairement 
imaginaires.  On  peut  voir  que  le  centre  de  l'ellipse  éva- 
nouissante est  le  pôle  de  la  droite  P  =  o,  par  rapport 
aux  trois  couples  de  tangentes  aux  points  réels  d'in- 
fl.exion. 

SOLITION  DINE  QIESTION  DU  COXCOIJRS  D'AGRÉGATION 
DE  1864; 

Par    m.    MORET-BLANC. 


Étant  donjiée  une  ellipse,  on  décrit,  un  cercle  sur  le 
grand  axe  A  A'  comme  diamètre,  et  l'on  mène  deux 
rayons  quelconques  OD,  OE  assujettis  à  faire  entre  eux 
un  angle  constant  a.  On  projette  leurs  extrémités  D 
et  E  sur  r ellipse  en  P  et  Q  par  des  perpendiculaires  au 
grand  axe.  Enfin,  par  l'une  de  ces  projections  P,  on 
mène  au  plan  de  V ellipse  une  perpendiculaire  PP'  de 
longueur  constante  h.  On  demande  le  lieu  engendré 
par  la  droite  qui  joint  le  point  Q  au  point  P,  lorsque 
le  couple  de  rayons  OD,  OE  prend  dans  le  plan  du 
cercle  toutes  les  positions  imaginables. 

\  .  Je  prends  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  au  plan 


(  358  ) 
de  l'ellipse,  menée  par  son  centre,  l'origine  étant  placée 
à  la  dislance  -  au-dessus  de  ce  plan,  et  pour  axes  des  x 

et  des  y  des  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse. 

Soient  a  et  b  les  demi-axes  de  l'ellipse,  j3  et   a  -+-  [3 
les  angles  que  les  rayons  OD  et  OE  font  avec  OA  ;    les 

coordonnées  de  P'  sont  a  cos  |3,  b  sin  (3,    -  j    celles  de  Q 

sont  a  cos  (a  -j-  |3) ,  Z»  sin  [a -\-  [:!/),  —  -  •    Les  équations 

de  la  droite  P'  Q  sont  donc 

z ,h 

X  —  a  cos  p  y  —  ^  sin  p  2 


«cos(aH-p)  —  «cosp        Zisini'a  +  p) — ésinp  — h 

d'où  l'on  tire 

[z-^  ^/*)sinp-  (^  -^^')  sin(a+p)=:Ç. 

Elevant  ces  équations  au  carré  et  ajoutant,   (3  est  éli- 
miné, et  il  vient 


2  y     \     2  y       \     4   y     ■      ya^  ■  6' 

ou 


2  z'  (  I  —  cos  a  )  H (  I  H-  ces  0,)=:  h^      - 

2  '  \/ 

que  l'on  peut  écrire 

4z^  sm' 


r 


ou  enfin 


X- 

+ 

— 

2 

= 

a 

COS'  -5 
2 

«^ 

h-' 

j:- 

-t- 

y' 

z' 

«'cos' 

a 
2 

b' 

cos^  - 

2 

I 

4 

/r 

'  cot^  - 

2 
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équation  d'un  hyperboloïde  rapporté  à  son  centre  et  à 
ses  axes. 

2.  On  arrive  presque  sans  calcul  au  même  résultat  de 
la  manière  suivante  : 

Soient  toujours  les  mêmes  axes  :  par  le  point  D,  éle- 
vons DD'=  h  perpendiculaire  au  plan  de  l'ellipse,  et 
joignons  D'E.  La  plus  courte  distance  des  droites  D'E 
et  OZ  est  constante  et  égale  à  la  distance  de  la  corde  DE 

au  centre  du  cercle,  c'est-à-dire  à  a  cos  —  ;  la  ligne  D'E 


2 


a,  sur  le  plan  de  l'ellipse,  une  inclinaison  constante  dont 

la  tangente  est  •    Quand  l'angle  DOE  tourne  au- 

2sin  - 

2 

tour  du  point  O,  la  droite  D'E  engendre  donc  un  hyper- 
boloïde de  révolution  à   une  nappe,   dont  le  cercle  de 

gorge,  situé  à  la  distance  -  au-dessus  du  plan  de  l'el- 
lipse, a  un  rayon  égal  à  acos-î  hyperboloïde  qui  a  pour 
équation 


a  a  I  a 

a^  cos^  —         «'cos^—         -j  n- co\? — 

2  24^ 

La  surface  engendrée  par  P'  Q  s'en  déduit,  en  rédui- 
sant les  j' dans  le  rapport  -•    On    obtiendra'  donc   son 

équation  en  remplaçant  dans  la  précédente  /  paryj^,  ce 
qui  donne 

1 -L —  —  I. 

a  ,      .       a  I    ,  a 

a^  ces'  -         0'  sm^  -         -7  «'  cot-  - 

2  242 
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SOLIITION  D'UNE  QUESTION  DU  CONCOURS  D'AGRÉGATION 
DE  1865; 

Par   m.    MORET-BLANC. 


Etant  donnée  une  sphère^,  dont  le  rayon  sera  pris 
pour  uTiitéj  et  un  cylindre  droit  ayant  pour  hase  une 
ellipse  de  même  centre  que  la  sphère  et  dont  les  demi- 
axes  seront  représentés  par  les  constantes  sin  a  et 
sin  b,  démontrer  : 

i^  Quil  existe  sur  la  sphère  deux  points  F  et  F'  tels 
que  la  somme  des  arcs  de  grands  cercles  MF  et  MF' 
aboutissant  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
d^ intersection  ^st  constante ^ 

a"  Que  ces  deux  arcs  font  des  angles  égaux  avec  la 
tangente  au  point  M. 

Construction   graphique  des  points  F  et  F'. 

Examen  du  cas  particulier  oii  la  sonmie  MF  -f-  MF' 
est  égale  à  une  demi-circonférence  de  grand  cercle, 

1°  Je  prends  le  grand  axe  de  l'ellipse  pour  axe  des  JC, 
le  petit  axe  pour  axe  des  j^  et  l'axe  du  cylindre  pour  axe 
des  z. 

Soient  x,y,  z  les  coordonnées  du  point  M;  x^.  yi,  Zi 
elx^,  Y^,  Z2  celles  des  points  cherchés  F  et  F' 5  posons 
de  plus 

arc  MF  =  V,  arc  MF' =  V    et    V  +  V'=:2A. 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  sphère  sont  les  co- 
sinus des  angles  que  le  rayon  de  ce  point  fait  avec  les 
axes.  On  a  donc 

ces  V   =.  xxt  -+-  yxi  -1-  ;::;, ,      ces  V  =  xx^,  +  jy-i  +  szj. 
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Mais  il  est  clair,  par  raison  de  symétrie,  que  si  les 
points  F  et  F'  existent,  ils  doivent  se  trouver  dans  l'un 
des  plans  de  symétrie,  probablement  celui  des  arz,  et 
être  symétriquement  placés  par  rapport  à  Tautre. 

Je  pose  donc 

•^2^^^         -^1  >   J'i  ^^^  ^'i;  ^— 0>    ~i^Zi. 

Les  relations  précédentes  deviennent  alors  , 

cos  V  =  xxi  -h  zzi ,    cos  V  =  —  xXi  -t-  zz,, 

d'où 

V  —  V 

cos  V  -f-  cos  V  =  "2  Z3,  3=:  2  COS  A  COS 

cos  V  —  cos  v  =:  2  .Tx,  =  2  sin  A  sin 


2 

V  — V 


et,  par  suite, 

V  —  V           zs, 

V—  V 
sin  = 

2 

XX  t 

2             ces  A 

sin  A 

Élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 


cos^  A        sin-  A 
ou 

sin'Acos^  A  =  sin^  As-r^  -hcos^A-r^j;^  ; 

mais  on  a 

x]  =  1  — z1,    a:^z=3in'acos^&>,   j-=  sin-è  sin^w, 

et,  par  suite, 

3'  =  i  —  sin'acos-w  —  sin'isin'w  =  cos-i —  (sin'a — sin^è)  cos'oj, 

w  étant  le  paramètre  angulaire  de  la  projection  du  point 
M  sur  l'ellipse. 

Eu  substituant  ces  valeurs  de  x],  x^,  z-  dans  l'équation 
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obtenue,  elle  devient 

sin-Acos^A^  [sin^Acos^è  —  (sin'  a  —  sin'Asin'&)cos'w]zJ 

+  cos'Asin^acos^w, 
ou 

CCS*  A  (  sin'  A  —  sin'acos*  w  ) 

=  [sin'^  Acos^è  — (sin^rt  —  sin^  Asin' è)  cos^wjzj, 

cl  ou 

cos*A(sin'A  —  sin'acos^w) 

3     — — — — —  • 

'        sin'^  Acos'6  —  (sin^«  —  sin'Asin^é)  cos^o) 

Cette  valeur  devant  être  indépendante  de  w,  il  faut 
que  Ton  ait 

I  sin^a 

cos^6        sin^fl  —  sin^  A  sin- è 
d'où 

sin^rt  — sin^Asin^^  :=  sin^rt  cob^è,  sin^a  sin^  è  :=  sin-Asin^i, 
sin^a  =  sin'A,     A  =  «. 

Il  en  résulte 

cos'a 

^"  =  Ta' 

cos'  0 

cos-b — cos'w       sin^« — sin^è  c'  c 


ces' 6  cos^b  cos^  b  cosb 

en  appelant  c  la  distance  d'un  foyer  de  l'ellipse,  base  du 
cylindre,  à  son  centre. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  des  points  F,  F'. 

Par  l'extrémité  du  petit  axe  de  l'ellipse  donnée,  me- 
nez une  parallèle  au  grand  axe  qui  rencontre  la  sphère 
aux  points  N^,  N';  tirez  le  rayon  ON;  par  le  foyer,  élevez 
une  perpendiculaire  au  grand  axe  qui  rencontre  ON  en  P; 
prenez  sur  le  grand  axe  OQ  =  0Q'=  OP5  les  perpen- 
diculaires au  plan  de  l'ellipse,  élevées  par  les  points 
Q  et  Q',  couperont  la  sphère  aux  points  F  et  F'. 
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La  coux'be  d'intersection  du  cylindre  et  de  la  sphère 
porte  le  nom  d'ellipse  sphérique;  les  points  F  et  F'  en 
sont  \es  foyers. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  prendre  A  =  t:  —  w  , 
d'où  2A  =  2t:  —  2W,  mais  alors  il  aurait  fallu  prendre 

^j  = -,  c'est-à-dire  que,  l'ellipse  sphérique  étant 

dans  l'hémisphère  supérieur,  les    foyers    seraient   dans 

l'hémisphère  inférieur,  et  ^yice  %wrsa.  Les  foyers  de  l'une 

des  deux  courbes  sont  donc  aussi  foyers  de  l'autre. 

Si  Ton  cherche  les  foyers  clans  le  plan  des  jz  ,   il  faut, 

dans  les  calculs  précédents,  permuter  x  et  j,  x^  et  y^ , 

,       ,  .,  ,     ,  ,        sin-  b  —  sin' rt 

a  et  b,  sinw  et  cosco  :  il  en  resuite  r:  = i 

^  ces-'  a 

valeur  négative  :  ces  foyers  sont  donc  imaginaires. 

Si  l'on  a 

V  +  V'z=7r, 

il  en  résulte 

cos  V  -{-  cos  V  =  o 
ou 

(.r,  4- j:,)xH-  {)',  +  .ri)y  -^  [z,  +  z.)  z  =  o. 

Cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante  :  on  y  satis- 
fait en  posant  Xi  =  —  x,  ,72  =  —  Yi-,  ^2=^ —  ^i^  c'est- 
à-dire  qu'il  suffît  de  prendre  pour  F  et  F'  deux  points 
diamétralement  opposés  sur  la  sphère,  ce  qui  était  évi- 
dent a  priori. 

2°  Pour  démontrer  le  théorème  relatif  à  la  tangente 
en  un  point  de  l'ellipse  sphérique,  on  peut  remplacer  la 
tangente  par  l'arc  de  grand  cercle  tangent  au  même 
point^  la  démonstration  est  alors  tout  à  fait  semblable  à 
celle  du  théorème  analogue  sur  la  tangente  à  l'ellipse 
plane-,  il  suffit  d'y  remplacer  les  lignes  droites  par  des 
arcs  de  grands  cercles. 
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On  en  déduit,  pour  la  construcliou  de  l'arc  de  grand 
cercle  langent  à  l'ellipse  sphérique  et  passant  par  un 
point  donné  sur  la  courbe,  ou  extérieur  à  la  courbe,  les 
mêmes  règles,  mulatis  niutandis^  que  pour  mener  une 
tangente  à  l'ellipse  plane,  ainsi  que  les  théorèmes  sui- 
vants : 

V ellipse  sphérique  est  lieu  des  points  de  la  surface 
de  la  sphère  également  distants  de  V  un  des  fojers  et 
de  la  circonférence  décrite  de  r  autre  foyer  comme  pôle 
awecune  distance  polaire  égale  à  la  corde  du  grand  axe. 

Cette  circonférence  est  le  lieu  des  points  symé- 
triques de  l'autre  foyer,  par  rapport  aux  grands  cercles 
tangents  à  V ellipse. 

Si,  d\in  point  extérieur  P,  on  mène  des  arcs  de  grands 
cercles  tangents  à  V ellipse,  ils  forment  avec  les  arcs 
PF,  PF'  respectivement  des  angles  égaux. 


NOTE  SUR  m  nm  reharqijable  du  plan  d'ln  triangle, 

Par  m.  E.  LEMOINE. 


Les  propositions  qui  suivent  n'ont  pas,  croyons-nous, 
encore  été  remarquées.  La  démonstration  en  est  assez 
simple  pour  qu'il  suffise  de  les  énoncer  ici. 

A,  B,  C,  sommets  d'un  triangle  dont  les  côtés  BC,  CA, 
AB  ont  pour  longueurs  «,  &,  c. 

,  1°  Si  l'on  mène  respectivement  dans  les  angles  A,  B, 
C  des  aniiparallèles  à  BC,  CA,  AB,  et  qu'on  prenne 
les  milieux  A',  B',  C  de  la  partie  de  ces  antiparallèles 
comprise  entre  les  deux  côtés  de  l'angle,  les  droites 
AA',  BB',  ce  concourent  en  un  point  w,  que  nous 
nommerons  centre  des   médianes  antiparallèles . 
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•2°  Soit  O  un  point  du  plan  ;  si,  par  O,  je  mène  des  pa- 
rallèles aux  trois  côtés  du  triangle  ABC,  elles  rencontrent 
les  rôles  en  six  points,  sommets  d'un  hexagone  inscrip- 
tible  à  une  conique,  et  circonscriplible  à  une  autre. 

La  conique  circonscrite  sera  une  ellipse,  une  parabole 
ou  une  hyperbole,  suivant  que  O  sera  intéiieur  à  l'ellipse 
de  surface  maximum  inscrite  dans  ABC,  sur  cette  el- 
lipse, ou  à  l'extérieur. 

S**  Si  O  coïncide  avec  w,  l'ellipse  circonscrite  est  un 
cercle  dont  le  centre  est  le  milieu  delà  ligne  qui  joint  w 
au  centre  du  cercle  circonscrit;  le  rayon  p  de  cette  cir- 
conférence est  donné  par  la  formule 

a^  b^ -h  a^ c- -\- b- c- 


{a-  -h  b'-h  c'f- 

R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

4°  Les  trois  cordes  que  le  cercle  intercepte  sur  les  trois 
côtés  sont  proportionnelles  aux  cubes  de  ces  côtés. 

5°  Les  trois  côtés  de  l'hexagone,  qui  ne  sont  pas  com- 
pris sur  ceux  du  triangle,  sont  égaux  et  ont  pour  valeur 

abc 


6°  Les  aniiparallèles,  menées  par  w  aux  trois  côtés, 
sont  égales. 

y°  La  dislance  d  de  w  au  centre  du  cercle  circonscrit 
est  donnée  par  la  formule 

d-  =  R'  —  3/-. 
8°  Si  Aco  coupe  BC  en  a,  on  a 

hc 
b^  -r  c- 

/»  étant  la  médiane  partant  de  A  du  triangle  ABC. 


B 

» 

AB 

C 

» 

CB 

A 

» 

AB 

B 

» 

BC 

C 

» 

AC 
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g°  Le  centre  des  médianes  antiparallèles  w  est  aussi 
le  point  de  rencontre  des  droites  qui,  partant  des  som- 
mets, divisent  le  côté  opposé  en  segments  proportionnels 
aux  carrés  des  côtés  adjacents.  C'est  donc,  d'après  M.  Hos- 
sard,  le  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  côtés  soit  un 
minimum. 

10°  Par 

A  je  mène  à  AC  une  perpendiculaire  y.' y', 


"  Cl" 


On   voit  facilement  que  a'a",  (3'(3",   y'y"  passent  au 
centre  du  cercle  circonscrit. 
Cela  posé 

u' a."  coupant  BC  en  A,, 

B'fi"  ..         AC    »    B,, 

7'V"  ..         AB    ..    C, 

les  points  Aj,  Bj,  Ci  sont  en  ligne  droite. 
Soient 

A"  le  conjugué  harmonique  de  Ai  par  rapport  aux  points  B  et  C, 
B"  «  B,  »  AetC, 

C"  »  C,  »  BetA, 

les  trois  droites  AA",  BB",  CC"  passent  au  centre  des 
médianes  antiparallèles. 
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CALCIL  DU  RAYON  DE  LA  SPHÈRE  INSCRITE 
DANS  LE  TÉTRAÈDRE  5 

Par  m.   Georges  DOSTOR, 
Docteur  es  sciences. 


Considérons  le  tétraèdre  SABC,  qui  est  compris  sous 
les  arêtes 

SA  =  rt,     SB  =  b,     SC  =  f, 

issues  du  sommet  S,   lesquelles  forment  entre  elles  les 
angles 

BSC  =  X,     CSA  =  ^t/,     ASB=v. 

Prenons  le  sommet  S  pour  origine  des  coordonnées  ei 
les  droites  SA,  SB,  SC  pour  axes  respectifs  des  x,  y,  z 
positifs. 

Soient  or,  j^  z  les  coordonnées  du  centre  O  de  la 
sphère  inscrite,  et  r  le  rayon  de  cette  sphère.  On  sait  que 
la  distance  d  d'un  point  (^,  j  ,  2)  à  un  plan 

Ajt  -f-  B/  -f-  Cz  4-  D  =  o, 

est  donnée  par  la  formule 

(1)  ^'=±(Ax  +  Bj  +  Cs-f-D;^, 
OÙ 

A^  =  i  —  cos^X  —  cos'u.  —  cos^v  -h  2  cos).  ces  a  ces V, 
[  U'  =  A'sin^X  -f-  2BC  (costx  cosv  —  cos  X) 

(2)  <         +  B^  sin'y.  +  2CA    cosv  cosX  —  cost/)  ^ 
(         -f-  C^sin^v  +  2AB   cos).  cos  u  —  cosv]. 

Nous  obtenons  donc  la  dislance  du  centre  O  au  plan  SBC 
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des^^r,  en  faisant  dans  (i)  et  (2)  A  =  i ,  B  =  C  =  D  =  o; 
cette  distance  étant  z,  nous  avons  ainsi  l'égalité 


Ax  rsml 

r=  — — 5      d  où      .r  = • 

sinA  û 

On  verrait  de  même  que 

/•sinu-  7sinv 

r  =  5     z  = 

^  A  à 

sont  les  deux  autres  coordonnées  du  centre  O  delà  sphère 
insci'ite.  11  s'ensuit  que  les  équations 

X  y  z 

sinX        sinj;.        sinv 

sont  celles  de  la  droite  SO,  également  inclinée  sur  les 
trois  faces  SBC,  SCA,  SAB  du  trièdre  S. 

Dans  la  formule  (i),  remplaçons  x,  j^  z  par  les  va- 
leurs précédentes,  c?par  /•  et  A,  B,  C,  Dpar-j  t?  -'  —  15 

nous  obtenons  la  distance  du  centre  O  de  la  sphère  à  la 
quatrième  face  ABC  du  tétraèdre.  Il  en  résulte  l'équa- 
tion 


qui  fournil  la  valeur  de  /•.  Élevant  les  deux  membres  au 
carré,  afin  de  faire  disparaître  le  radical,  et  réduisant,  on 
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change  cette  équation  dans  la  suivante  : 


,1         .      a  -h-J  —  l  ,     .     v  H-  A  ■ 

4     «  sm  '■ 'v  b  sin 

^  *  2  2 

.        /   -4-  u.  — 

c  sin  1  sin 


2 

—  ■2{bc  %m\  -f-  cfl  sin  u.  -{-  «è  siiiv^  Ar  +  abc\''  =  o; 

elle  donne  les  rayons  des  deux  sphères,  tangentes  aux 
quatre  faces,  qui  ont  leurs  centres  situés  sur  la  droite  (3) . 

Si  l'on  a  soin  de  changer,  dans  cette  équation,  succes- 
sivement le  signe  de  1,  f/,  v,  on  obtiendra  les  rayons  des 
six  autres  sphères,  qui  sont  tangentes  aux  plans  des 
quatre  faces  du  tétraèdre. 

Ces  sphères  ont  leurs  centres  situés,  deux  par  deux, 
sur  les  droites  respectives 


r 
sin  a 


sin>        sin  1/  sinv 

qui,  étant  dirigées  dans  l'intérieur  des  trois  trièdres 

SA'BC,     SAB'C,     SABC, 

formés  par  deux  des  arêtes  SA,  SB,  SC  et  le  prolonge- 
ment de  la  troisième,  sont  les  lieux  des  points  équidis- 
tants  des  faces  de  ces  trièdres. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  discussion  des 
valeurs  de  r,  qui  ne  manque  pas  d'intérêt. 
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RAYON  DE  LA  SPHÈRE  CIRCONSCRITE  Al  TÉTRAÈDRE 
m  FONCTION  DES  ARÊTES; 

Par  m.   Georges  DOSTOR, 

Docteur  es  sciences. 


Soient  S,  A,  B,  C  les  quatre  sommets  du  tétraèdre. 
Représentons  par  a,  b,  c  les  trois  arêtes  SA,  SB,  SC 
issues  du  sommet  S,  et  par  /,  [j.,  v  les  inclinaisons  mu- 
tuelles BSC,  CSA,  ASB  de  ces  arêtes. 

Prenons  le  sommet  S  pour  origine  des  coordonnées 
et  les  droites  SA,  SB,  SC  pour  les  axes  OX,  OY,  OZ. 

Désignons  par  x,  j',  z  les  coordonnées  du  centre  O  de 

la  sphère  circonscrite  et  par  R  le  rayon  de  cette  sphère. 

Le  centre  O  sera  le  point  d'intersection  des  trois  plans 

élevés  sur  les  milieux  des  arêtes  a,  b,  c,  perpendiculaire- 

a     b    c  , 

ment  a  ces  arêtes  \  par   conséquent   -i  -•>  -  seront  les 

projections  orthogonales  du  rayon  SO  =  R  sur  les  trois 
axes  des  coordonnées  OX,  OY,  OZ;  de  sorte  que,  si  a, 
|S,  y  sont  les  inclinaisons  de  SO  sur  ces  trois  axes,  nous 
avons 

(l)  rt  =  2RcOSa,       6  =  2RcOS[3,       C=r:2RcOS7. 

Cela  posé,  projetons  le  rayon  SO  et  la  ligne  brisée 
X -\- y -\- z  successivement  sur  SO  et  sur  les  trois  axes 
de  coordonnées  ;  nous  obtenons  les  équations 

—  R  H-  .r  ces  a  -+-   >  cosfJ  H-  z  COS7  =  o, 

—  R  CCS  a  -\-  X  -\-  y  cosv  -i-  z  cosa  =:  o, 

—  R  cosp  -i-  X  cosv  H-  }  -I-  s  ces).  =  o, 

—  R  COS7  -t-  X  casii.  -i-  y  cos)i  -+-  z  =  o, 
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qui,  devant  être  compatibles,  exigent  que  1  on  ait  le  dé- 
terminant 


I        CCS  a 
ces  a         I 
cosp      COSv 


cos^ 

COSv 

I 


CCS 7     cosp     ces  A 


ces  7 

COSu 

cos> 
I 


Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  six  angles 
que  forment  entre  elles  quatre  droites  SO,  SA,  SB,  SC 
issues  d'un  même  point  S. 

Dans  ce  déterminant,  mettons  à   la  place  de  cosa, 

cosS,  COSV  leurs  valeurs  —=-•>  —=-5  — —  tirées  des  éeali- 
'  '         '  2R    2R    2R  ^ 

tés  (i)  ;  l'équation  précédente  deviendra 


a 

b 

c 

I 

2R 

2R 

2R 

a 

2R 

I 

cosv 

ces  01 

b 

2R 

COSv 

I 

cos> 

c 

2R 

COS/-1 

cosX 

I 

ou,   en  multipliant  la  première    ligne   et   la   première 
colonne  chacune  par  2  R, 


,1) 


Cette  équation  donne  la  valeur  de  R  en  fonction  des 
trois  arêtes  a,  &,  c  issues  du  même  sommet  S  et  des  in- 
clinaisons mutuelles  A,  ^,  v  de  ces  arêtes.  On  en  tire,  en 

24. 


4R^ 

(1 

b 

c 

a 

I 

cosv 

COSu. 

b 

cosv 

I 

ces). 

c 

COSp 

cos> 

I 

eiïet, 
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a 

h 

c 

COSv 

I 

cos> 

COSp 

cos)- 

I 

a 

b 

c 

1 

COSv 

COSp. 

COSv 

I 

cosX 

I  COSv       COSp. 

4R^     COSv        I        cosX 
cosp.     cosX        I 
abc 

—  b  I  COSv       COSp. 

COSp       COSA  I 

ou,  en  effectuant  et  développant. 

!4R^A  =  a^  sin-X  -k-  ihc  (cosp.  cosv  —  cosX  ) 
+  b"^  sin'p. H-  "ica  (cosv  cos).  —  cosp) 
H-  c-  sin'v  +  2a6(cos).  cosp.  —  cosv  ). 

Dans  cette  expression,  A  représente  la  quantité 

1  —  cos'X  —  cos^p  —  cos'v  -f-  2cos)v  cosp  cosv. 

La  valeur  de  4^^^^  peut  s'exprimer  en  fonction  des 
six  arêtes  du  tétraèdre.  Représentons,  en  effet,  par  a', 
Z>',  c'  les  trois  arêtes  BC,  CA,  AB  qui  sont  respective- 
ment opposées  aux  arêtes  SA  =  a,  SB  =  i,  SC  =  c.  Les 
triangles  SBC,  SCA,  SAB  nous  donnent 

a'"^  T=  b^-\-c-  —  2  bc  cosX,      b'^  =:  c-  -h  a^  —  ica  cos  p., 
c''  z=  a^-h  b^ —  "i-ab  cosv, 
d'où  nous  tirons 


COSX: 


5    COSp  = 


b"  a^-hb^—c- 
:    COSv=^ 


7.bc        '         '"  ica  lab 

^  Substituons   ces  valeurs  dans   le   second   membre  de 
l'équation  (II)  ;  nous  obtenons  d'abord 

4«^^^c^[rt'  sin').  -+-  ?.  Ac(cosp  COSv  —  cosl)] 

=  ib'^yc-c'^  —  a'ui''  ^  [-xb^c'  —  àa'  —  a' b*) 

-h  2a-b^c^ia'—  b'  —  c'-)  -h  2  a"  a' '  (  9.  b' c^  -h  C  a'  +  n^  b'') 
—  2è'è''(c^rt^+  èV»)  —  2c-c'^a'b^-{-  b-'c-). 


(III)  R= 
ou 

(IV)  R'r: 
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puis,  par  permutation  circulaire, 

4rt'^'c'[^=sin^tA  H-  2c<7(  cosvcos>  —  cosfx)] 
=  2 c'c' '«='«'='—  b*b''  -h  {2c*a'—  a'b'—  b'c'} 

+  2a-b'c-{7.b-—c-—n'')  +  2.b-b''{'i.c-a''-ha^b'+  b^c^) 

—  2c'c'^(fl^è-+  c-a-)  —  ia^a'-{b'^c'^  ■+■  c-a''), 

et 

4«*è"c-[c^sin^v  H-  2<7è{cos>  cosfA  —  cosv)] 

=  2n^a'^b^b'^—  c*c"-h  [la'b'' —  b'c"  —  c'a') 

-f-  2<7-  i'c-(  2c-  —  a- —  b-)  -\-  ■2c^c'-{-2a-  b'  -T-  è^c'+  c'rt') 

—  2rt-a'2(è'c--f-  a'b')  —  2è^è"(c'a=  +  rt'è^). 

Ajoutant  ces  trois  dernières  égalités  membre  à  membre 
et  réduisant,  nous  trouvons  que  le  second  membre  de 
l'équation  (II),  multiplié  par  4«^^^<^"  est  égal  à 

Q.b^b'-c'c'--h  nc-c'-a^a'^  -h  la^a'^bH""—  n'a"—  b*b''—c'c"i 

il  nous  vient  donc 

2b^b''c^c"-h  2c'c"a-a'^-h-  la'a'-' hH'''—  n'a''—  b'b"—c*c'' 


{aa'  +  bb'-hcc'){bb'-hcc'—aa'){cc'-^au'—bb'){aa'-^bb'  —  cc') 


i6a'6^c^A 
Cette  expression  peut  s'écrire  sous  forme  de  déterminant 


:v) 


l6a'b'c'^R^  = 


o  a-  b-  c- 

a=  o  c'2  b'- 

b'  c"  o  a'- 

c-  b'-  o'^  o 


Si  l'on    observe  que  le  volume  V   du  tétraèdre   est 
donné  par 

36V^=  «^Z/^c^A, 


[vn 


(3:4) 


on  trouve  que 

0 

a-"      b' 

c' 

576V'R'  = 

£2* 

0      c'2 
c"'      0 

C^ 

b"    a'' 

0 

ou  bien 

24  VR 

=:s/{aa'-hbb'-\^-cc'){bb'-^cc'—^a'){cc'-haa'—bb'){aa'^bb'—rc') 
Posant 


aa'  -\-  bb'  +  ce'—-  2P% 


on  a  encore 


R  =  ^  \/P'{P'—aa')  (P^—  bb'){P^—  ce'). 

Cette  dernière  expression  a  été  donnée,  sans  démons- 
tration, par  M.  Brassine,  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  V^  série,  t.  VI,  p.  227,  année  1847- 


RËLATIOIV  ENTRE  LES  VOLIMES  CORRESPONDANTS  DE  DEUX 
FIGURES  HOMOGRAPHIQUES; 

Par    m.    Edouard    AMIGUES. 


Supposons  que  l'on  ait  trois  axes  rectangulaires  ; 
imaginons,  dans  ce  système  de  coordonnées,  deux  figures 
homographiques,  dont  les  points  correspondants  soient 
définis  par  ces  relations 


X  1=  a  :f  -+-  by  -\-  cz  -{-  d, 
Y  =  a'x  H-  b'x  -\-  c'z  -f-  (i y 
Z=a"x^b"r  -^c"z-{-d". 
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Considérons  quatre  points  de  l'une  des  figures   et  les 
quatre  points  correspondants  de  l'autre,  et  formons  le 
produit  des  deux  déterminants 


X 

y 

-- 

1 

a 

b 

r 

o 

X, 

x^ 

^1 

I 

n' 

y 

c 

o 

X-l 

r-i 

Zj 

I 

a" 

h" 

c" 

0 

•ï-3 

J3 

^3 

I 

o 

o 

o 

I 

Ce  produit  sera,  d'après  les  trois  relations  qui  existent 
entre  les  coordonnées  de  deux  points  correspondants, 


X  — ^ 

Y  -d' 

Z 

—  d" 

I 

X.—  r^ 

Y,-d' 

z, 

-d" 

I 

H.—  d 

Y,-  d' 

Z, 

—  d" 

I 

X,-d 

Y,~d' 

z 

-d" 

I 

multipliant  la  dernière  colonne  par  t/,  d',  d"  et  ajoutant 
aux  trois  autres,  ce  produit  devient 


X 

Y 

Z 

I 

X, 

Y, 

Z. 

I 

X, 

Y, 

z, 

I 

X, 

Y3 

Z3 

J 

De  là  la  formule 


(0 


X 

Y 

Z 

I 

X, 

Y, 

Z, 

I 

X. 

Y, 

z> 

I 

X3 

Y3 

Z3 

I 

.r     y 

z 

I 

■^x  J. 

Z^ 

I 

/X 

X,  r. 

3-2 

I 

•^3  y  3 

Z3 

I 

b"   c" 


Le  premier  membre  représente  six  fois  le  volume  d'un 
tétraèdre  -,  le  premier  facteur  du  second  membre,  six  fois 
le  volume  du  tétraèdre  correspondant.  Nous  désignerons 
les  volumes  de  ces  tétraèdres  par  V  et  w.  Quant  au  second 
fadeur  du  second  membre,  nous  l'appellerons  A  et  nous 


(376) 
remarquerons  que  A  ^o,  puisque,  à  chaque  point  X,  Y, 
Z,  doit  correspondre  un  seul  point  xyz.  Nous  aurons 
alors,  suivant  le  signe  de  A, 

Il  est  facile  de  voir  que  la  même  relation  existe  entre  les 
volumes  de  deux  polyèdres  correspondants  et,  par  suite, 
de  deux  figures  correspondantes  quelconques,  limitées 
par  des  surfaces  planes  ou  courbes. 

En  effet,  la  formule  (i)  nous  montre  que,  si  quatre 
points  de  l'une  des  figures  sont  dans  un  même  plan,  il  en 
est  de  même  des  quatre  points  correspondants  de  l'autre 
figure,  ce  qui  est  le  propre  de  l'homographie.  Mais  elle 
va  nous  montrer  aussi  que  si,  dans  une  des  figures,  deux 
points  sont  d'un  même  côlé  par  rapport  à  un  plan,  il  en 
sera  de  même  pour  les  points  et  le  plan  correspondants 
de  l'autre  figure,  et  que,  au  contraire,  si  deux  points 
sont  de  part  el  d'autre  d'un  plan  dans  l'une  des  figures, 
la  disposition  de  la  tigure  correspondante  sera  la  même. 
Il  nous  suffira,  pour  le  voir,  de  considérer  l'équation 
V=o  comme  représentant  un  plan  passant  par  trois 
points,  X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes;  v  =  o 
représentera  alors  le  plan  correspondant,  x,  y^  z  étant 
les  coordonnées  courantes.  D  après  la  relation  (i),  il  est 
évident  que,  si,  en  substituant  à  la  place  de  X,  Y,  Z  tan- 
tôt X4,  Y4,  Z4  et  tantôt  Xg,  Yg,  Z3,  V  conserve  le  même 
signe,  il  en  sera  de  même  de  v^  quand,  à  la  place  de  x, 
y^  z,  on  substituera  tantôt  0:4,  j'4,  z,^  et  tantôt  0:5,  y-^^ 
Zg,  et  inversement.  Ceci  prouve  bien  que  les  positions 
relatives  de  deux  points,  par  rapport  à  un  plan,  se 
conservent  d'une  figure  à  lautre. 

On  voit  alors  que,  si  un  polyèdre  est  convexe,  le  po- 
lyèdre correspondant  l'est  aussi,  et  que  deux  polyèdres 
correspondants  quelconques  peuvent  être  décomposés  en 
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une  somme  arithmétique  de  tétraèdres  se  correspondant 
deux  à  deux;  c'est  évidemment  tout  ce  qu'il  fallait  éta- 
blir. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  poser  le  principe 
analogue  de  la  Géométrie  plane,  et  nous  donnerons 
quelques  applications,  en  les  choisissant  de  préférence 
parmi  les  exemples  simples,  pour  lesquels  la  formule  (i) 
s'obtient  d'une  manière  tout  à  fait  élémentaire. 

X'        Y^       T? 

\^  Trouver  le  volume  de  l'ellipsoïde  — :  4-  tt  H — r  =  ^ 

*■  a^        b-         c^ 

(coordonnées  rectangulaires). 
Si  nous  posons 

a  b  c 

R  R  -^  R 

nous  voyons  que  la  figure  homographique  est  la  sphère 

D'autre  part,  on  a  évidemment 

X      Y      Z      I 

nb< 
R^ 


X, 

Y, 

Z, 

I 

X: 

Y. 

Z, 

1 

X, 

Y3 

Z3 

l 

.X- 

y 

z 

I 

•l-l 

j. 

^1 

I 

.ro 

y-i 

Z; 

I 

■-r-. 

73 

^Z 

I 

c'est-à-dire,  en  remarquant  que  cette  relation  s'étend  à 
deux  volumes  correspondants  quelconques  W  et  w, 


{< 


VV  ^  w, 

R» 


En  particulier,  en  appelant  V  le  volume  de  l'ellipsoïde 
et  V  celui  de  la  sphère  homographique, 


V  = 

V  = 


abc 
-TTabc. 
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2°  Le  parallélépipède  construit  sur  trois  demi-dia- 
mètres conjugués  d'un  ellipsoïde  a  un  volume  constant. 

Faisant  la  même  transformation  homographique  que 
tout  à  l'heure,  on  obtient  la  formule  générale  (2). 

Il  est  facile  de  voir  que  trois  demi-diamètres  con- 
jugués correspondent  à  trois  rayons  rectangulaires  de  la 
sphère,  et  que  le  parallélépipède  ci-dessus  correspond  au 
cube  qui  a  pour  arêtes  ces  trois  rayons.  Le  volume  de  ce 
cube  étant  R*,  celui  du  parallélépipède,  d'après  la  for- 
mule (2),  doit  être  ahc. 

X^        Y-        Z- 

3°  L'ellipsoïde h  tt  H =  1  et  l'ellipsoïde  ho- 

*■  a^  O'         c-  '■ 

mographique,  obtenu  en  posant 

X  =  X,     Y  =  Y,     Z  =  X  -+■  y  -+-  z, 
ont  même  volume-,  car,  dans  ce  mode  de  transformation, 


A  r= 


I      o     o 
010 


Tous  les  volumes  correspondants  doivent  donc  être  équi- 
valents; les  deux  surfaces  quelconques 


/(X,Y,Z)=:o     et    /(^,  r,  .r  +  j  + 

limitent  des  volumes  équivalents. 
4"  Soit  le  tore 


^d'{  X'  -h  Y^)  =  (X=  -f-  Y-  +  z-  +1-—  R')»  ; 

en  transformant  cette  surface  homographiquement,  on 
obtient  un  anneau  irrégulier,  dont  l'équation  est 


z=i[[ax  -f-  br-\-c'. 


d  Y  +  {a'x  +  b'y  +  c'z  +  d  )'] 
-dy-^{a'x-^b'y^c'z.  +  d'Y 

+  [a"x^b"y-^c"z  +  d"f-^l'—  R'P, 
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et  dont  le  volume  est 


b 

b' 

b" 


5°  Si  l'on  fait  la  transformation  homographique 

%=:x  cosa  -+-  y  cos  ^  -\-  z  COS7  +  d, 
Y  =  X  cosa'  -t-  y  cos  p'  H-  3  C0S7'  +  d! , 
Z  =  X  cosa"4-  y  cosp"H-  z  c0S7"H-  d" , 

en  supposant 

ces- a  -l-cos^P   -t- cos^7    ^  I, 

cos-a'  4-  cos'P'  -!-  cos'7'  =  I , 

cos-a"+  cos'p"-4-  COS^7"  =  I, 
cosa  cosa'  +  cosp  cos^'  -f-  C0S7  C0S7'  =  o, 
cosa  cosa"+  cosjî  cosp"-f-  COS7  cos 7"=  o, 
cosa'cosa"-!-  cosp'cos8"H-  cos7'cos7"=  o; 

comme 

cosa        cosp        cos 7 

cosa'      cosp'      cos  7' 
cosa"     cosp"     cos 7" 

les  figures  correspondantes  ont  même  volume.  On  peut 
voir  d'ailleurs  qu'elles  sont  égales,  en  rapportant  la 
seconde  figure  à  trois  nouveaux  axes  rectangulaires  qui  se 
trouvent  naturellement  indiqués. 

Conclusion.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  dans 
toute  figure  transformée  liomographiquement  en  coor- 
données cartésiennes,  les  surfaces  en  Géométrie  plane, 
les  volumes  en  Géométrie  de  l'espace  se  trouvent  simple- 
ment multipliés  par  un  facteur  constant,  comme  il  arrive 
des  longueurs  lorsque  d'une  figure  on  passe  à  la  figure 
semblable.  L'utilité  de  l'homographie  ne  se  borne  donc 
pas  à  l'étude  des  propriétés  descriptives. 
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CONCOIRS  GENERAL  DE  1875. 


MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES. 

Une  surface  du  second  ordre  S  étant  donnée,  ainsi 
que  deux  points  A  et  B  sur  cette  surface,  il  existe  une 
infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S,  qui  sont  tangentes 
en  A  et  en  B  à  la  surface  S.  On  propose  de  trouver  : 
1°  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  2*,  2°  le 
lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  ces  surfaces 
avec  les  plans  tangents  qu'on  peut  leur  mener  parallèle- 
ment à  un  plan  donné-,  3°  le  lieu  géométrique  des  points 
de  contact  de  ces  mêmes  surfaces  avec  les  plans  tangents 
qu'on  peut  leur  mener  par  une  droite  donnée. 

MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES. 

Par  un  point  donné  dans  1  intérieur  d'un  cercle  donné, 
mener  deux  cordes  qui  se  coupent  sous  un  angle  donné 
et  dont  le  produit  soit  maximum  ou  minimum.  On  exa- 
minera en  particulier  le  cas  où  le  point  donné  est  à  l'ex- 
térieur du  cercle. 

PHILOSOPHIE. 

1*^'  question.  —  On  inscrit,  dans  un  cercle  donné,  tous 
les  triangles  dont  deux  côtés  sont  respectivement  paral- 
lèles à  deux  droites  fixes  données-,  on  demande  le  lieu 
des  centres  des  cercles  inscrits  dans  ces  triangles. 

2*^  question.  —  On  donne  un  prisme  triangulaire,  et 
l'on  fait,  dans  ce  prisme,  une  section  abc  parallèle  aux 
bases;  on  joint  un  point  O  quelconque,  pris  dans  le  plan 
de  la  base  supérieure,  aux  trois  sommets  de  la  section 
abc,  et  l'on  prolonge  les  trois  droites  ainsi  formées  jus- 
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qu'à  leur  renconlre  aux  points  A,  B  et  C  avec  le  plan 
de  la  base  inférieure.  On  demande  à  quelle  distance  de 
la  base  supérieure  il  faut  faire  la  section  abc,  pour  que  le 
tétraèdre  OABC  et  le  prisme  donné  soient  équivalents. 

RHÉTORIQUE. 

i"  question.  —  Etant  données  deux  sphères,  on  in- 
scrit dans  la  première  un  cône  droit  à  base  circulaire 
dont  le  côté  est  égal  au  diamètre  de  base,  et  l'on  circon- 
scrit à  la  seconde  un  cylindre;  on  trouve  que  le  volume 
du  cône  est  la  —  partie  du  volume  du  cylindre.  On  de- 
mande le  rapport  des  rayons  des  deux  sphères. 

2*^  question.  —  Année  tropique,  calendrier. 

SECONDE. 

i'^*'  question.  —  Etant  donnée  une  pyramide  triangu- 
laire tronquée,  on  propose  de  mener,  par  l'une  des  arêtes 
de  la  base  supérieure,  un  plan  qui  divise  le  volume  du 
tronc  en  deux  parties  équivalentes. 

2^  question.  —  Trouver  deux  nombres,  connaissant 
la  somme  de  leurs  inverses  et  la  somme  des  racines  car- 
rées de  ces  deux  nombres.  Application  au  cas  où  la  pre- 
mière somme  serait  o,IO■^5  et  la  seconde  9. 

IROISIÈME. 

i"""  question.  —  On  donne  deux  circonférences  se  cou- 
pant en  D  et  C:  par  l'un  des  points  communs,  on  mène 
une  sécante  qui  coupe  O  en  B  et  O'  en  B'  5  on  trace  BO  et 
B'O'.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  M  :  lieu  géométrique. 

2*^  question.  —  Trouver  le  plus  petit  nombre  possible 
qui,  divisé  par  2,  donne  pour  reste  i  -,  divisé  par  3,  donne 
pour  reste  2;  divise  par  4?  donne  pour  reste  3,  etc.;  et, 
enfin,  par  10,  donne  pour  reste  9. 
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Théorie  DES  Fonctiojvs  elliptiques,  par  MM.  Briot  et 
Bouquet,  professeurs  à  la  Faculté  des  Sciences,  i  vol. 
in-4;  Paris,  1878.  Gauthier-Villars. 

L'excellent  Traité  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  MM.  Briot  et  Bouquet,  depuis  longtemps 
épuisé,  était  devenu  très-rare.  Le  public  réclamait  avec 
instance  une  nouvelle  édition  de  cet  Ouvrage,  qui  avait 
rendu  tant  de  services  aux  jeunes  géomètres. 

MM.  Briot  et  Bouquet  ont  compris  que  c'était  pour 
eux  presque  un  devoir  que  de  satisfaire  l'impatience  du 
public.  Le  premier  fascicule  de  la  nouvelle  édition  vient 
de  paraître  ;  l'ordre  des  matières,  les  démonstrations  sont 
modifiés  5  de  nombreuses  additions  ont  été  introduites. 
Ainsi  l'on  remarque  au  commencement  une  théorie  des 
fonctions  algébriques  qui  n'existait  pas  dans  l'ancienne 
édition,  la  recherche  de  quelques  intégrales  définies, 
l'introduction  de  propositions  nouvelles  dues  à  M.  Her- 
mite,  et  développées  par  lui  dans  son  Cours  à  l'Ecole  Po- 
lytechnique, et  quelques  théorèmes  plus  élémentaires  qui 
ont  été  l'objet  de  remarques  faites  dans  ces  derniers 
temps. 

Si  nous  mettions  de  côté  les  matières  inlroduiles  dans 
la  nouvelle  édition,  nous  donnerions  la  préférence  à 
la  première,  dans  laquelle  le  mode  d'exposition  nous 
paraît  plus  logique  et  plus  facile  à  suivre.  Nous  ne  com- 
prenons pas  pourquoi  les  auteurs  ont  introduit  les 
mots  nouveaux  et  les  distinctions  subtiles  créés  par  les 
Allemands.  Nous  voyons  avec  regret  le  mot  holotrope 
substitué   au   mot  monodrome,   introduit  pour  la  pre- 
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mière  fois  par  Cauchy,  les  mots  méromorphe,  holo- 
morphe,  etc.  5  le  langage  de  Caucliy  était  suffisamment 
clair.  Nous  comprenons  encore  moins  l'introduction  de 
la  sphère  et  du  plan  antipode;  la  sphère  surtout  nous 
parait  parfaitement  inutile  et  de  nature  à  compliquer  les 
choses,  sans  ajouter  la  moindre  idée  nouvelle.  Il  faut  en 
général  se  méfier  de  ce  qui  vient  de  l'autre  côté  du 
Rhin;  nos  voisins  cherchent  souvent  à  faire  passer  pour 
neuves  des  idées,  en  les  habillant  adroitement  de  dénomi- 
nations différentes  des  nôtres. 

La  nouvelle  démonstration  que  MM.  Briot  et  Bouquet 
donnent  de  la  continuité  des  séries  nous  paraît  préfé- 
rable à  l'ancienne;  elle  est,  du  reste,  plus  complète.  Cette 
démonstration  est  au  fond  celle  d'Abel;  ils  ont  rectifié 
une  erreur  qui  s'était  glissée  dans  l'énoncé  du  théorème 
de  Cauchy,  sur  la  formule  de  Maclaurin. 

I.e  défaut  de  la  plupart  des  traités  relatifs  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  est  de  ne  pas  montrer  assez  net- 
tement comment  on  est  conduit  à  l'étude  des  fonctions 
doublement  périodiques  ;  c'est  aussi  de  débuter  par  un 
ordre  d'idées  étranges  qui  ne  pourraient  être  celles  d'un 
inventeur.  Il  est  quelquefois  bon  d'exposer  les  sciences 
dans  un  ordre  différent  de  celui  dans  lequel  elles  se  sont 
réellement  présentées,  mais  il  faut  que  cet  ordre  soit  lo- 
gique, naturel,  et  tel  qu'il  eiit  pu  se  présenter. 

Dans  la  première  édition  de  leur  Ouvrage,  MM.  Briot 
et  Bouquet  nous  font  voir  que  les  premières  intégrales 
qui  se  présentent  à  nous,  après  celles  que  l'on  est  par- 
venu à  calculer,  définissent  des  fonctions  à  deux  périodes. 
De  l'idée  même  de  la  double  périodicité  découle  une 
série  de  propriétés  curieuses  qui  permettent  de  classer 
et  de  définir  nettement  les  fonctions  doublement  pério- 
diques. En  cherchant  à  former  directement  les  plus  sim- 
ples de  ces  fonctions,   on  est  conduit  de  la   façon   du 
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monde  la  plus  naturelle  à  les  développer  en  produits, 
et  les  numérateurs  ainsi  que  les  dénominateurs  de  ces 
produits  sont  précisément  les  fonctions  O,  0,,  H,  Hj, 
ou  leurs  équivalentes.  Ces  fonctions,  plus  simples  que 
les  fonctions  doublement  périodiques,  doivent  alors  être 
étudiées  à  fond,  et  de  leur  étude  découle  toute  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  aiiisi  que  l'a  montré  simple- 
ment M.  Hermite,  dans  son  Cours  cV Analyse. 

Nous  voyons  avec  regret  MM.  Briot  et  Bouquet  re- 
noncer à  cet  ordre  logique  et  présenter  dans  leur  nou- 
velle édition  la  théorie  des  fonctions  0,  sans  montrer 
quelle  en  est  la  véritable  origine. 

En  résumé,  les  géomètres  liront  avec  plaisir  les  nou- 
velles théories  émises  dans  l'édition  dont  nous  avons 
donné  l'analyse  très-succincte,  et  ils  attendront  sans 
doute  avec  impatience  la  publication  du  second  fasci- 
cule. Le  grand  nombre  de  formules  contenues  dans  cet 
Ouvrage  remarquable,  la  multitude  des  documents  qu'il 
contient  le  rendent  précieux  aux  personnes  familiarisées 
avec  le  maniement  des  fonctions  elliptiques;  la  clarté 
et  la  rigueur  des  démonstrations  en  font  un  ouvrage 
réellement  didactique,  le  seul  peut-être  à  la  portée  des 
commençants.  H.  Lalirejvt. 

QIESTIOIV. 


1118.  Sur  une  droite  AB  comme  base,  on  décrit  trois 
triangles  isoscèles  ABC,  ABC,  ABC",  dont  les  hauteurs 
soient  respectivement  égales  aux  produits  obtenus  en 
multipliant  la  moitié  de  la  base  par  les  nombres  un, 
deux,  trois  :  démontrer  que  la  somme  des  trois  angles 
au  sommet  de  ces  triangles  est  égale  à  deux  droits. 

(LlONRET.) 
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DÉMOlXSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  DE  LA  GRAVITATION 
IMYERSELLE  ; 

Par  m.  Léon  RODET, 

Incrénieur  des  Manulactures  de  l'État. 


La  démonstration  du  grand  principe  de  Physique  delà 
gravitation  universelle  se  compose,  on  lésait,  dedeux  par- 
ties :  dans  la  première,  on  s'appuie  sur  les  lois  expérimen- 
tales du  mouvement  planétaire,  énoncées  par  Kepler, 
et  l'on  eu  déduit  que  les  planètes  doivent  être  soumises  à 
une  force  attractive,  dirigée  constamment  vers  le  foyer 
de  leur  trajectoire  où  se  trouve  le  centre  de  l'astre  prin- 
cipal autour  duquel  elles  gravitent,  et  que  la  grandeur 
de  cette  force  varie  en  raison  inverse  de  la  distance  au 
centre  du  corps  attirant. 

Dans  la  deuxième  partie,  réciproque  de  cette  première, 
on  étudie,  a  priori,  quel  doit  être  le  mouvement  d'un 
point  matériel,  lancé  dans  l'espace  avec  une  certaine 
vitesse  initiale  et  soumis  à  l'action  d'une  force  attrac- 
tive définie  comme  celle  du  mouvement  planétaire,  et 
l'on  démontre  que,  dans  ces  conditions,  le  point  doit 
décrire  une  conique  dont  l'espèce  dépend  uniquement 
des  grandeurs  relatives  de  la  vitesse  initiale,  de  la  dis- 
tance au  centre  d'attraction,  et  de  l'intensité  de  l'action 
de  ce  centre  évaluée  à  l'unité  de  distance. 

Pendant  longtemps,  la  démonstration  de  ce  double 
théorème  n'a  été  donnée  que  par  les  procédés  du  Calcul 
différentiel  et  intégral.  Or  les  démonstrations  ainsi 
données  ont  un  double  inconvénient  :  d'abord  elles  ne 
sont  pas  abordables  à  tout  le  monde,  et  l'on  ne  se  con- 
tente plus  beaucoup,  aujourd'hui  que  bien  des  démons- 
jiiui.  de  Mathémat.,  t.  XII,  2^  série.  (Septembre  1873.)      2J 
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trations  de  haute  science  ont  été  rendues  abordables,  de 
lire  après  l'énoncé  d'un  principe  de  celte  importance  : 
«  On  démontre  que...  ».  Puis,  il  faut  bien  le  recon- 
naître, l'Analyse  mathématique  conduit  à  coup  sûr  au 
résultat  cherché  celui  qui  s'est  rendu  maître  de  cette 
machine  admirable;  mais  elle  lui  fournit  le  résultat  dé- 
finitif/OH^y^/ï,  sans  lui  permettre  de  voir  par  quels  états 
intermédiaires  il  passe,  par  quel  enchaînement  d'idées 
la  solution  découle  des  données  du  problème. 

Aussi,  maintenant  que  l'on  tend  à  vulgariser  la  science 
le  plus  possible,  a-t-on  songé  à  chercher  des  démonstra- 
tions plus  élémentaires  du  principe  de  Newton;  mais  on 
s'est  borné  jusqu'ici  à  la  première  partie  de  la  question, 
à  la  détermination  de  la  force  attractive  du  mouvement 
planétaire,  ou  plutôt  de  l'accélération  par  laquelle  cette 
force  se  manifeste  dans  le  mouvement  des  corps  célestes. 
Je  citerai,  entre  autres,  les  démonstrations  données  par 
iVI.  CoUignon  dans  son  Cours  de  Mécanique  (3®  année, 
jre  Partie),  et  par  M.  Resal  dans  son  Traité  de  Ciné- 
matique pure.  Cette  dernière  démonstration  a  été  repro- 
duite dernièrement  par  MM.  Ch.  Brisse  et  Ch.  André, 
dans  leur  Cours  de  Phjsique  à  Vusage  des  élèves  de 
Mathématiques  spéciales^  récemment  publié. 

Il  ne  m'est  pas  tombé  sous  les  yeux  d'étude,  par  des 
procédés  élémentaires,  du  problème  réciproque  de  la  re- 
cherche de  la  trajectoire  d'un  point  animé  d'une  accélé- 
ration du  genre  de  celle  qui  relient  les  planètes  dans 
leur  orbite  elliptique.  Celte  question  me  paraissant  avoir 
un  certain  intérêt,  je  me  suis  préoccupé  d'en  obtenir  la 
solution  ,  et  je  suis  enfin  parvenu,  après  un-  peu  de  tra- 
vail, à  deux  démonstrations  du  principe  de  Newton. 
L'une,  tout  élémentaire,  pourrait  figurer  dans  un  Cours 
de  Cosmographie  à  l'usage  des  élèves  de  Mathématiques 
élémentaires,  car  elle  ne  s'appuie  que  sur  les  propriétés 
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géométriques  des  sections  coniques  (courbes  usuelles)  que 
l'on  donne  dans  l'enseignement  de  cette  classe.  Par  mal- 
heur, elle  est  un  peu  longue,  assez  pénible  5  et,  si  je  la 
publie  un  jour,  cène  sera  guère  que  comme  exemple  de 
ce  que  Ton  peut  faire  même  avec  des  notions  très-élémen- 
taires. 

La  seconde  démonstration,  que  je  donne  ici,  est  simple 
et  rapide  ;  et  cependant  elle  n'exige  pas  d'autres  connais- 
sances que  celles  qui  s'acquièrent  en  Mathématiques  spé- 
ciales. Je  comprends  parmi  ces  notions  celles  relatives 
au  rayon  de  courbure  des  coniques,  puisque  la  théorie 
fort  simple  de  la  détermination  de  ce  dernier  est  donnée 
dans  l'ouvrage  de  Salmon  {^Traité  des  sections  coiiïfjues) , 
traduit  par  MM.  Resal  et  Yaucheret,  qui  est  aujour- 
d'hui entre  les  mains  de  presque  tous  les  élèves. 

J'emploie  fréquemment  des  formules  empruntées  à  cet 
Ouvrage,  entre  autres  celles  si  élégantes  qu'il  obtient  en 
faisant  intervenir  la  longueur  b'  du  demi-diamètre  con- 
jugué de  celui  qui  passe  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  X  etj''  Ces  formules  n'étant  pas  encore  d'un  usage 
habituel  chez  nous,  j'ai  soin  d'indiquer  à  côté  le  numéro 
de  la  traduction  française  où  elles  sont  démontrées. 

Bien  que  la  première  partie  du  problème  ait  déjà  été 
traitée,  je  la  reprends  ici,  parce  que  j'établis  dans  celte 
première  partie  certaines  formules  simples  qu'il  me  suffit 
de  rappeler  en  traitant  la  question  inverse. 

I.  —  ^accélération  du  niouvenwjit  planétaire. 

Je  suppose  démontré,  parce  que  ce  théorème  se  trouve 
partout,  que  de  la  constance  de  l'aire  décrite  dans  des 
temps  égaux,  ou,  si  l'on  veut,  de  la  constance  delà  vitesse 
aréolaire,  résulte  que  l'accélération  du  mouvement  pla- 

25. 
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nétairedoit  passer  constamment  par  le  foyer  de  l'orbite. 

Je  prends  immédiatement  un  arc  MM'  (*)  de  la  tra- 
jectoire, parcouru  par  le  mobile  en  un  temps  très-petit  6. 
Le  chemin  curviligne  MM'  résulte  de  la  composition  de 
deux  mouvements  de  lois  différentes,  par  exemple  d'un 
mouvement  uniforme  suivant  la  tangente,  en  vertu  de  la 
vitesse  p"  au  point  M,  et  d'un  mouvement  varié  dirigé, 
d'après  la  loi  des  aires,  suivant  le  rayon  vecteur  MF. 

Si  nous  menons  par  M'  des  parallèles  à  la  tangente  et 
au  rayon  vecteur,  nous  aurons  en  MMi  l'espace  i^6  qui 
serait  parcouru  en  vertu  du  mouvement  uniforme  tan- 
gentiel,  en  MG  la  quantité  dont  le  point  mobile  glisse- 
rait le  long  du  rayon  vecteur  en  vertu  de  l'accélération  G 
au  point  M. 

Le  déplacement  rectiligne  MG  se  décompose  à  son  tour 
en  deux  autres  de  même  loi  que  lui  :  MH,  sur  la  tan- 
gente, est  dû  à  l'accélération  qui  fait  varier  la  grandeur 
de  la  vitesse;  MI,  sur  la  normale,  provient  de  Vaccélé- 
ration  centripète  j  du  mouvement,  laquelle,  on  le  sait, 
a -toujours  pour  valeur 

R  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  en  M. 
Or,  quand  deux  mouvements   sont  de  même  loi,  les 
espaces  parcourus  dans  un  temps  B  sont  entre  eux  comme 
les  accélérations  qui  les  font  parcourir  : 

G  _  MG  _  WF  _     I 
J         IMl   ^  FP        sinw' 

en  désignant,  avec  Salmon,  par  ç  l'angle  que  fait  la  tan- 
gente avec  le  rayon  vecteur  et  par  P  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  foyer  F  sur  la  tangente  en  M. 

(*  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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sin^])        R  sin  « 

et,  comme  (Salmoa,  n°'  242  et  188)  dans  l'ellipse 

//3         .  b 

ab  b 

Mais  (Salmojv,  n''  173) 

b'-  =  a-  —  e-x''z=  [a  —  ex)  [a  ■+-  e.v)  =  pp^  ; 
il  en  résulte 

(.)  G=^. 

N.-B.  — ■  Cette  valeur  est  remarquable  par  son  ana- 
logie de  forme  avec  celle  de  l'accélération  du  mouvement 
circulaire 

Continuons  encore  à  transformer  cette  formule,  pour 
ne  plus  y  conserver  qu'une  seule  variable,  le  rayon  vec- 
teur p. 

Nous  voyons  sur  la  figure  que 

7  ~    FP    ~  X  ' 

et,  comme  hlî  =  b-  ou  7^'  =  —■, 

II 

b- 
et 
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Mais  vOh  est  le  double  de  Taire  MM'F  décrite  par  le 
rayon  vecteur  dans  le  temps  6;  si  5^  désigne  la  vitesse 
aréolaire  constante, 

h-v-  =  4'^'> 


de  là 


o   ^s* 


1  ^'  1 

ou,  en  remplaçant—  par  Je  paramètre  p, 

Enfin,   dans  Fellipse,    l'aire  entière  r^ab  est  décrite 
dans  le  temps  T  de  la  révolution  de  la  planète  5  donc 

Tiab  =L  s-T 
et 

d'où,  dans  ce  cas  spécial, 

_  47r-'^^  i  _  11. 

/    2    3 
J'appelle  ici  Ç  le  facteur  ?   accélératioii  que  possé- 

derait le  mobile  s'il  était  à  une  distance  i  du  foyer. 
D'après  la  lioisième  loi  de  Kepler,  celte  quantité  est 
constante  pour  un  même  système  planétaire. 

II.  —  Accélération  sur  une  liypeihole  ou  une  parabole. 

1"  Hyperbole.  —  Tous  les  calculs  que  nous  venons 
de  faire  pour  le  mouvement  elliptique,  toutes  les  pro- 
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priétés  sur  lesquelles  nous  nous  sommes  appuyé,  toutes 
les  formules  dont  nous  nous  sommes  servi  sont  appli- 
cables sans  modification  à  l'hyperbole.  Ainsi,  un  point 
qui  aurait  pour  trajectoire  une  de  ces  courbes  devrait 
être  animé,  le  long  du  rayon  vecteur,  d'une  accélération 
dont  la  valeur  serait  encore 

a)  G  —  — î 

pp. 

As* 
P?' 

Mais  ici  nous  ne  pourrons  pas  pousser  plus  loin  la  trans- 
formation, parce  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  à  ex- 
primer la  vitesse  aréolaire  s-  en  fonction  de  la  surface 
totale,  ni  de  parler  d'un  temps  de  révolution. 

2''  Parabole.  —  Mais  le  cas  de  la  parabole  demande  à 
être  étudié  à  part  j  car,  dans  cette  courbe,  notre  première 
formule  (a)  n'a  pas  lieu  d'exister. 

On  peut  bien  prévoir  a  priori  ce  qu'elle  deviendra  ; 
en  effet,  supposons  que  nous  partions  de  la  formule 
pour  l'ellipse,  et  remplaçons  p^  par  ia — p,elle  devient 


et,  p 


G 


our  a  =  co 


."^■^"-N       J^_L 


G=  — 

2p 


Mais  on  peut  établir  cette  formule  directement. 
Nous  trouverions  ici,  comme  dans  l'ellipse, 


G  = 


sin^        Rsiny 
Or,  dans  la  parabole,  HT  étant  la  sous-tangente  et  MH 
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l'ordonnée, 


^        MF         MX        Jr'+ix'        \   ix[p-^'i.x]        V  2p' 


VJ 
et  (Salmon,  n«245) 

N           ,,   ,      „    .               N              n 
ix=-^— —  7      d  OU      Rsina;  =  -: — ■  z=  — =  2p; 

donc 

(a')  G  =  -. 

2p 

N.-B.  —  Lorsque  le  mobile  passe  au  sommet  de  la 
parabole,  raccéléralion  qui  le  retient  sur  cette  courbe  et 
la  lui  fait  parcourir  est  la  moitié  de  celle  qui  lui  ferait  dé- 
crire un  cercle  autour  du  foyer. 

Comme  tout  à  l'heure,  ou  trouverait 

/ice  =  2^-e,    (^2_2_. 
ii- 

or  • 

h-  =  f  sin-  ^  =:  I  p  /j  ; 

on  en  déduit  successivement 
et 

Ainsi  la  formule  (|3)  est  applicable  à  la  parabole. 

En  résumant  les  résultats  de  cette  première  partie  de 
la  question,  nous  avons  obtenu  deux  expressions  de 
l'accélération  du  mouvement  d'un  point  qui  décrit  une 
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conique,  savoir 


(a)  G  =  —      pour  les  courbes  à  centre, 

(a')  G  =  —      pour  la  parabole, 

et 

(«  0  =  ^7' 

formule  qui  s'applique  également  aux  trois  courbes  du 
second  ordre. 


111.  —  Trajectoire  rVun  point  gravitant. 

Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  seconde  partie 
de  la  question  :  supposer  qu'un  point  M  est  soumis  à  la 
fois  à  une  vitesse  i-  qui  Tenlraîne  suivant  MMj  et  à  une 
accélération  T  dirigée  constamment  vers  un  point  fixe  F, 
cette  dernière  variant  comme  l'inverse  du  carré  de  la 
distance  FM;  et  chercher  quelle  peut  être  la  trajectoire 
du  point  M. 

Nous  trouverons  alors  successivement  les  caractères 
suivants  pour  cette  trajectoire  : 

1°  D'après  la  loi  des  aires,  l'accélération  passant  par 
un  point  fixe,  la  trajectoire  est  plane,  et  la  vitesse  aréo- 
laire  du  rayon  vecteur  est  constante. 

Si  nous  appelons  s-  cette  vitesse  aréolaire  et  (p  l'angle 
que  fait  la  vitesse  u  avec  le  rayon  vecteur,  nous  avons 
ainsi  une  première  loi  à  satisfaire    - 
,  .  .  I  . 

(l)  ('9  psin  (p  =  2i--9       ou       *'=r  —  J'opoSlU'^i,, 

en  désignant  par  l'indice  o  la  valeur  des  données  au  mo- 
ment où  le  corps  a  commencé  à  se  mouvoir. 
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a"  Le  mouvement  résultant  de  la  composition  de 
deux  mouvements  Je /oi  J/^e/e/z^e^  la  trajectoire,  en  si 
petits  fragments  que  nous  la  décomposions,  est  courbe; 
et  l'arc  de  courbe  MM'  est  défini  par  cette  condition  que 
le  rayon  de  courbure  en  M  doit  être  tel  que  l'on  ait 

7=  -  =rsin<j), 

d'où,  en  remplaçant  p*  par  sa  valeur  en  fonction  de  s^, 
r  par  son  expression,  svipposée  delà  forme  —  ?  on  tirera, 
en  dernière  analyse, 

(2)  R  sin^^  r=4  —  =  const. 

Donc  :  la  trajectoire  est  une  courbe  plane  dont  le 
rayon  de  courbure,  multiplié  par  le  cube  du  sinus  de 
V  angle  que  fait  la  vitesse  avec  le  rayon  vecteur,  donne 
un  produit  constant. 

Remonter  de  cette  propriété  à  une  définition  plus 
connue  de  la  courbe  est  un  problème  qui  dépasse  les 
connaissances  de  Mathématiques  spéciales,  dans  les- 
quelles nous  voulons  nous  maintenir.  Il  faut  donc  tour- 
ner la  difficulté;  voici  comment  : 

Il  existe  une  conique,  et  une  seule,  ayant  son  foyer 
en  F,  dont  le  rayon  de  courbure  en  M  est  la  valeur  que 
nous  venons  de  trouver  pour  R.  En  eifet,  cette  conique 
est  assujettie  à  cinq  conditions,  savoir  :  un  foyer  donné 
et  un  contact  du  second  ordre  avec  le  cercle  de  rayon  R 
ayant  son  centre  sur  la  normale  à  la  vitesse  w  en  M. 

.  Que  faudrait-il  pour  obliger  le  point  à  parcourir  cette 
conique?  Lui  appliquer  en  M,  suivant  le  rayon  vec- 
teur MF,  une  accélération  dont  nous  avons  déterminé 
plus  haut  la  valeur 

(S)  G=  ^-' 
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Or,  dans  les  coniques,  on  a 

P 


R 


En  elYet,  dans  les  coniques  à  centre, 

b''        b'-    //=• 

R=  — r  = r-- 

ab         a      b^ 

et,  dans  la  parabole, 

N  ï         p 


R 


^        siirsp    sin^ 


On  peut  donc,  dans  la  relation  (2),  remplacer  Rsin^ç 
par  le  paramètre  p. 

Si  nous  prenons  maintenant  cette  valeur  de/?  pour  la 
reporter  dans  l'expression  de  G,  nous  trouvons 

Ainsi  l'accélération  qui  obligerait  le  point  à  parcou- 
rir la  conique  en  question  est  précisément  F. 

Donc  le  point  parcourra  la  conique  5  c'est  cette  conique 
qui  sera  sa  trajectoire  réelle. 

Ainsi  un  point  matériel,  gravitant  autour  d^ un  centre 
attractifs  décrit  une  conique  qui  a  ledit  centre  pour 
fojer. 

Quelle  est  V espèce  de  la  conique  trajectoire?  C'est  ce 
que  nous  allons  chercher  à  déterminer. 

IV,  —  Espèce  de  la  conique  trajectoire. 

Il  nous  est  facile  de  tracer  notre  conique  trajectoire. 
Puisque    nous    avons  la   longueur    p  z=l  ^  àv\   para- 
mètre, portons-la  en  MK  sur  le  rayon  vecteur  MF,  et 
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élevons  en  K  la  perpendiculaire  KN  :  N  est  le  point  où 
la  normale  MN  rencontre  l'axe  principal  de  la  coui'be  ; 
donc  cet  axe  est  placé  sur  NF. 

Faisons  maintenant  avec  la  tangente  un  angle  Q]MP 
égal  à  ©;  MQ  sera  le  prolongement  du  second  rayon 
vecteur  de  la  courbe,  et  alors  trois  cas  peuvent  se  pré- 
senter : 

1°  MQ  rencontre  l'axe  de  façon  que  N  soit  entre  les 
deux  foyers  :  la  courbe  est  une  ellipse  ; 

2°  MQ  est  parallèle  à  Taxe,  et  la  courbe  est  une  pa- 
rabole; 

3°  MQ  rencontre  l'axe  de  telle  sorte  que  N  soit  eji 
dehors  de  FF'  :  la  courbe  est  une  hyperbole. 

Définissons  analytiquement  les  conditions  qui  carac- 
térisent chacun  de  ces  trois  cas,  en  commençant  par  le 
cas  intermédiaire,  plus  simple  à  traduire  en  calcul  algé- 
brique. 

Si  MQ  est  parallèle  à  l'axe,  c'est  que 

(a)  2y  =  w, 

en  appelant  o)  l'angle  MFN. 

Or,  dans  le  triangle  KjNF,  nous  avons 

NK        pcoio 

^«"g-  =  ^  =  7Tr7' 

et  la  condition  [a)  devient  alors 

2  tang^  p  cotfp 

I  —  tang^cp  ~  p  — /?  ' 

d'où 
(M 
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qui  peut  s'écrire 


—  1     d  ou      sin^oj  = 


I  —  sin-'i}<        2  6  —  p  '        2  0 

ou,  dans  les  conditions  initiales  du  mouvement, 

ic)  sin^ojo=  —  • 

Mais  nous  avons,  d'après  la  formule  (i), 

Sm^a-g  =  -^ — r? 

et,  d'autre  part, 

p—      — 


A  l'aide  de  ces  valeurs,  (c)  devient,  en  définitive. 

c;,  Lro2p„ 

ou 

[e)  ^=:2G„; 

Po 

c'est  notre  formule  d^'). 

On  verra  facilement  maintenant  à  quelles  conditions 
nous  aurons  les  autres  courbes. 

Pour  l'ellipse,  il  faut  que  o  soit  plus  grand  que  dans 
la  parabole  \  donc 

[c')  sin''^„>-^, 

W  3>    ' 


Go  2  6o 

et  enfin 

W)  ^<2Go. 
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Pour  l'hyperbole,  il  nous  faudrait,  au  contraire, 

et 

{e")  "-  >  2G0. 

Ce  sont  les  conditions  connues,  et  il  est  facile  de  voir 
qu'elles  reviennent  à  la  formule  (^)  des  coniques  à 
centre^  en  effet,  cette  formule,  pour  l'ellipse,  nous 
donne 

G=- r, 

p(2a  —  p) 


=  G[2-^ 


/ 
=  G 

■    '  P 

tandis  que,  pour  l'hyperbole,  nous  aurions 
G=         ""' 


P(2«+P) 

ou 


V.  —  Calcul  des  éléments  de  V orbite. 

Reste  à  calculer  les  éléments  géométriques  de  l'orbite; 
on  y  parviendra  comme  il  suit  : 

Grand  axe.  —  Des  formules  (e')  et  (î"),  ou  mieux 

(a),  en  remplaçant  G  par  — r»  on  lire 

Po 


Po  2^/=ppo 
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d'où 


ou,  si  l'on  veut, 


±  Go  p. 

a  =   '—;■, 

2G„-^ 

le  signe  supérieur  se  rapportant  à  l'ellipse,  le  signe 
inférieur  se  rapportant  à  l'hyperbole.  Pour  le  cas  de  la 
parabole,  cette  valeur  devient  infinie. 

On  a  déjà  remarqué  que  la  longueur  de  l'axe  principal 
ne  dépendait  que  des  grandeurs  relatives  de  ^'o,  p^  et  du 
coefficient  /z^,  ou,  comme  nous  l'avons  appelé  eu  traitant 
de  l'ellipse,  fj",  l'accélération  à  l'unité  de  distance. 
L'angle  Qq  que  fait  la  vitesse  initiale  avec  le  rayon  vec- 
teur n'intervient  point  ici. 

Petit  axe.  —  Ayant  la  valeur  de  a  et,  d'autre  part, 
sacliant  que 

on  en  tirera  facilement 

4-^^po 


b'  = 


ou,  en  remplaçant  le  carré  de  la  vitesse  aréolaire  4'^*  par 
0-  = ■ ■  • 


■in- —  i>'p 


Ol"" 


Excentricité.  —  On  déduira  l'excentricité,  soit  des 
valeurs  une  fois  connues  de  a  et  de  b,  soit  directement, 
en  partant  de  l'équation  de  la  courbe 
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dans  laquelle  co  est  l'angle  qui  nous  a  servi  plus  haul 
[formules  («),  (è),  (c)],  et  qui  est  défini  par  la  condi- 
tion que 

p  rota; 
tancrw=  -• 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve 


• 


I  —  : ; 


«T^o 


valeur  qui  se  réduit  à  i  pour  le  cas  de  la  parabole,  est 
plus  petite  que  i  pour  l'ellipse,  plus  grande  que  i  pour 
l'hyperbole. 

Vitesse.  —  Enfin  on  peut  aisément  calculer  la  gran- 
deur de  la  vitesse  à  chaque  instant. 

Nous  aurons,  en  effet, 


-    ' 


d'où 

et,  en  remplaçant  -  par  l'inverse  de  la  valeur  du  grand 
axe  donnée  plus  haut,  savoir 


il  en  résulte 

I        I 


2« 


le  signe  supérieur  se  rapportant  toujours  à  l'ellipse,  l'in- 
férieur à  l'hyperbole. 


(4oi  ) 

Dans  la  parabole,  la  formule  (e)  nous  donne  simple- 
ment 

~     P 

Dans  cette  courbe,  la  vitesse  est  à  chaque  instant  en 
raison  inverse  de  la  raison  carrée  de  la  distance  au  centre 
d'attraction. 


NOTE  SIR  IX  PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE  AXALYTIQllE  {*]; 

Par    m.    L.    P. 


Trouver  le  lieu  des  sommets  des  triangles  de  péri- 
mètre constant  formés  par  deux  tangentes  à  une  ellipse 
donnée^  et  la  corde  des  contacts. 

1.  Lemme.  —  «  Si  d'un  point  M,  {x^j)  du  plan,  on 
mène  la  tangente  MT  à  l'ellipse,  et  que  OD  soit  le  dia- 
mètre parallèle  à  cette  tangente,  on  a 

en  supposant  que  l'équation  de  l'ellipse  est 

Cette  proposition,  plus  ou  moins  connue,  est  une 
conséquence  immédiate  du  théorème  général  suivant,  dû 
à  Newton  : 

«  Si  par  deux  points  O  et  O'  on  mène  deux  sécantes 

(•)  Voir  question  552,  t.  XIX,  ir«  série,  p.  4o6. 
Ann.  de  Mathémat.,  a»  série,  t.  XII.  (Septembre  1873.)        2.t) 
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quelconques  parallèles  qui  coupent  une  courbe  aux  points 
Rj,  Ra,.,.;  R, ,  R'j,...,  respectivement,  on  a 

OR, .OR.  . 


O'R'.  .OR' 


=  const.   )■ 


On  démonti^e  facilement  que,  si  f[x.)y)  =  o  est  Té- 
quation  de  la  courbe,  et  que  j^oî^oî  -^'oi  J'^'o  soient  les 
coordonnées  des  points  O  et  O',  on  a 

0R,.0R,.0R3...  /(j^cJo) 


0'R',.0'R',.0'R'3.  .  .        /(a:;,j'J 
De  la  résulte  la  proposition  énoncée. 

2.  Soient  maintenant  MA,  MB  les  deux  tangentes  à 
l'ellipse,  A  et  B  les  points  de  contact,  cf  et  cpi  les  para- 
mètres angulaires  de  ces  points,  x  eiy  les  coordonnées  du 
point  M,  on  a 

j    AB  z=  y/rt'  (cosç  —  cos(f,)^+  b-  (sin^  —  sinij»,)^, 


I   i/a^sin'<p  +  è^cos^çp, 

b^ 


MB  z=i/~-\-  j-^  —  1    s/a-  sin'  (}),  H-  b'  cos= 


La  di'oite  AB,  qui  passe  par  les  deux  points  A  et  B,  et 
qui  est  aussi  la  polaire  du  point  M,  peut  être  représentée 
par  l'une  ou  l'autre  des  équations  suivantes  : 


a 

ces 

? 

2 

(S| 

^  Y 

■     9 
sm  — 

2 

9, 

X.r        Yj 
«=    "^    b' 

= 

I 

CCS  - 


d'où  il  suit,  en  identifiant, 


(o.)      CCS  ^ ^  =:  -  ces -^ -i        Sin-!^ =  -  CCS 


<p      .r       (pi 


a.  b  2. 
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3.   Si  maintenant  on  pose 

a-        b-  a-        b^ 


^-  a^^  b^ 


(3) 

les  relations  (2)  donnent  immédiatement 

I                     &,  H-  o 
— —  5        COS =: 


o,  —  cp  I  &I  H-  o  .ri 

'    —     -—  5        COS   '  — 


(4) 


(Pi  —  CP        vH          .     (p,  +  «s        ri 
sin =:  -r=  ■)      sin ^  =  Y  — ^ 

2  V^D  26    ^£) 


on  peut   toujours,   pour  abréger  la  discussion  relative 
aux  signes  des  radicaux,  supposer  x  et  y  positifs,  et  c^j 
algébriquement  plus  grand  que  ©. 
Des  relations  (4)  on  déduit  encore 

1XY  X-       y- 

.     ,  .  ab  .  ,        à-        b^ 

sin  (çp,  -\-  (û)=z  -—  ,      COS  (çp,  +  (fj 


d'où 


D  ^^'       ^^  D 

sin((p>  — yj  =  — ^,    ces  (çp,  —  ^)  =  — ^  5 


2  j:r 
sinçi  COS  çp  H-  sinçp  cosi}),  r=: , 

2i/H 

sin  (5)1  cosçp  —  sin^  cosç,  =  — ~ — 


coso),  COS»  —  sin<p,  sin( 


or-         Y' 

â^-  ~~  ¥' 

D       ■ 


cosçpi  cosçp  +  sinçp,  smç  =: 5 


I  —  H 

■2  fi. 


l  4o4  ) 

et,  par  conséquent, 


nb 


sincp,  cos©  :=-- — 5       COS^i  COStp  = 


(5) 


D  ^'      ^  D 


— r   VH  I — 

nb         ^  .  .  6^ 


smcp  cosçp,  =  — 7       sin^,  sin«p  = 


D  ''        '  D 


On  déduit  de  là,  en  ajoutant  la  somme  des  carrés  de 
ces  dernières  égalités,  prises  deux  à  deux  et  convenable- 
ment choisies. 


(6) 


D=  eos=  ,  =  (î  +  r  ^h)',     d.  cos>  „  =  (Î  -  'I  v  u)', 
D.  sin.  ç,  -  (f  -  f  v/iï)',     D=  si„=  T.  =  (^  +  ^  V^)'- 


4.  Ces  formules  établies,  on  trouve  d'abord,  eu  égard 
aux  relations  (4), 


AB  =  ^4ii  i  /a'  sin^  ÎLltl  +  ^i  cos' 
V/D     V  2 

On  a  donc  les  valeurs  suivantes  : 

!MA  =  v^H  y/rt^sin^y  +  6^  ces' y, 

I   AB  =^^ 

s/ 


MB  =  \/H  v/«'  sin^  ^,  +  b""  cos=  y,, 


i/D     V  2 


Ces  formules,  qui  offrent  une  analogie  assez  remar- 
quable, peuvent  conduire  à  des  relations  intéressantes; 
nous  n'indiquerons  que  celles  qui  sont  utiles  au  calcul 
que  nous  avons  en  vue. 
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En  ayant  égard  aux  relations  (4),  (5)  ou  (6),  on  trouve 
irès-facilement 

—       lab  v/ÏÏ  v/Ë 
^«^  D  ' 

;8)       \  ma'  -4-  Uh    =^  [H(x=  +  j=;  +  a=Z'=E], 
H 


MA.  MB  =  -  v/(.z=  +  ^^j2—  2c^(.r^  — j^^  -+-CV 


OU 


5.  Maintenant  la  rccberclie  de  Téquation  du  lieu  de- 
mandé ne  présenteplus  de  difficulté.  D'après  la  définition 
de  ce  lieu,  on  doit  avoir 

MA  -1- MB -f- AB  =  2/p, 

ip  étant  la  valeur  constante  du  périmètre. 

On  a  d'abord,  en  remplaçant  AB  par  sa  valeur, 

(9)  MA  +  MB  =  2/j  —  ^  V^H  s/Ë; 

puis,  élevant  au  carré  en  ayant  égard  aux  relations  (8) 
et  opérant  quelques  réductions  visibles, 


(    +  H  v/(.r2  +j2^2  —  2c2{.r2 — jM+C* 
'10)  1  ,—    - 

Elevant  encore  au  carré,  on  a 

'       i        =2ahp[ïi{x^  +  r-  — a'  —  b')  —  ip-'D]\lns]'t. 
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D'où  l'on  conclut  définitivement,  pour  V équation  ra- 
tionnelle du  lieu  : 

j  \a^'b''W''^p-YL[ly[x''--^r■-—a^'-—b■'-|—^aH-'E]—p'T)^'-\^' 
équation  dans  laquelle  on  a  posé 

(i2  bis) 


a^        b-  a-        0- 


X'        r- 

E  := h  •7-  • 

a'         b' 

6.  Les  équations  qui  précèdent  donnent  lieu  à  plu- 
sieurs remarques  qu'il  est  bon  de  noter. 

Nous  voyons,  par  l'équation  (9),  qu'on  doit  avoir 

ab  \JVL  v/Ë 

c'est-à-dire  que  les  points  de  la  courbe,  pour  lesquels  la 
somme  des  valeurs  absolues  des  côtés  du  triangle  est 
égale  à  2p,  sont  dans  l'intérieur  de  la  courbe 

aZ*  yÏÏy/E  =/jD. 

Ainsi  i*'  :  Les  points  du  lieu,  pour  lesquels  la  somme 
des  valeurs  absolues  des  côtés  du  triangle  MAB  est 
égale  à  2p,  sont  dans  V intérieur  de  la  courbe 

y' 


^  a'        b 


a'\'     b'  b 


c'est  une  courbe  du  quatrième  ordre. 
,  L'équation  (10)  nous  montre  que,  dans  la  somme 

MA  H-  KÏB  ±  ÂB  =  ip, 

les  deux  tangentes  MA  et  MB  y  entreront  parleur  somme 
ou  par  leur  différence,  suivant  que  la  quantité 

2/^'D  —  H  (x^  +  j'  —  a^—b')±:  ^abp  \/H  yË" 
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est  positive  ou  négative,  le  signe  —  ou  4-  correspondant 
au  cas  où  le  côté  AB  est  ajouté  ou  retranché  5  par  suite  : 

oP  Les  points  du  lieu  ((12)),  pour  lesquels  les  deux 
tangentes  MA,  MB  entrent,  dans  la  somme  •2p,  par  la 
somme  de  leurs  valeurs  absolues  ou  par  leur  diljérence, 
sont  séparés  par  la  courbe 

(i4)     [H  [x^- -^ y- —  a' ~  b'-)  —  o-p-V)^]—  i&n-'b'p'YŒ; 

c'est  une  courbe  du  huitième  ordre. 

3°  Quant  au  côté  AB,  nous  voyons,  par  l'équation 
(il),  quil  s'ajoutera  à  la  somme  algébrique  des  tan- 
gentes ou  s'en  retranchera,  suivant  que  les  premiers 
membres  des  deux  équations  suivantes  : 

(i5)  n[x--^y-— a^—b']  —  '2.p^Ti  =  o, 

{16)    —a'b^U.^—p^-^[Ti[x^-^y'—a—b^)  —  ^a'b^Y.]+p'W-—o, 

sojit  de  mêmes  signes  ou  de  signes  contraires . 

La  courbe  (i5)  est  du  quatrième  ordre,  la  courbe  (16) 
est  du  sixième  ordre. 

7.  Le  problème  posé  est  donc  résolu,  en  ce  sens  que 
nous  avons  obtenu  l'équation  rationnelle  du  lieu  5  mais 
il  reste  une  partie  intéressante  que  nous  n'aborderons 
pas,  c'est  la  discussion  de  cette  équation  et  la  construc- 
tion de  la  courbe;  cette  étude,  très-longue,  n'est  pas 
d'ailleurs  sans  difficulté. 

On  peut  cependant  remarquer  que  des  relations 

(17)  -,  -^  —  =  D,       h  7- =  E 

^    ''  a'        b'  a'         b* 

on  déduit 


«' 


b' 


[18)         x^=-[D-b'E),      j'  =  _(_D-f-«^E), 


{  4o8  ) 
d'où 

{18  bis)  x^-}-y'=ia'-h  b')!)  — a'b'E. 

Si,  dans  l'équalion  (12),  on  remplace  {x^  -hy^)  ])ar 
sa  valeur  (18  bis),  dans  les  termes  où  celle  somme  est  en 
évidence,  et  qu'on  pose 

{,9)  UE=u, 

l'équation  résultante  sera  du  troisième  degré  en  u  :  la  dif- 
ficulté de  la  discussion  se  trouve  donc  considérablement 
réduite. 

Quant  aux  courbes  de  séparation  (i3),  (i4)î  {^^)i  (^6)> 
leur  construction  peut  parfaitement  s'effectuer;  seule- 
ment, pour  les  courbes  (i4)  et  (16),  il  faudra  avoir  re- 
cours au  procédé  que  nous  venons  d'indiquer. 

Nous  ajouterons  encore  quelques  remarques. 

La  courbe  ((12))  est  du  douzième  ordre. 

La  courbe  ((12))  possède  au  moins  vingt-quatre  points 
doubles;  il  y  en  a  vingt-quatre  qui  sont  les  intersections 
des  courbes  (i 5)  et  (16);  parmi  ces  derniers  points,  il  y 
en  a  douze  qui  coïncident,  par  groupes  de  six,  avec  les 
points  à  l'infini  sur  l'ellipse,  etc.,  etc. . .  . 


EXPRESSIONS  DE  s\n ma  ET  cosma  EN  FONCTION 
DE  shia  ou  cosa  SEULEMENT  ; 

Par  m.  MOURGUE. 


On  se  propose  de  déduire  ces  expressions  des  formules 
ordinaires 

sin ma  r=  2  cosn  sin(  w  —  i)^  —  sin(/«  —  2) a, 
cosina  =  2  cos«  cos [m  —  i)a  —  cos(/w  —  2)0. 


(  4o9  ) 

I. 

Ces  expressions  sont  une  conséquence  du  ihéorèœe 
suivant  : 

Théokème.  —  Lorsque  trois  ternies  consécutifs  de  la 
suite  indéfinie  Ao,  Aj,  A,,  A3,.  .  .,  A„.  .  .  sont  liés  par 
la  relation  A„  =  KAn_i — An.,,  oii  K  désigne  une 
quantité Jixe,  un  ternie  quelconque  a  pour  valeur 


r  in  —  2 


'm  —  Z){m  —  4)  ^^_^ 
I  .2 


1.2.3  • • • J       1 


[ 


K".--  ^I^  K..-._^^-^-4)(^^-5) i^„ 


I  1.2 

{71}  —  5  )  f  w  —  Ç>){m  —  "j) 


1.2.3 


Yjr 


'.•.]a„ 


formule  dans  laquelle  les  premiers  facteurs  des  numé- 
rateurs sont  des  entiers  successifs  décroissants. 

En  effet,  les  premières  applications  de  la  relation 
énoncée  donnent 

A,=KA,-A„, 
A3=--(K-—  i)A,  — KAo, 
A4=(K'  — 2R)A,  —  (R^  — i)A„. 

Je  dis  que,  en  continuant  les  calculs  indéfiniment  :  * 

1°  Les  seconds  membres  des  égalités  resteront  des 
fonctions  linéaires  de  Aj  et  Ao  5 

2°  Le  coefficient  de  Ao  dans  une  égalité  restera  égal  et 
de  signe  contraire  à  celui  de  Ai  dans  l'égalité  précé- 
dente 5 

3°  Les  coefficients  P„_,,  P„_,,  P„  de  Ai,  dans  trois  éga- 


(  4io  ) 

lités  consécutives,  auront  entre  eux  la  même  relation 
que  les  premiers  membres,  savoir  : 

P,j  =  l\.r„._,  tn— 2» 

Pour  le  démontrer,  admettons  que  deux  égalités  con- 
sécutives vérifient  i°  et  2*^  : 

\     An        ':^^  1  n— 1  Al  "  n—1  Ag- 

De  la  seconde  on  déduit 

An+i   ^^  -Tn— 1  A 2  r„— 2  A|, 

d'où,  en  remplaçant  Ag  par  sa  valeur, 

I  A„+,  3Z:  ^  P„ — I  Iv  Tn— 2)A|  Cn— 1  Aq 

(6)  \  et,  par  suite, 

(  r„  =  Pn-,  K  -  P„ -3. 

La  comparaison  des  égalités  (a)  et  (ê)  met  en  évidence 
1°,  2°  et  3°. 

Remarque.  —  Eu  vertu  de  2°,  pour  avoir  un  terme 
quelconque  de  la  suite  A2,  A3,  A4,  Ag,.  .  . ,  il  suffira  de 
trouver  la  loi  des  coefficients  de  Ai. 

Loi  de  formation  des  coejfficients  de  Ki.  —  La  rela- 
tion P„  =  KP„_i  —  P„_2  donne,  pour  les  premiers  coef- 
licients  de  A,,  le  tableau  suivant  : 

1'  P«=i, 

P,  =  K, 

P2  =  K^  -  I , 

P3  3=K'— :îK, 

P,  ==lv^—  3R-  4-  I, 
\  Pi  =  K^  —  4  R'  -4-  3  K. 

(On  a  mis  en  tète  l'égalité  conventionnelle  P^  =^  i  pour 
faciliter  les  énoncés  ultérieurs.) 


'1( 


il) 
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Dans  ce  tableau  indéfiniment  prolongé  : 
1°  Les  seconds  membres  seront  des  fonctions  alternées 
de  puissances  descendantes  et  de  même  parité  de  K; 

2°  En  ce  qui  concerne  les  valeurs  absolues,  le  coef- 
ficient d'une  puissance  de  K  s'obtient  en  ajoutant  celui 
qui  le  surmonte  d'un  rang  au  voisin  de  gauche  de  celui 
qui  le  surmonte  de  deux  rangs. 

3°  Cette  règle  se  transforme  en  la  suivante  : 
Un  coefficient  placé  dans  une  colonne  verticale  (sauf 
la  première),  et  appartenant  à  la  ;^'^'"*  ligne  horizontale, 
est  égal  à  la  somme  des  coefficients  de  la  colonne  précé- 
dente, arrêtée  à  la  («  —  a)""""  ligne  horizontale. 

Pour  le  démontrer,  admettons  que  deux  égalités  con- 
sécutives du  tableau  vérifient  i°  : 

P„_,=  K"-'-r7„_,  K"-^H-  è„_,  K«-^-  c„_,  R"-^ .... 
D'après  la  relation  P,;=  KP„_,  —  P„_25  on  en  déduit 

I    P,,  -=--  K"—  (fl„_,  -h  1  )  lv"-  =  -^  {b„_,  -H  «„_a)  K"-^ 

1  et  par  suite 


'n— 1 


-h  I  ,        b„z=  è„_,  -I-  «„_.,        C„  =  C„_i  H-  bn-,,  ■ 


ce  qui  met  en  évidence  i°  et  2°. 
Enfin,  des  égalités 

br.'=  bn-x-h  «„_, ,       è„_,  =  6„_,  -4-  «„_3,      bn-1  =   i„_3  H-  «n-J •  •  • 

on  déduit,  par  addition, 

hn  =  «„_;  H-  flr„_3  H-  «„_4  +  rt!„_5  +  .  .  . , 
et  de  même 

C„  =  bn-1  +  bn-■^  +  6„_i  "h  .   .  •  , 


ce  qui  établit  3°. 


{  4i2) 

Cela  posé,  dans  la  m'^""^  égalité  du  tableau  (i),  savoir  : 

on  aura,  d'après  3°, 

m  —  2 

«„_,^  i  +  iH-i  +  H-.  .  .=^ ) 

I 

m  —  4       '"  —  ^       '"  —  ^  (*"  —  3)(/?î  —  4) 


^m-i 


^m — I 


III  1.2 

[m  —  5)  ( /»  —  6 )        [m  —  6 )  (  w  —  7  ) 

H +  .  .  • 

1.2  1.2 

(m-4)(/;z  — 5)(w-6) 

1.2,3 


el  comme 


on  aura  finalement 


I  I  .2 


{/«  — 4)(/«  — 5)(«^  — 6; 

1.2.3 


K"'--  + 


.]. 


K"-  -^^  R'"-  -I-  ^-^^(""^^  K-"- 


im  —  5)(w  — 6)(w  — 7)  j^„,_s 

1.2.3 


IL 


.1a„. 


1°  Puisque  sinwrt,  sin(m  — i)a,  sin(m —  i)  a  sont 
liés  par  la  relation 

sin/wfif=  Ksin(OT  —  i)a  —  sin(w  —  i).'7,      où     Kr=2cosa, 


(4i3) 
en  posant,  dans  l'égalité  précédente, 

Am=^  sinma,     A,=:sinfl,     Ao^o,     K  =  2cosrt, 
il  vient 

(s\n  ma        ,              ^      .        m  —  2 
=  (2  cos £/)"'"' (2cosa)'"~' 
sina                                           I 

S     ^  H- ^ ^^^ ïi    acos^V"-» 

j  1.2 

—  ^ i^-i -!-^ ^  (acosa  "■-'..  ., 

\  1.2.3 

formule  que  donne  sinma   en  fonction  de   cosa  pour 
toute  valeur  entière  de  m. 

En  y  remplaçant  a  par a,   le  premier  membre 

devient 


cosa      f  i  ^p  -h  2, 

\   pour     m  =   } 


s\nma 


et 


COSfl 


cosma 


cosa      (  14/'  +  '» 


,    pour     m  ■■=   . 
cosnta     l  (  4/^  —  '• 


cosa 

Donc  on  aura,  pour  m  pair^ 
s\nma 


(S.)  ' 


cosa 


m  —  I  ,      ,      . 

=  (asina)"-' (asma)"' 

[m   3)    (ot    4^     /  •  \m 


1,2.3 


(4i4  ) 

et,  pour  m  impair^ 


[f 


I 


(2Sin«)'"~' (2sin«j 


(^'^    ^  {m  —  ?,](m  —  ^) 


1  .2 

(w  — 4)(/«-  5)  (m  — 6) 


2  SI  n  «;"■"* 

2  sin  a  )" 


1.2.3 

2°  Si,  dans  l'égalité  qui  donne  A,„,  on  pose 

Am  =  cosOT«,     A,  =  cos«,     Ao=i,     K  =  2cosrt, 
il  vient,  en  doublant  les  deux  membres. 


m  —  2 
2  ces  ma  =:  (  2  ces  fl  )'" (  2  ces  fl  ""^ 

'  I 

H ^-^^ ^^    2  ces  ai"'-* 

1.2  ' 

—   ^^ —^ (2COS«  "'-«  + 

1.2.3  ^ 

,  ,  m  —  3  ,  . 

—  2(2cos«  r-'  H-  2 (  2cosar-* 

/  2 

{m  —  i){Tn  —  5)  ,  ,      ^ 

1.2  ^ 


Ol 


{m  —  ;;  —  i )  f  w  —  p  —  2 ) .  .  .  (w  —  ip) 
i .1. . .p 
{m  —  p  —  I ) .  .  .{m  —  2 u  4-  I ) 
l...{p  —  l) 

m  [m  —  p  —  i).  .  .(m  —  2p  -h  i) 

\ .2. . .p  ' 


(4i5  ) 
donc 

2coswa  =  (  2cos«r' 2cosa)"'""--T-  — (  icosa] 

'  \    ^  12' 

m    ( m  —  ^)' m  —  5), 

^  — '2cosay«-« 


I  2.3 

m  {m  —  5)  [m  —  6 )  ( m 


I'. 


l  2.3-4 

En  divisant  les  deux  membres  par  2cosai  on  obtient 
coswa        .  m 

=:(2COSflr~' —  —  (2COSa)"'-^ 

osa  ^  I 

mm  —  3  ,  , 

H (2COS<7)'"-^ 

I  2 

m    ( m  —  ^)[m~5) 
^ -ï^^r (2cosa  V"-' 

I  2.3 

m  {m  —  5)(w  — 6)fw  —  "7), 

\  I  2.3.4 

formule  qui  donne  cosma  en  fonction  de  cosa  pour  m 

entier  pair  ou  impair.  En  y  remplaçant  a  par a,  le 

premier  membre  devient 


?,\nma 


I, 


sina       (  l   4/^ 

V  pour     ni-zz^  \ 
sin  ma     (  (   \p  ~  i , 

sin« 


et 


Slllfl       (  \  i\p 

pour     m  - 


CCS  ma 


^P 


sina 
donc,  pour  m  impair, 

I   (w  —  ij'"  ' =  p.sina)""-' (2smar-3 

l  ''^        '         sina  I  ' 

1  mm  —  3  ,      .      ,      . 

(S3);  +_  ___(2sma)'"-^ 

1  m  {m  —  L){m  —  5)       .      ,      . 

\  I             1.2 


(  4i6 
et,  pour  m  pair^ 


I  I m  cos  ma        ,      .       ,      ,        w  ,      .       , 

\\l—\)    —. ^- (asinfl)"'-' (asmrt)" 


I  m  [m  —  4)('^  —  3) 


(2sinrt) 


III. 

Le  même  théorème  donne  la  valeur  de  x"" et  de 

X'" 

x'"-\ 1  en  fonction  de  x  -\ 

Olf"  X 

Puisque 

or =  (  j:  H-  -  )  (jr"'-' -)   —  f^'"-'- 

X'"         \  xj\  x""-'/  \  X" 

en  posant 

II  I 

Am  =  J:"' 5      A,  =  jr 1       Ao  =  .r' =  o 


et 


on  aura, 

af— 

I 

x"" 

-  r  r    1 

/      I 

x4-  - 

V      ^ 

X  — 

1 

X 

V       ^/            I 

+ 


(w  — 3)(/w  —  4)  /         iN-"-^ 


I  .2 


v 


\  m— i 


De  même,  ayant 


^-^i  =  l"-^x)r"  +  i^' -'"""+ 


x'-V 


(4«7  ) 


en  posant 


et 


t  I  1 

JC"'  X  X. 


K  =  .r  4-  -î 


X 


on  aura 


I         /  A"'       TO  /  i\' 

x"'         \  xj  1    \  J/ 


TO    AW  3    /  I 


1         2        \  o: 

wf/T?  —  3Ww  —  5)/'         1 

\x-r- 

I  1.2  \  X 

Nota.  —  Dans  la  formule  qui  donne  acosm^,  on  a 
divisé  les  deux  membres  par  2cos«,  pour  donner  la 
même  physionomie  à  toutes  les  formules.  Comme  le 
second  membre  n'est  divisible  par  acosa  que  dans  le  cas 
de  m  impair,  il  en  résulte  que,  dans  le  cas  de  m  pair,  le 
dernier  terme  de  la  formule  suivante  contiendra  2cosfl, 
avec  Texposant  —  i. 

Par  exemple, 

cosSfl       ,  ..      8  ,  ,        8  5  , 

=  (2cosa)' 2Cosa  r  H —  -  i  2cos«/ 

cûsa         ^  I  '  i  6 

8  4-3  ,  ,,       8  3.2   I  ,  .    , 

^  (2COSa/  H r— 7  (2C0Sfl)-', 

12.3  1  2.3.4 

d'où 

cos8a:^  i28cos'a  —  256cos*a  -r-  i6ocos*a  —  32COS-«  -1-  I  . 
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EXPRESSION  DE  LA  DIFFÉRENCE  D'ORDRE  n' 
D'UNE  FONCTION, 

an  moyen  de  la  dérivée  dn  même  ordre  de  celle  fonclion  5 
Par  m.   a.  PIC  ART. 


Soit  j  =zf[x)  :  on  donne  successivement  à  la  va- 
riable les  valeurs  x,  x  -h  A,  a:  +  2 /«,... ,  x  +  nh\  la 
fonction  prend  les  valeurs  correspondantes/ (:i:), y (x+Z?), 
f[x  +  a/i), .  .  .  ^f[x  +  nh)  ;  sa  différence  /z'^'"*  est  alors 

bJ'yz=zf[x  H-  nh)  —  nf[x  H-  «  —  i  h    -! ■ f'\x  +  n  —  ih) 

nin  —  I  )  («  —  2  ) 


1.2.3 


f\.T-\-n  —  3  h 


-f-    —  iV  — ^ ^ — ^ ^/(-r-t-  n  —  ph)  -h.... 

^        ^  1.2.  ..p  -^  ^  '     ^ 

Il  s'agit  d'exprimer  cette  différence  au  moyen  de  la  dé- 
rivée ji'""^  de  la  fonction  f[x).  Posons 

f{x-^nh) — nf{x-hn — i  A')H f'x-\-n  —  ih) — ... 

''^- =A, 


ou 


n(n—ï) 


(0 


f(x-{-nh) — nf  x-{-n  —  i  h;-\ f{x-hn — a//)  — ... 

-+-  (— 1)"/"(^)  —À.h"  =  o, 

X X 

ou,  en  remplaçant  h  par 5 

/,x)^„/(x-5^^).^)/[x-iI2^]-... 

+  (-i)«/(x)-A(^— — j 


(4i9) 

et  considérons  la  fonction 


,W=/(x)-„/(x-^)^li^/(x-.^]-... 


Elle  s"  annule  pour  z  =  a:,  en  vertu  de  (i),  et  pour  z  =  X; 
car  elle  devient,  pour  cette  valeur  de  z, 

^|_  I  1.2  1.2.3  / 

et  la  quantité  entre  parenthèses  est  égale  à  zéro;  donc  sa 
dérivée  s'annule  pour  une  valeur  z^  de  z  intermédiaire 
entre  a:  et  X  (on  suppose  la  fonction ^'(a:)  finie  et  con- 
tinue dans  l'intervalle  de  x  à  X).  Or 

f  (.)  =-  /'(x  -  ^)  +  («  -  i)/'(x-  2  ^ 


(/?  — i)(«  — 2; 


A 


1 .2 

X  —  3^"-' 


/'(x-3^) 


Celte  fonction  9' (2)  s'annule  aussi  pour  z  =  X;  donc 
la  dérivée  '^J' [z)  doit  s'annuler  pour  une  valeur  z,  de  z 
comprise  entre  Zj  et  X  (pourvu  que /^'(x)  soit  continue 
dans  l'intervalle  de  x  à  X).  Or 

,''(z)  =  -l/"(x-^^U(«-r)/"fx-2^-^-^" 


ni  '        \  n         n 


:"-■""-=' /"fx-s^^^U-.. 


1.2  \  n      !  n 

n      j  n 


27. 


(  4^o  ) 

ou 

n,"{z]  =  _/"  (x  -  ^^^  +  {n-i)f"(x  -  2  - 


I  .2 

X 


lU 


Cette  dérivée  seconde  s'annule  aussi  pour  ^  =  X  5  car 
elle  devient,  pour  cette  valeur  de  z, 

-r'iX)r        n-j         („_,)(„_2)         n{n-i)(n-2),  1 

I 2H 5 4-+-...  U 

n       [_  I  1.2  1.2.3  J 

et  Ton  sait  que  l'expression 

,  («  —  i)  («  —  2)  - 

I  —    /2  —  I     2/'-t-   ^ ^-^ ^  3^ 


1  .2 

(n  —  i){n  —  2)(n  —  3) 

1.2.3 


-j-. ..+(— l)''«p 


est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de 
p  inférieures  à  ji  —  i ,  et  égale  à  1 .2. .  .[n  —  1)  ( —  i)"~S 
pour7;  =  7î  — 15  donc  la  dérivée  tierce  s'annule  pour 
une  valeur  z^  de  z  comprise  entre  z^  et  X  [pourvu  que 
f"{x)  soit  continue  de  a:  à  X]. 
Or 

«^y">^  =.-/"Yx  -  ^î-::!^  W  («  - 1)/'"  fx  -  2 — 


^"-'-^"-^V-(x-3^^=-^)3-. 


X—  s\"-^ 


+  («-i)(«-2)a(^') 


Cette  dérivée  s'annule  aussi  pour  z  =  X^  donc  la  dé- 
rivée quatrième  s'annulera  pour  une  valeur  z,,  de  z  com- 
prise entre  z^  et  X.  En  continuant  ainsi,  on  verra  que 
la  dérivée  n'^'"'  de  la  fonction  9(2)  doit  s'annuler  pour 


+ 


(    421     ) 


X 


X  } 


S 


4- 


X 


J2        i- 


+       'ï 


+    4 


y. 


V 
V 

o 


-a 


a)       '~^- 

2      I    -"^ 

D-  ^   - 

es  ^  ' 

E       + 


ai 


O 


o 
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•"a 


■a 
o 

's 


'.S 
•T3 


C 

O 


<u 

es 

3 

Em 

^.— ^ 

u 

'Oi 

«»-f 

^ 

« 

B 

"5 

> 

o 

^ 

Cl 

C5 

c3 

&- 

3 

~~ 

1 
1 

c; 

rt 

3 

O 

Ma 

aT 

U5 

«3 

S 

«_i 

« 

«^ 

V 

Ch 

o 

4-> 

H 

X 

^ 

'CS 

a; 

C 

H 

'o 

^O 

01 

IC 

■-a 

en 

o 

<u 

« 

C 

s 

"•!> 

^ 

> 

« 

~ 

> 

^ 

;_4 

,,— ^ 

rt 

ÏM 

*■■— * 

y 

H 

<D 

'^ 

"^ZJ 

— 

'S 

C 

tn 

'  \J) 

"? 

O 

Qi 

S 

0) 
«2 

X 

'S 

'o 

1! 

'0) 

C 
ce 

Z> 

tn 

aj 

. — . 

o 

^3 

Cl 

vj) 

H 

jj 

Cm 

> 

S 

H 
< 

>-> 

I 

—  as 


^ 
^ 


^ 

V 


^ 

e 

^ 


^3 

»H) 

v 

^ 

a; 

T3 

en 

cS 

■•-> 

""^ 

"cr 

s 

a> 

O 

.2 

•ï^ 

^— ^ 

3_ 

"* 

H 

w" 

3 

rt 

^ 

;j 

*^ 

» 

-« 

a; 

j3 

-5j 

tn 
S 

.2 

c8 

c 

"c 

C 

^ 

£3 

C 
C 

cS 

O 

o 

0) 

î> 

Ô 

ï  I- 


(  423  ) 
SUR  L'INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  RATIONNELLES 

Par  m.   E.   catalan. 


Tous  les  Traités  de  Calcul  intégral  contiennent  la  for 
mule  de  réduction 

(A)  2^=;- rV- 


dans  laquelle 


r     dz 


''P 


Z']P 


A  cause  de  Z,,  =arctangz,  cette  formule  fait  connaître 
successivement  z^.  z^, ....  Mais  il  y  a  plus  :  on  en  peut 
conclure,  par  un  calcul  très-simple,  la  valeur  générale 


deZ,(**) 


En  effet,  il  est  visible  que 


p-z 


(B)  z^  =  «  arctangs -i- y  «,--—— -, 

I 

a,  «1,  ^2, .  .  .,  «p_i  étant  des  coefficients  inconnus.  Pre- 
nant les  dérivées,  on  a  donc 

I 

On  tire  de  l'égalité  (A) 


(*)  Voir,  par  exemple,  le  Cours  d'Analyse  de  l'Unifersité  de  Liège. 
(**)  Abstraction  faite,  bien  entendu,  de  la  constante  arbitraire. 


2^  —  1 


(  4M  ) 

de  sorte  que  (C)  devient 

p-x  p-i 

-, ^a :-i-  >  "2.1  ai >  (li — 1)0, 1 

I  I 

ou 

[a  — a,)— — - -f-- (2rt,  —  3rtj) 


(l-hZ*)/'  '  '   I  -r-z'  '  (1  -H  2')' 

+  [^P-P  —  4)  ""p-^  -  (  2/^  —  3  )  ap_,  ] 


1— z'j/'-' 


+  (2/;-2)fl 


(I-I-2-'/ 


Identifiant  les  deux  membres,  on  trouve 


'D  — 1    ■> 

'^  ip  2 

^   '       (2/?  — 2)(2;?— 4)' 
:D)-      /  f2/,-3)(2p-5) 


2yj  — 2)(2/7  — 4)(2;?  — 6) 

î 

_    3.5. ..(2/^  —  3) 


2.4-6, . .{ip  —  2) 

Soit,    comme   application,  ^  =  5.    D'après   les    for- 
mules (B)  et  (D), 

r     dz  3.5.7  3.5.7      2 

f   =:  — -, — -r-Tk  arctanez  -{ .   ,',  

V(»  +  2^)'       2.4.6.8  ^         2.4.b.«  iH-z^ 

5.7  z  ^7  z 

"^ 4X8  (TT"^  ^  678  [x^z'Y 

I          z 
H-  77  7  4-  const. 

8  (i  +  z^)^ 


(  4^5  ) 

SIR  LES  DÉVELOPPEME\TS  DE  sin/m,  cosua,  SllYAXT 

LES  PtISSAXCES  DE   acosa  ET   2sina; 

Par  m.   V.-A.   LE  BESGLE. 


I.  Les  identités 

sin  [n  -+-  i)rt  =  sinna2.cosa  —  sin(rt  —  i)a, 
cos  (n  —  i)<7  =:  cosna  2co5«  —  cos[n  —  i}a 

montrent  que,  pour  les  arcs  o,  a,  2a,  3a,.  ..,  no,  les 
sinus  et  cosinus  forment  des  séries  récurrentes,  dont 
l'échelle  de  relation  est  2  cos  a  —  i;  on  peut  donc,  au 
moyen  des  deux  premiers  termes,  calculer  un  terme  quel- 
conque. Voici,  pour  les  sinus  et  cosinus,  le  calcul  des 
premiers  termes  : 

2sin0=0,  2COSO==2, 

2.  sin  a  ^=  y,  2cos«=^j:, 

2sin2(i  =  yx,  2C0S2«=X- — 2, 

2sin3a  =:  )fx^ —  i),  2COs3a^^  j:' —  3x, 

2sin4«  =  j(-ï'  —  2a:),  2cos4<^=-  -^^  — ^■^^  "^  2, 

2 sin 5 «  =:  j-(a:*  —  Sx''  -h  I;,         2  cos 5 a  =^  x^  —  5x^  -i-  Sx, 
2 sin 6 (7^=  j{x^  —  ^x^  -T-  3-r),      2cos6a  =x''-  — ôx^+gjr' — 2, 

2sin7/7iz=  j-(x'' — 5x^-r-6x- — i),    , 

2sin8r/  =  f{x'  —  6x''  -+-  io:c^  —  4  •^)> 
2sing^  =  j(x''  —  '] x" -^  i5x'  —  ioj:-i-  i), 

Pour  simplifier,  on  a  posé  2Cosa  =  x  et,  par  analo- 
gie, 2sinrt  =  y.  C'est  pour  éviter  les  fractions  que  l'on 
a  doublé  les  sinus  et  les  cosinus.  En  calculant  jusqu'à 
dix  termes  pour  les  sinus,  on  a  mis  en  évidence  la  loi 
des  signes,  celle  des  exposants  et  celle  des  coefficients, 


(  4'^6  ) 
qui  sont  des  nombres  figurés,  etc.,  de  sorte  qu'en  ayant 
égard  au  nombre  de  termes  de  chaque  colonne,  à  partir 
de  2sina,  on  voit  de  suite  que  l'on  doit  avoir 


U^-3)(n-/i)    ^ 
x" 


i  is'mna  =  y    ^"~'  —  [n  —  i)x'^' 

^'M  (.-4)(^-5)(.-6)^^„_^   ^       1 

Dans  les  nombres  figurés,  on  a  renversé  l'ordre  des  fac- 
teurs du  numérateur,  pour  retrouver  des  formules  don- 
nées dans  le  n°  337  des  Recherches  arithmétiques  de 
Gauss.  On  pourrait  calculer  de  même  acos^/a;  mais  il 
est  plus  court  d'employer  la  formule 

sin(«  +  i)(7       sin(/? —  x]  a 
icosna  =rz : 

J  J 

on  trouve  ainsi 

/  «(«  — 3) 

\  2  ces  na  =  x"  —  n  x"~-  -; x"~^ 

]  I  .2 

I  -  u,        -r  ••  •• 

\  1.2.3 

Comme  on  a  x-  -i-  j^  =  i\,  on  pourrait  changer  la 
forme  de  ces  formules 5  mais,  comme  a  est  quelconque, 

il  est  plus  simple  de  changer  a  en a,  en  ayant  égard 

au  changement  de  sin  ni aU  cos  72 1  ^ a  |  ?  et,  pour 

cela,  il  faut  considérer  le  cas  de  n  impair,  n  =  2m  -h  i, 
et  celui  de  n  pair,  71  =  2W. 

Le  changement  de  a  en a  change  j:  en  j^  et  réci- 
proquement :  pour  n  impair,  sin/î  f a)  devient,  en 


(  4^7 
posant  n  =  im  -jr  i, 

sin  I  ma  H na  ]  ^ 


savoir,  cosna  pour  m  pair  et  —  cos na  pour  m  impair; 


pour  cos«  y aj-,  on  trouve 

H- sin  «a     et     —sinna; 
pour  n  =  ^m, 


s\Ti-2m  1  - 


cos  2  m  i  -  —  «  I  =r  cos  [m-rz 


Il  y  a  donc,  pour  7?i  pair,  cliangement  de  signe  du  sinus, 
le  cosinus  restant  le  même;  c'est  le  contraire  pour  m  im- 
pair.. On  a  donc  ces  quatre  équations  :  i°  pour  ti  im- 
pair 


n  — I 


:3) 


i( —  1)^,2  cosna 
=  X    j'"~' —  («  — 


'■^  1.2  "^ 


(4)       ( — l)    ^     2Sm/Z«  =  J"—  /2J"~'-T j' 


2°  pour  n  pair 

(5)       dz  2sin/?^  =  :c[j"~'  —  (/?  —  2)  j""^-!-  ■  •  ■], 

//-^  „       «(«  —  3) 

(oj      np  2cos/?«  =  jr" — «j"~--i j"~''-T-. 


selon  que  -  est  pair  ou  impair  (*). 


(*)  Les  équations  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6)  ne  sont  qu'une  simplifica- 
tion des  formules  de  Caucliy;  seulement,  au  lieu  d'ordonner  suivant  les 
puissances  de  sin  a  et  cos«,  j'ai  ordonné  suivant  les  puissances  de  ia 
et  cos  a.  (^Voir  VAnaljse  algébrique  de  Cauchy,  ou  la  Trigonométrie  de 
M.  Serret.) 
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II,  Passons  aux  équations  de  degré  m  qui,  pour 
/i  =  2//Z  +  I,  donnent  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  o, 

2  T 

—  =  a,  2<7,  3a, ...,  iîi  —  i)a. 

Ayant  inscrit,  dans  un  cercle  de  rayon  i,  un  polygone 
régulier  de  n  côtés  Aq  A,  Aa.  .  •  A,„  A,„+i .  . .  Aj^,  on 
joindra  le  sommet  Aq  avec  le  centre  5  on  aura  un  axe  de 
symétrie  perpendiculaire  au  côté  A„  A,„^,  du  polygone. 
Si,  par  le  centre,  on  mène  une  perpendiculaire  à  l'axe 
de  symétrie,  on  voit  de  suite  que  les  sommets  symétri- 
quement placés  par  rapport  à  cet  axe  auront  le  même 
cosinus  et  des  sinus  égaux  et  de  signe  contraire  :  pour  Ao, 
le  sinus  sera  o  et  le  cosinus  i. 

Pour  avoir  les  doubles  sinus  y,  ou  les  diagonales  du 
polygone,  aussi  bien  que  le  côté,  on  fera,  dans  l'équa- 
tion (4),  sinna  =  2A7:,  on  divisera  par  j^  et  l'on  pren- 
dra pour  inconnue  j^ \  l'équation  divisée  par  2"  est  pré- 
cisément l'équation  (I)  du  n°  337  des  Disquisiliones 
arilhineticœ  de  Gauss. 

L'équation  (2),  où  l'on  ferait  na  =  2A7:,  étant  divisée 
par  2",  donnerait  réc|ualion  (II)  du  n**  337  déjà  cité-, 
mais,  comme  l'équation  (2)  revient  à  [x  —  2)  P*  =  o, 
voici  comment  on  trouvera  l'équation  P  =  o. 

On  remarquera  que 

sin  [p  —  q)  sin(/7  -i-  y  )  =  sin^p  —  sin^^, 

de  sorte  que,  posant  p  =  [in  -+-  i]a,  q  =  ma,  on  aura^ 

1   sin  a  sin  [2.  m  -+-  i)u 
(a)    s  . 

(       =  [sin(w  -f-i)û  -1-  sinw«][sin(/72  -+-  i)a  —  sin  ma]  ; 

en  posant  {-ini  4-  i)a  =  2A7:,  c'est  donc 

sin(  w  -1-  i)fl  -1-  sin  ma  =  o, 

que  l'on  doit  avoir.   Les  deux  équations  qui  viennent 


(  4^9  ) 
d'être  indiquées  sont  donc,  pour  le  cas  de  /;  =  2m  +  i, 

(7  5'"—  /2Z'"-'H ^ 2™--  +  .  .  .rt/ZnrO, 

^"  1.2 

où  2  est  le  carré  du  côté  et  des  diagonales, 


f  .  ^  .         (,«_2)(/«-3) 

'    .r"" —  (m  —  lj.r'"--+-!^ jc""-^ 


(8) 


-JT^ 


"^' 


c'est  l'équation  P  =  o,  transformée  au  moyen  de  l'équa- 
tion (i)  et  du  théorème  (a). 

Il  est  à  remarquer  que,  les  racines  de  (8)  étant  acosfl, 
2  cos  2a,...,  2  ces  ma,  on  aura 

[b]  I  -T-  2C0Srt  -+-  2C0S2fl  +  .  .  .  +  2Cosma  =  o, 

ce  qui  se  démontre  encore  en  projetant  ortliogonalement 
le  périmètre  du  polygone  régulier  de  2m  -f-  1  côtés  sur 
un  côté  prolongé  dans  les  deux  sens;  cela  vient  de  ce  que 
a  est  l'angle  au  centre  dvi  polygone,  ou  le  supplément  de 
l'angle  à  la  circonférence. 

III.   Si  Ion  considérait  l'identité 


t— 1 


on  aurait  une  série  récurrente  dont  l'éclielle  de  relation 

serait  /'H — >  —  i ,  ai  1  on  posait  r-i —  =  jc,  comme  on 
/'  ^  /• 

a  ?"-{ —  =  2,  on  trouverait,  comme  pour  la  série  des 

cosinus  o,  a,  2rt, .  .  . , 

I  /?(n  —  3  ) 

r"  -] =:  X"  —  n  x""2  -. '  a:"-"  —  .  .  . . 

r"  1.2 

Pour  identifier  cette  équation  avec  l'équalion  (2),  il 

faudrait  poser 

1 

r  -\ =:  2C0Sfl, 

r 
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ou 

r^  —  "ircosa  +  i  =  o, 

/•  :=  cosfl  4-  sin«  J —  i  ,      -  =  cosa  —  sina  J—  i  , 
*  r 

on  aurait 

;•*  H 7  =  2  cos  ^a. 


et  l'équation  [b)  donnerait 


I  r 

I  -i-  r  -^ \-  r"^  -\ r 


OU 


..2m+\ 


r  —  I 
ou  encore 

(/•' — 2/"cos«  +  i)  [r^ — az-cosart  -f-i )...(/•' —  arcoswa  —  i)=ro. 

Comme  des  équations 

/•  =  cos  «  -I- sina  v' — i,     -^cosa  —  sina  y  —  i 

on  tire 

r^^  I 

2C0S«  =:  5 

r 

I  —  r"^    :- —  I  —  r^    , 

.      2sma  =  -— —  v^-i,     tanga  =  -^-j— ^V— I, 

on  peut,  comme  le  fait  Gauss,  ramener  la  détermination 
de  sina,  cosa,  tangrt,  à  la  résolution  de  /'" —  i  =  o. 

Dans  le  n°  337,  dont  j'ai  voulu  faire  ici  un  petit  com- 
mentaire, on  trouve  l'équation  de  degré  impair  dont  les 

racines  sont  les  tangentes  des  arcs  A  —  : 
^  n 

n[n  —  \\  nin — \)[n  —  i)[n  —  3)  , 

1.2  1.2.3.4 

elle  se  tire  de  la  formule  générale 

nin  —  i)  («  —  3) 
nx o-'  -^-  .  .  . 

1.2.3 

tang««  = -r- — '- — ; '(^=  tango), 

°  nin  —  i)  ^  o    // 

I x'-J-  .  .  . 

I  .2 


(43i  ) 
où  l'on  retrouve  les  coefEcieutsbinomiaux.  Cette  formule 
se  démontre  par  la  méthode  dite  de  proche  en  proche, 
en  partant  de  l'équation 

tang2«  =  ^ ■')      d'où     tangSar^— ^ _!_,,.. 

Remarque.  —  Pour  p  =iz  ly^  l'équation  (8)  est 

.r*  -4-  a?'  —  'jx^  —  6x^  -\-  i5jc^  -f-  lox' —  IOj:'  —  ^x  -+-  i  =  o; 

les  racines  sont,  en  posant  —  =  w,  les  suivantes  :  2  cosœ, 

2C0S2W,.  .  .,  2cos8w.  Gauss  a  donné  la  première  dans 
le  n°  365  des  Disquisitiones  ;  j'ai  donné  les  autres 
(avec  deux  erreurs  de  signe)  dans  le  tome  V  de  la  pre- 
mière série  des  Nouvelles  Annales.  Je  profite  de  l'occa- 
sion pour  les  rectifier. 

Dans  les  équations  suivantes  : 

A3=34— 2y/i7,     8  =  34  +  2^/17,     AB  =  64.i7, 

le  signe  4-  du  radical  principal  (qui  est  multiplié  par  2) 
appartient  au  premier  cosinus  placé  dans  le  premier 
membre,  le  signe  —  appartient  au  second  cosinus  : 

i6cosw,     i6cos4««> 

=  —  1+  s/ï?  H-\/Adz2  \/i7  +  3v/i7  —  (^y'AH-2  v'b), 
i6cos2oj,     i6cos8w 

=  —  I  +  v/T?  4-  v/Adz2  \/i7  +  3  \j~i^  -^{sll  +  2  ^b), 
i6cos3w,     i6cos5w 

—  _  I  _  y/7^  -4-  y/B  ±:  2  V' 1 7  —  3  v'I^  —  i  v'b  —  2  s/Â), 
i6cos6co,     i6cos7&> 

—  _  I  _  y/7^  _  ^B  ±  2  Vi 7  —  3  v'T7  +  (  v^B  —  2  y/Â) . 

On  en  tirera  facilement  le  carré  du  côté  et  des  diago- 
nales du  polygone  régulier  de  17  côtés. 
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CONCOURS  D'AD^IISSIO^i  A  L'ÉCOLE  POLYTECimiQlE 

(APÉE  i873). 


Composition  mathématique.  —  On  donne  un  cercle 
et  un  point  A,  et  Ton  demande  le  lieu  des  centres  des 
hyperboles  équilatères  assujetties  à  passer  par  le  point 
donné  A  et  à  toucher  en  deux  points  le  cercle  donné. 

On  discutera  la  courbe  obtenue  pour  les  différentes 
positions  du  point  A,  et  l'on  démontrera  que,  dans  le 
cas  général,  les  points  de  contact  des  tangentes  qu'on  peut 
mener  au  lieu  par  le  point  A  sont  situés  sur  une  circon- 
férence de  cercle. 

Calcul  tri gonométriq lie.  —  Etant  donnés, dansun  trian- 
gle rectiligne  ABC,  deux  côtés  et  l'angle  compris,  savoir  : 

^.  =  5824™,  704,     0  =  4754-", 376,     A  =  75°25'25", 

calculer  les  angles  B,  C,  le  côté  a  et  la  surface. 

Composition  de  Géométrie  descriptii^e.  —  On  donne 
un  cylindre  à  bases  parallèles;  la  base  inférieure  est  un 
cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection-,  son 
centre  est  à  5  centimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre 
et  son  rayon  de  4  centimètres.  Ses  génératrices  sont  pa- 
lallèles  au  plan  vertical  et  inclinées  à  45  degrés  sur  le 
plan  horizontal,  et  sa  base  supérieure  est  à  une  hauteur 
de  i4  centimètres  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Une  sphère,  ayant  pour  rayon  y  centimètres  et  pour 
centre  le  point  milieu  (1,1')  de  l'arête  (AB,  A'B')  du 
cylindre  parallèle  au  plan  vertical  et  la  plus  rapprochée 
de  ce  plan,  coupe  le  cylindre. 

On  demande  de  représenter  le  corps  qui  subsiste  quand 
on  détache  du  cylindre  le  volume  commun  à  ce  cy- 
lindre et  à  la  sphère. 

On  donnera  la  construction  d'un  point  et  de  la  tan- 
gente en  ce  point,  en  expliquant,  s'il  y  a  lieu,  les  con- 
structions employées,  à  côté  de  l'épure. 
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NÉCROLOGIE. 


UNIVERSITAS  REGIA  FREDERICIANA 
CHRISTOPHORUM   HANSTEEN 

MATHESEOS    APPLtCAT.E    QUONDAM    PUOFESSOREM 

VIRUM   INGENU    DOCTRINXQl'E  LAUDIBUS  CELEBP.ATISSIMfM 

EX   HCjrS   ACADEMI/E    FUNDATORIBUS  SOLCM  HCCUSQIE   SLPERSTITEM 

DIE    XI    MENS.    APR.,     ANNO    ^TATIS    LXXXIX    MORTE    DEFUNCTUM    ESSE, 

HIS   LITTERIS   IINDICAT. 

Natus  est  Hanstenius  noster  Christianise  die  xxvi 
mens.  Septembr.  anno  superioris  Sccculi  octogesimo 
quarto,  patie  Johanne  INlatlhia  Hansteen,  vecligalibus 
regiis  pi^cefecto,  matre  Anna  Cailiarina  Treschow.  Ex 
schola  calhedrali  Christianiensi,  cujus  tuni  rector  erat 
Nicolaus  Treschow  (poslea  philosophise,  priraura  Hau- 
ni?e,  deinde  Christianiœ  professor  ceieberrimus,  pos- 
Iremo  regiis  consiliis  adhibitus),  in  Academiam  Haunien- 
sem  anno  mdcccii  dimissus  est.  Juris  scienliœ,  cui  se 
primo  dederat,  mature  valedixit,  et  anno  mdcccvi  collega 
Gymnasii  Fredericoburgensis,  quod  in  Selandia  est, 
constitutus,  disciplinas  mathematicas  docere  cœpit,  quo 
factum  est,  ut  paulatim  se  haruni  artium  studio  totuni 
dicaret.  Sex  annis  post  Hanstenius  prœmium,  quod  So- 
cietas  scientiarum  Reg.  Hauniensis  ei  pollicita  erat,  qui 
de  magnetismo  terreslri  oplime  scripsisset,  summa  rum 
laude  reportavit  et  hoc  primo  opère,  quod  typis  non  di- 
vulgatumest,  ita  eruditorumhominum  oculos  in  se  con- 
vertit, ut  mox  in  nova  Universitate,  quam  Fredericus  VI 
Norvagis,  assiduis  precibus  jam  dudum  academicam  in- 
stitutionem  petenlibus,  tandem  concesserat,  professor  de- 
Ann.  de  Mathémat.,  t.  XII,  2«  série.  (Octobre  1873.)         28 
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signaretur.  Anno  mdcccxiv,  quo  tempore  salus  patriœ 
summum  discrimeu  adiré  videbatur,  Hanstenius,  in  pa- 
triam.  redux  factus,  munus  academicum  accepit.  Paucis 
tantum  prœceptoribus  Musarum  Christianiensium  infan- 
tia  gaudebat,  et  deerat  prorsus  supellex,  qua  iis  potissi- 
mum  opus  est,  qui  rébus  naturalibus  scruiandis  et  expli- 
candis  vacant.  Hanstenius  igitur,  quum  astronomici  doc- 
toris  provincia  ei  demandala  esset,  observaliones  primo 
domi  suîe,  deinde  in  ligneo  tugurio  hune  in  usum  sedifi- 
cato,  facere  incepit,  mutuato  tantum  sextante  ac  horolo- 
gio  pendulo  instructus.  Sed  nihilominus  animus  solers 
ac  coustans  victor  evasit.  In  magnetismo  terrestri,  oui 
primitiasstudiorumsacraverat,  observando,summaindus- 
tria  usus,  perseverabat,  et  jam  anno  mdcccxix  opus  illud 
insigne  divulgare  potuit,  quod  inscribitur  Untersu- 
chuns;en  ûbe:'  den  Magnetismus  der  Erde,  et  Christia- 
nise sumplibus  régis  augustissimi  Caroli  Joannis  compa- 
ruit.  Duobus  annis  post  mutaliones  intensitatis,  quae 
quotidie  fiunt,  invenit,  et  anno  mdcccxxvi  primus  tabulam, 
intpnsitatis  indicem,  publiai  juris  fecit.  Sed  quominus 
hisce  studiis  auspicatissimus  finis  imponeretur,  imprimis 
obstitit,  quod  ex  Sibiria,  ubi  intensilas  magnetica  major 
est  quam  uJlo  alio  loco,  prorsus  nuUse  exstabant  obser- 
vationes.  Vehemens  igitur  Hanstenium  cepit  cupiditas 
hujus  terrœ  visenda;,  plerisque,  ne  dicamus  omnibus,  Eu- 
ropse  incolis  adhuc  ignotae,  et  a  rege  magnisque  regni 
comitiis  petere  ausus  est,  ut  sibi  publicis  inipensis  in 
Sibiriamproficisci  liceret.  Qui  est  laudabilis  nostri  regi- 
minis  artium  litterarumque  favor,  voti  compos  factus  est 
et  annis  mdcccxxviii  seqq.  per  Russiam  Sibiriamque  ce- 
leberrimum  illud  iter  fecit,  quod  senex  peculiari  opère 
festive  ac  eleganter  descripsit.  Doctos  naturœ  indagatores 
remotœ  illœ  regiones  tum  viderunt  paucos  5  nondum  ce- 
leberrimus  Humboldtius  Asiœ  montes  visitaverat. 
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Quœ  patria  Hanslenio  debeat  hoc  loco  non  enume- 
randa  sunf,  sed  sufficiet  dicere  ejus  consilio  egregiam 
astronomicam  speculani  anno  mdcccxxxii  conditam  esse, 
eo  rectore  ac  prseside  pêne  totam  Norvegiam  trigonome- 
trice  et  geograpliice  descriptam,  ejus  auspîcils  tabulas 
liltoris  norvegîcî  maxlmam  partem  esse  confectas,  ejus 
auctoritale  pondéra  mensuramque  liujus  civitalis  publiée 
esse  constiluta,  denique  non  solum  academicani  juventu- 
tem,  sed  eliam  permullis  érections  ingenii  liomines, 
militaribus  officiis  functos,  ejus  disciplina  usos  esse. 

In  permultas  Societates  doctas  Hanstenius  receptus  est, 
etiam  mons  in  Luna  observatus  ejus  nomine  appellatur. 
Anno  MDCccLVi,  quum  semisecularia.  publici  muneris 
celebraret,  Universitas  nostra,  gratum  animum  testifica- 
tura,  memorialem  nummuni  excudendum  curavit,  in  que 
leguntur  liœc  verba  :  «  Splendet  in  orbe  decus  ».  luse- 
quentibus  annis,  impetrata  a  rege  venia,  publiée  legendi 
officio  liberatus  erat,  donec  anno  mdccclxi  munus  aca- 
demicum  abdicavil,  ita  tamen,  ut  ei  in  domicilio  ad  spe- 
culam  astronomicam,  cuni  niunere  coujuncto,  quoad  vi- 
veret,  habitare  concessum  sit.  Quum  fatis  nuperrime, 
ad  annos  Nestoreos  pêne  provectus,  tandena  concessisset. 
funebria  justa  viro  celeberrimo  Universitalis  auspiciis 
solenniter  et  magniflce  facta  sunt,  publica  laudalione  ab 
Olao  Jacobo  Broch,  V.  Cl.  Matlieseos  professore,  in  aula 
academica  liabita,  et  cunctis  magnoi^um  regni  comitio- 
rum  membris,  regiis  consiliariis,  supremis  rcgii  judici- 
bus,  omnibus  fere  ingenuis  liujus  urbis  ordinibus  funeris 
exequias  comilantibus.  Jussu  absen lis  régis  augustissimi 
aderat  aulœ  regiœ  prsepositus. 

Christianise,  die  xxx  mensis  Maji  anno  mccclxxiii. 

C.  HoLST, 
Secretarius  Universitalis. 

'  2.8. 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  tTune  Lettre  de  M.  L.  Saltel.  —  Soit 

AX^  +  A'Y'  +  A"Z=  -{-  2 BYZ  +  aB'ZX  +  2B"XY 

-t-  2CX  4-  C Y+  2C"Z  +  D  =o 

l'équation  la  plus  générale  des  surfaces  du  second  ordre 
rapportée  à  des  axes  coordonnés  rectangulaires. 

Considérons  les  trois  groupes  (a),   (|3),   (y)  de  deux 
équations, 


(«) 


(P) 


(7) 


A  — S  B"  C-\-Sx 

W     A'  C'+Sr 

B'      B  C"-I-Sz 

A'  — S  B  C'  +  Sj 

B       A"  C'+Ss 

B"  .  B'  C-h^x 

A"- S  B'  C"+Sz 

B'       A  C  -+-Sa- 

B       B"  C  +Sj 


=  0, 


=  o, 


A  —  S  B"                C  -t-  Sj: 

B"  A'— S            C'  +  Sj 

C  +  S^  C  +  Sj  D— S  {x^+y^-^z') 

A'— S  B               C'+Sj 

B  A"—  S          C"H-  Sz 

C'4-Sj  C"-i-S2  D~S(x=+j4-^= 

A"— S  B'                C"  +  Sz 

B'  A  — S              C  +  Sjt 

C"+S2  C  +  Sx  Yi—S{x-+y'--uzA 


=  o\ 


=  o: 


o; 


et  donnons  successivement  à  S  les  trois  valeurs  déter- 
minées par  l'équation 

A  —  S         B"  B' 

B"       A'— S  B 

B'  B         A"— S  . 

Chacun  de  ces  groupes  représente  les  équations  des 
focales  de  la  surface;  en  outre,  l'ensemble  des  deux 
plans  des  courbes  de  contact,   correspondant  au  foyer 
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[x,  7,  z),  est  représenté  par  l'équation 

(A  —  S)X'  +f  A'  —  S)Y=+  (A"—  S)Z=  +  2ByZ 

-+- 2B'ZX  +  2B"XY  +  2(C  +  Sx)X -t- 2(C  +  Sj)Y 

+  2(C  +  S3)Z  H- D  —  S(x'-|- j'-f- 3=)  =  o; 

et,  conséquemment,  la  directrice  correspondant  à  ce 
foyer  est  l'intersection  des  deux  plans  représentés  par 
cette  même  équation. 

Comme  application,  nous  signalerons  une  série  de  pro- 
blèmes qui  conduisent  à  des  calculs  très-simples;  nous 
les  résumerons  dans  l'énoncé  suivant  : 

Lieu  des  focales  des  surfaces  du  second  ordre  qui 
passent  par  un  cercle  donné  et  qui  sont,  en  outre,  assu- 
jetties à  trois  autres  conditions  données. 

On  considérera,  par  exemple,  le  cas  où  la  surface  est 
assujettie  à  avoir  un  foyer  fixe  donné  (a,  jS,  y)  et  passant 
par  un  point  donné  5  on  examinera  le  cas  où  le  foyer  est 
dans  le  plan  du  cercle  ou  sur  le  cercle,  c'est-à-dire  si 
c'est  un  ombilic. 

SOLITIO^S  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIYELLES  ANNALES. 


Question  526 

(  voir  1"  série,  t.  XIX,  p.  234  ); 

Par  m.  C.  MORE  AU, 
Capitaine  d'Artillerie ,  à  Constantine. 

Si  r  équation 
a  une  racine  double  a,  posons 

M  =:   ^ =  -  • 

(  ace  -r-  2  bcd  —  acP  —  eb^  —  (^  f       P 
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Démontrer  les  équations  suwantes  : 

dM  clM  clM  dM 

da         Z    db  2    de  i    dd 

db  de  dd  de 

(MiCHAEL    ROBERTS.) 

Soient 

/(rt,  b,  c,  d,  e,  x)7=o 

l'équation  proposée,  et 

F(rt,  ^,  c,  d,  e)  =  P  —  27  J'  =  o 

la  condition  pour  que  deux  racines  de  cette  équation 
soient  égales  5  dilTérentions  ces  deux  équations,  on  a 

Cda  H-  fldb  -f-nde+  fa  dd  +  fde  +  /J^x  =  o, 
et 

^ada  +  Y'udb  +  Y'^dc  +  F'  dd  -\-  F'^de  =  o. 

Si  X  devient  égal  à  la  racine  double  a,  f^.  s'annule  et 
la  première  des  deux  équations  précédentes  devient 

a'  da  +  ^u^db  -h  6c/} de  H-  4  '^dd  H-  de  =  o. 

Supposant  alors  successivement  c,  d,  e  ou  d,  e,  a,  ou  e, 
a,  b,  ou  a,  b,  c  constants  à  la  fois,  les  différentielles 
correspondantes  s'annulent  et  on  a  les  quatre  systèmes 
suivants  : 

cc'da  +  ^'x^db=o,     Y'ada^¥'i,db=o, 

,  4a'rf^»  +  6a^de  =  o,     F'a  db  +  F^^^^c  =  o, 
fi)  {  , 

'    by.-dc -h  ^a.dd  =  0  ,      Ycde  +Fjdd  =  o, 

4a  ^ri  -T-     de     =  O,     F'ddd  -h  Fé<^e  =  o, 
qui  donnent,  pour  a, 

f;     3  F',     2  f:,      I  f;, 


"  '  "^  F,     2  f;  ~  3  f;,     4  F^ 
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Or 

P— 27J'  F(«,  b,.  . 


M  =  -  =  27  -+- 


c?M  "  da      ^  F' 


cela  montre  que  les  dérivées  partielles  des  fonctions  F 
et  M  sont  proportionnelles  et  que,  la  valeur  trouvée  pour 
la  racine  double  ne  contenant  que  leurs  rapports,  on  peut 
y  remplacer  ces  dérivées  les  unes  par  les  autres.  On  aura 
donc  enfin 

^M  d'Sl  dM  dU 

.     da         3   db  1    de  i    dd 

^  ~  ^  Hm  ~  2  'dû  ^  3  "^  ~  4  rfM  ' 
db  de  dd  de 

Les  raisonnements  qui  ont  servi  à  établir  les  rela- 
tions (i)  ne  sont  nullement  particuliers  à  l'équation  du 
quatrième  degré  et  ils  sont  facilement  applicables  à  une 
équation  de  degré  quelconque,  ayant  un  ou  plusieurs 
couples  de  racines  égales. 
Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M,    Brocard. 


Questiofi  56 

(  TOir  i"  série;  t.  I ,  p.  521  )  ; 

Par  m.  h.  BROCARD. 

Théorème.  —  Étant  donné  un  système  de  lignes 
droites  situées  dans  V espace  d^une  manière  quelconque, 
on  peut  mener  une  infinité  de  plans  dont  chacun  coupe 
toutes  ces  droites. 

Par  un  point  fixe  quelconque,  menons  des  parallèles 
aux  droites  données  5  elles  détermineront  un  cône  C  d'un 
certain  degré. 
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Si  l'on  considère  une  droite  renfermée  à  l'intérieur 
de  la  nappe  du  cône  C  et  partant  de  son  sommet,  il  est 
évident  que,  n'étant  parallèle  à  aucune  des  génératrices 
de  ce  cône,  tout  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  ren- 
contrera ces  génératrices  et,  par  suite,  les  droites  du 
système  donné,  qui  leur  sont  parallèles. 

La  région  extérieure  au  cône  C  renfermera  une  in- 
finité de  directions  de  normales  à  des  plans  répondant 
à  la  question  5  mais,  par  exception,  quelques-uns  de  ces 
plans  pourraient  être  parallèles  à  des  droites  du  système 
donné. 

Question  972 

(Toirz'  série,  t.  VIII,  p.  5G2); 

Par  m.  gallois. 

Reconnaître  les  différentes  surfaces  représentées  par 

V  équation 

r  -+-  3         x  H-  z 

a  " h  0 1-  I  =  o, 

X  y 

quand  a  et  b  prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 

Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  différentes  sur- 
faces. 

Indiquer  les  particularités  relatives  aux  axes  de  coor- 
données, aux  sections  planes. 

Peut-il  j  avoir  des  sections  circulaires  P 

Les  surfaces  peuvent-elles  être  de  révolution  ? 

Montrer  que  leur  enveloppe  est  une  surface  du  se- 
cond ordre^  lorsque  le  produit  ab  est  constant. 

Je  mets  l'équation  sous  forme  entière,  et  je  suppose 
que  a  et  Z»  ne  sont  jamais  nuls  à  la  fois.  L'équation,  sous 
sa  nouvelle  forme,  est 

(i)  bx""-^  ay""-^-  ayz  -\-bzx-^  xy  =  o; 
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quels  que  soient  a  el  b ,  les  surfaces  représentées  par 
celte  équation  sont  à  centre,  et,  de  plus,  l'origine  des 
coordonnées  est  à  la  fois  un  point  et  un  centre  de  ces  sur- 
faces. Cette  équation  ne  peut  donc  représenter  que  des 
cônes  ou  des  variétés  du  cône. 

Considérons  les  équations  du  centre 

2.ba:  -{-  y  -{-  bz  =:o, 

X  -f-  la  y  -h  ûZ—-~  o, 

b  X  —-  ay  :=^0. 

Si  le  déterminant  de  ces  trois  équations  est  différent 
de  zéro,  c'est-à-dire  si  l'on  a  lab  {i — b  —  rt)^o,  les 
surfaces  représentées  par  l'équation  (i}  sont  à  centre 
unique,  et,  par  suite,  ne  peuvent  être  que  des  cônes;  je 
démontrerai  plus  loin  qu'ils  sont  toujours  réels. 

Si  le  déterminant  est  nul,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
2ab  [i — b  —  a)=:o,  les  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion (i)  ne  peuvent  être  que  des  plans; je  disd'abordque 
ces  plans  se  couperont  toujours-,  car, si  l'on  considère  les 
équations  du  centre,  on  voit  que  si  a  et  ^  ont  des  valeurs 
finies  et  différentes  de  zéro,  la  dernière  équation  ne  peut 
se  réduire  avec  aucune  des  deux  premières,  puisque  son 
coefficient  en  z  est  nul  5  d'un  autre  côté,  la  même  consé- 
quence a  lieu  si  une  des  valeurs,  a  par  exemple,  est  finie 
(ou  nulle)  et  l'autre  b  infinie.  Si  l'on  suppose  en  même 
temps  a  =  co  ,  b=  ao  ,  alors  les  deux  premières  équations 
deviennent  ^x -t-z  =  o,  2j--{-z=^o  et  sont  distinctes. 
Les  équations  du  centre  ne  pouvant  se  réduire  à  moins 
de  deux,  on  a  donc  toujours,  quand  labl^i  — b —  a)  =  o, 
deux  plans  qui  se  coupent,  qui  sont  aussi  toujours  réels, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin.  Ainsi,  dans  le  cas  géné- 
ral, l'équation  proposée  représentera  des  cônes,  et,  dans 
les  cas  particuliers  où  l'on  aurait,  ou  a  =:  o,  ou  è  =  o, 
ou  a-f-  6  =  1 ,  elle  représentera  des  plans  qui  se  coupent. 
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Pour  trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  différentes  sur- 
faces, il  suffit  d'éliminer  a  el  b  entre  les  trois  équations 

du  centre;  des  deux  premières,  on  tire  h  z= , 

«  = -,  et,  remplaçant  dans  la  troisième,  il  vient, 

pour  l'équation  du  lieu  cherché, 


xy 


\ix  -\-  z        "2. y  -1-  ^y 


Le  lieu  se  compose  donc  de  l'ensemble  des  trois  plans 
a:  =  o,  ^=o,  X  -i~y-\-z^=  o.  Ce  dernier  est  perpen- 
diculaire à  l'intersection  des  plans  bissecteurs  des  dièdres 
du  trièdre  formé  par  les  plans  de  coordonnées,  et,  de 
plus,   il  passe  par  l'origine. 

Sections  pai'  les  plans  de  coordonnées .  —  Je  reprends 
l'équation 

bx''  -i~  ay^  -+-  ayz  +  b zx  H-  xy  =  o. 

En  faisant,  dans  cette  équation,  a;  =  o,  il  reste 
aj  [y-  -\-  z)  =^  o  :  \e  plan  des  zy  coupe  donc  les  surfaces 
suivant  deux  génératrices,  dont  l'une  est  l'axe  des  z  et 
l'autre  la  bissectrice  de  l'angle  de  la  partie  positive  de 
l'axe  des  j  et  de  la  partie  négative  de  l'axe  des  z. 

Pour  j^=  o,  il  reste  bx[x  -{- z)=o\  le  plan  des  zx 
coupe  donc  aussi  les  surfaces  suivant  deux  génératrices. 

Pour  2  =  0,  on  a  b x"^ -\-  ay^-  -\-  xy  ^=  o'^  le  plan  des  xj 
coupe  les  surfaces  suivant  deux  génératrices,  puisque 
l'équation  bx^  H-  ay^  -{-  xy  =  o  est  homogène  5  mais  ces 
génératrices  peuvent  exister  ou  ne  pas  exister,  suivant 
les  valeurs  de  a  et  de  b.  On  peut  remarquer  que  ces 
droites  seront  toujours  réelles,  si  l'on  a,  soit  a  =  o,  soit 
b  =  o. 

L'axe  des  z  est  donc  génératrice  de  la  surface. 

L'existence  certaine  de  deux  droites  réelles   comme 
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intersection  d'un  des  plans  de  coordonnées  par  les  sur- 
faces, puisque  je  suppose  que  aelb  ne  s'annulent  pas  à 
la  fois,  démontre  que  les  surfaces  représentées  par  l'é- 
quation proposée  sont  toujours  des  cônes  réels  ou  des 
plans  réels  qui  se  coupent. 

Pour  déterminer  la  nature  des  sections,  je  coupe  les 
surfaces  par  un  plan  lx-{-mj-[-nz=^o.  Je  puis  prendre 
le  plan  passant  par  l'origine,  puisque,  pour  des  plans 
parallèles,  on  a  des  sections  homolliéliques.  La  projec- 
tion sur  le  plan  des  zy  de  l'intersection  sera 

—  lj-{mj-hnz)  —  o, 
ou 

y^bm' -{^  aP  —  Imy-  -h  z'  {bn'  —  b!n) 

-\~jz[2bmn -h  al-  —  Ibm  —  «/)  :=  o. 

Cette  équation  homogène  ne  peut  représenter  que  des 
points,  des  droites  qui  se  coupent  ou  des  droites  confon- 
dues ;  les  sections  peuvent  donc  être  des  ellipses ,  des 
hyperboles  ou  des  paraboles.  Suivant  que  la  quantité 
[^bmn-\-al- — Ibni — ni)- — ^[hm~-\'aP — hn)  [b?r — bln) 
sera  négative,  positive  ou  nulle,  la  courbe  d'intersection 
sera  du  genre  ellipse,  hyperbole  ou  parabole. 

On  peut  vérifier  que,  quand  on  a  soit  <3=o,  soit  b=o, 
soit  a  -h  b  =z  i^  cette  quantité  ne  peut  être  que  positive 
ou  nulle. 

Pour  voir  s'il  y  a  des  sections  circulaires,  je  coupe  par 
une  sphère  x^ -i-  j'  -t-  z^  =  o ,  et  je  forme  l'équation  des 
swrfaces  passant  par  l'intersection  de  cette  sphère  et  des 
surfaces  représentées  par  l'équation  proposée.  Celte  équa- 
tion est 

x*(0  -f-X)  -4-j2(rt-l-X)  -4-  Iz-  -h  ajz-\-  bz.v  -\-xy^o; 
j'exprime  que  cette  équation  représente  deux  plans  qui 
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se  coupent,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  centres 
en  ligne  droite.  Je  vais  donc  égaler  à  zéro  le  déterminant 
des  équations  du  centre,  qui  sont 

2{b-\-l)x-\-j-hbz=zo, 

X  -{-  i{n  -\-  X)j-H-«zr=o, 

hx  -f-  ay  -1-  i\z  =  o. 

Le  déterminant  égalé  à  zéro  me  donne  l'équation 

8  X  (a  H- X)  (è  +  a)  +  2  «^^  —  2  (a-f-).)  &^  —  2(  è -t->  jû' —  2\  =  o  ; 

je  développe,  et  il  vient 

^V-^%'}?{a^b)^  i\{[^ab  —  h'—  a^—\)  +  -2.ah[\—o—a)z=zo. 

Cette  équation  doit  avoir  ses  trois  racines  réelles,  dont 
une  correspond  à  deux  plans  réels ,  les  deux  autres  à 
des  plans  imaginaires.  On  peut  facilement  vérifier  que, 
dans  l'un  des  trois  cas,  a=:o,  b  =  o,  a-\-b  —  i  =  o, 
cela  a  lieu;  car  l'équation  en  À  a  alors  une  racine  nulle, 
ce  qui  indique  que  les  plans  cherchés  sont  précisément 
l'ensemble  des  plans  représentés  par  l'équation  propo- 
sée.  Les  deux  autres  racines   sont  réelles   et  ont  pour 

.  2rt/;±  i/5«^+ 56--4- 4«6  +  I      -r»  '    • 

expression  A  = — •  Pour  véri- 
fier que,  dans  le  cas  général,  celte  équation  a  trois  racines 
réelles,  il  suffît  d'exprimer  que  la  plus  grande  des  racines 
de  la  dérivée  et  -f-  oo  donnent  des  résultats  de  signes 
contraires;  car,  en  cherchant  les  racines  de  la  dérivée, 
on  voit  qu'elles  sont  toujours  réelles  et  qu'elles  sont 
représentées  par 


4(«  +  è)±  \/\6{a-]-by—i-2(/^ab  —  b^  —  a'  —  i) 
• —  " 


L'infini  donnant  le  signe  4-,  il  suffit  d'exprimer  que 
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À  .—  ^^ donne  le  signe  —  \  en  enecluant  les 

réductions,  on  arrive  à  une  condition  toujours  remplie. 
Pour  reconnaître  si  les  surfaces  sont  de  révolution,  je  vais 

•      •  1  j-  •         A       S'S"       A/      B"B       A//      BB' 

voir  SI  Jes  conditions  h -—  =  A ■— -  =:A -7^  ? 

B  B  6 

qui  indiquent  que  les  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion générale  du  second  degré  sont  de  révolution,  peuvent 
être  satisfaites.  On  suppose,  toutefois,  cliacune  des  quan- 
tités A — —  =...^0.  Je  chercherai  directement  ce 

qui  arrive  dans  le  cas  où  ces  quantités  seraient  nulles. 
Ces  conditions  deviennent 

/;  a  ah 

"Xa  ib  2. 

On  aura,  en  supposant  a  et  b^o  des  surfaces  de  révo- 

lution ,  quand  a  sera  égal  àb,  et,  de  plus,  a = ; 

le  plan  bissecteur  des  (j 'z,  zx)  est  alors  un  plan  de  sy- 
métrie. 

Si,  maintenant,  l'une  des  quantités  a  ou  b  est  nulle, 
on  ne  peut  pas  avoir  de  surfaces  de  révolution  5  car  on 
sait  que,  lorsque,  dans  une  équation  du  second  degré, 
un  seul  rectangle  manque,  celle-ci  ne  peut  représenter 
une  surface  de  révolution. 

Enveloppe  dans  le  ccts  où  ab  est  constant.  —   Je 

remplace  b  par  -  dans  l'équation  (i),  qui  devient 

( 2  )  kx^  -\-  «'j'  -f-  n'^yz  -\-  kzx  +  axy  :=:o. 

L'équation  dérivée  étant 

(3)  2rt  J^-i-  2«J3  -t- xj  =  o, 
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j'ai  à  éliminer  a  entre  ces  deux  équations  5  de  l'équa- 
tion (3)  je  tire 


et,  reportant  dans  l'équation  (2),  il  vient,  pour  l'équation 
de  l'enveloppe, 

4  A-^-(j  +  zY—x'x  (j  +  z)  +  4/-zx(7  +  zY=o. 

Je  divise  le  premier  membre  par  x  {j -r-  z)  :==  o  ^  ce  qui 
supprime  les  solutions  a:  =  o,  j^  -4-  z  =  o,  et  il  reste 

^kx{y-+-z)  —  ^j-h4Az(j  +  z)  =  o, 

équation  du  second  degré  qui  représente  une  surface 
rapportée  à  son  centre,  qui  est  aussi  un  point  de  la  sur- 
face. Les  équations  du  centre  sont 

j-(4A-  — i)-i-4Xz  =  o, 
X  [^/i  —  i)  H-  ^kz  =1  o, 
kx  +   ky  -f-2A-z  =  0. 

Ces  équations  ne  peuvent  se  réduire  à  deux  que  si  l'on  a 

k  z=.  -y-,     OU     A=o; 
4 

donc,  dans  tous  les  autres  cas,  l'équation  trouvée  pour 
l'enveloppe  représente  un  cône  :  ce  cône  est  alors  toujours 
réel,  ce  que  l'on  peut  vérifier  facilement  sur  l'équation, 
au  moyen  de  sections  par  les  plans  de  coordonnées. 


Question  986 

(voir  2°  série,  t.  IX,  p.  ^i^)■, 

Par  m.  h.  LEZ. 


Etant  donnéSy  sur  Vovale  de  Cassini  dont  les  foyers 
sont  f  et  g,  deux  points  a  et  h^  désignons  par  a  et  ^  les 
points  où  les  normales  en  a  et  b  coupent  Vaxe  de  la 
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courbe  qui  renferme  les  foyers ^  et  par  i  le  point  où  cet 
axe  est  coupé  par  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
du  segment  ah  ,  démontrer  la  relation 

I         I  I         I 

/p        i^^  ig        if 

(Laguerre.) 

On  sait  que  le  lieu  des  points,  tels  que  le  produit  de 
leurs  distances  à  deux  points  fixes  f  g  soit  constant, 
est  représenté  par  l'équation 

X*  -h  2(c-  -+•  x^)j^  -h  x^  —  ac-x"^  =  a^' —  c% 
d'où  

J^  =  —  (c^  -h  -V)  ±  sja^  +  ^c-x"^ , 

et  que,  si  Ton  prend  «^  ^  ac^,  on  obtient  ce  qu'on  ap- 
pelle particulièrement  l'ovale  de  Cassini.  Or  l'équation 
générale  d'une  normale  à  la  courbe  élant 

l'équation  de  la  normale  au  point  a  sera 

// 

et  celle  du  point  b 


Y  —  y  z=z  ■ — ■ \  X  —  x  ). 

•^       -^         x'  [x'^-^  y" —€■")'  ' 

En  faisant  y  =  o,  on  aura  les  abscisses  de  leurs  points 
de  rencontre  avec  l'axe  des  x,  ou 

o.c'^x"  -  2  c'a;' 

et     o\ 


x-  +  y-  -hc'  '  x'--h  y"+c'- 

de  plus ,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  aè  élant 
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si  l'on  fait  j  =  o,  on  aura 


2  (  x"  —  x" 


Pour  simplifier  les  calculs,  remplaçant  j-'^  etj"^  par 
leurs  valeurs  tirées  de  l'e'quation  générale,  il  vient 


et     oz 


et 


01  = ;; • 

2(.r    —  X  ) 

Mais  

■3.c(x" — x')  -f-  i'a^-\-  Ac^x"^ —  i^'a*  -h  ic^x'^ 
if  =:  c  -h  oi  =1 


2{x"  —  x') 


Ig  =Z  C  Ol  z= 


T-cl-r"  —  x')—  \/a'-h  4c^r"2  _^  ^a' -\-  ^c^  x'^ 


1  (  x"  —  x'  ] 


par  suite,  après  avoir  réduit  au  même  dénominateur,  on 
trouve 

1    _  (x"—  .t')[—  ic{x."—  x')  —\ia^-Jr^c\Tc'  -f-  v/a'  +  4c^x'2] 
'/     .  ^c''x"x'-ir  a'  —  v'«*+  ^c'x"^  ^a<  +  4  c-x"" 

I   _[x"—x')[—ic{x"—  x')  —  v/«^+4c^r"2  -4-  y,/a^  +  4c^r"  ]  ^ 
'ê'  4  c'^".r' -!-««—  \/rt^4-4c2jr"=   ^a*4-4c'x'^ 

de  même,  on  a 


ic\T"x'-\-  n'—  v/«'-+-4c=x"2  J<2<  +  4c2^'» 
(xi  =  oi  —  o  a  r=  » 

4cW+  «<—  v/a*+  4c^r"2  ^^4^_  4c*j.'2 

;  P  =r  o  3  —    0/  =:  ^I ^ ^ï ) 

2(\r"— or')  v/a«+  4c'x'* 

d'où 

l_  ^{x"  —  x')  v/a'+4c^r"2 

a  '■        4  c=  x"  .r'  +  a^  —  v''«'+  4c=:c"=  y^rt^  +  4<r'a:'2 
_I__  l[x"—x')  yfl4-4-4c2ya 

'  P        4  c=  j:" x'  +  a^—  v/a*  +  4c^r"'  v/a'4-4c^x"  ' 
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Sous  cette  forme,    on  a  quatre  expressions  fraction- 
naires de  même  dénominateur,  ce  qui  permet  de  voir 
facilement  qu'on  peut  écrire 

I  I  I         I 

ip        ia~'  ig        if 

2  :  x" — x'  )  ('v'«'-î-4^"'^''  —  v'"'+4^'^'"!* 


^c'x" x'  4-  rt^  —  v«^  -4-  l^C'x'^  \ja*-ir  ^c-x"- 

Remarque.  —  Quand  a'' =  ^c'%  on  a  pour  résultat 

{x"—  x')  \lc^-\-x'-'—  v/c'+x"2) 
ci^x" x'  +  c-  —  \jc'^-v-  x'^  ^c'  -T-  x"^) 


Question   1009 

(Toir  2"  série,  t.  IX,  p.  480); 

Par    m.    MORET-BLANC. 

On  donne  une  infinité  de  cercles  tangents  en  un 
même  point;  si  deux  droites  touinent  autour  de  ce 
point,  de  manière  à  faire,  avec  la  ligne  des  centres, 
des  angles  dont  la  somme  soit  constante ,  les  circonfé- 
rences décrites  sur  les  cordes  de  ces  cercles  comme  dia- 
mètres, étant  prises  deux  à  deux,  ont  même  axe  radical. 

(Chadu.) 

Supposons  d'abord  que  l'une  des  deux  droites  coïn- 
cide avec  la  ligne  des  centres,  la  seconde  faisant  avec 
celle-ci  un  angle  égal  à  la  somme  donnée.  Soient  OA  et 
OB  les  cordes  interceptées  dans  l'une  quelconque  des  cir- 
conférences du  système.  Les  cercles  décrits  sur  OA  et 
OB  comme  diamètres  ont  évidemment  pour  axe  radi- 
cal OB. 

Soient  OxV  et  OB  un  autre  couple  de  cordes;  puisque, 
Ann.  de  IHatkémaC,  2^  série,  t.  XII.  (Octobre  1873.)  29 


(  4oo  ) 
AOA'-i-  AOB'=  AOB,  il  eu  résulte 

AOA'=BOB'; 

A'B'  est  parallèle  à  AB;  il  en  est  de  même  de  la  droite 
qui  joint  les  milieux  des  cordes  OA'  et  OB'. 

Donc  les  deux  circonférences  décrites  sur  OA'  et  OB', 
comme  diamètres,  ont  pour  axe  radical  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  commun  O  sur  la  ligne  AB,  c'est-à- 
dire  la  ligne  OB5  donc,  etc. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Brocard  et  Callan- 
dreau. 

Question   JOOl 

(voir  2*  série,  t.  IX,  p.  i3i  ); 

^AR  M.  O.  CALLANDREAU. 
a  et  m  étant  des  entiers, 

(a'-+-  a)[{a  +  i )'"-'— «'"-']  m {a"^ -\- a\{a -{-  i)"-' —  a"'-'] 

lit  —  I  {m  —  i)[[a -h  i)'"— a"'] 

ne  sont  pas  Vun  la  nt^"^^  puissance  d\in  entier,  l'autre 
un  entier. 

Je  développe  la  première  expression,  ce  qui  n'offre 
aucune  difficulté  5  je  trouve 

m  mim  —  2)  m{ni  —  2)  (m  —  3) 


tt'"  -r- 


1.2  1.2.3  1.2.3.4 


ce  qui  est  supérieur  à  a""  et  inférieur  à  (a-f-i)'",  les 
termes  de  [a  +  i)"*  étant  respectivement  plus  grands  que 
les  correspondants  de  la  proposée.  Il  suit  de  là  que  la 
première  expression  n'est  pas  la  m"""^  puissance  d'un 
entier. 
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Quant  à  la  seconde  expression,  si  son  numérateur  était 
divisible  par  {a  -h  i)" —  a",  ce  nombre  étant  premier 
avec  a  et  a-j-i,  avec  (a -h  i)'"~*  —  a"*"^,  car  un  fac- 
teur de  {a  -+- 1)™ —  a'"  qui  diviserait  [a  -+- 1)"""*  —  a"'~' 
devrait  diviser  (  a -h  i  )  [  (rt  +  i  j"*"*  • — «"""^J  ou 
[a  ■+- 1)"* —  a"" — 0"*"%  par  suite  a  et  enfin  [a  -+- 1),  ce 
qui  est  impossible,  ce  nombre,  dis-je,  devrait  diviser  m^ 
mais  m  est  toujours  plus  petit.  Donc,  etc. 

Noce.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc. 


Quesi/'on   1006 

(voir  2°  série,  t.  IX,  p.  (3?,); 

Par  m.    MORET-BLANC. 

L^awe  de  la  courbe,  lieu  du  centre  d'une  ellipse  qui 
roule  sans  glisser  sur  uîie  droite  fixe,  est  la  nwyenjie 
arithmétique  entre  les  aires  des  cercles  décrits  sur  les 
axes  comme  diamètres .  (H.  Brocard.) 

Prenons  la  droite  fixe  pour  axe  des  abscisses  de  la 
courbe  lieu  des  centres,  et,  pour  position  initiale  de  l'el- 
lipse, celle  où  le  point  de  contact  est  à  l'extrémité  du 
demi-petit  axe  OB. 

Soient 

a-y-  H-  b''x^  =  a^b^ 

l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes  5  M  un  point  de  la  courbe  pris  dans  le  premier 
quart,  à  partir  de  B;  5  l'arc  BM5  OV  =  p  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  sur  la  tangente  en  M ,  et 
l'angle  BOM  =  ç. 

Appelons  encore  e  l'excentricité  de  l'ellipse,  ^  et  r,  les 
coordonnées  de  la  courbe  lieu  des  centres,  l'origine 
étant  en  B,  et  A  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe 

29. 
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des  I  et  les  deux  ordonnées  extrêmes,  quand  l'ellipse 
fait  un  demi-tour. 
On  a 

dk  =■  nd^i 

Ç^j'  — PM,     d^  =  ds  —  dPM,     rt  =  p, 


x  =z  a  siny,     y  =^  b  cos^  =  a  y/i  —  e-  cosij), 

d'où 

ds  =  a  *^ i  —  e^sin^yf/ç, 

a^b^  ab  a\J  i  —  e^ 

«=:/?—  —  — 


\J a'' y'' -\- b"* x'^       y/fl^cos'-'»  +  Z''sin-çp       y/i  —  e^sin*^ 

2  sin'o  cos^tp 

I  —  (?-sin-(j> 

PM  =  ae'-  ^        ^ 


I  —  e'  sm^ 


v/i-e'^sin=^        (i  -  c=  sin^?)"^] 

/ r  /  •       X      e''sin2»(i— sin'ffl)'] 

rtdcz=:a-  Ji  —  e^     i  —  eMcos'cp — sin-m) — r— «<? 

*  L  ï  —  e  sin-(}>      J 

=:  a-  Ji  —  e^  le-  sin^  tp  -i : |  do  =  dk, 

*  \  i  —  e'sxu't^)     ^ 


I  —  e-sin-cp 


^n^Jl  —  cA   7  c=  +   /    "  /■    .,     d^ 

Dans  celle  dernière  intégration,   on  peut  remplacer 

sin'cp  par  cos"^-,  car,  entre  o  et  (js,  sinCji  et  cos(p  passent, 
en  sens  inverse,  par  les  mômes  valeurs. 


J     I  —  t'^COS'çp  2j     iH-ecOScp  2j 


rfcp 


H-ecOScp  2j^      I  — t'COS^ 
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Or 


dta  I  e  4-  COS<P 

—  arc  cos 


J    i  +  ecosy       »/i g2  I  —  (?cos({) 

s'en  déduit  en  changant  e  en  —  e  :  donc 

I  —  ecosy 


/^ 


i^ffl  I  coso  —  e 

—  arc  cos 


I  —  e  008(5)        i/i e^  i  +  ecos<5> 

Ces  intégrales,  prises  entre  zéro  et  ->  se  réduisent  à 
arccosi?     et  arc  cos  ( — e); 


sjl —  e'  y/i  —  e 

donc 


X't 


-f-  ecos©        I  —  ecos 
I 


[arc  cose  H-  arccos( —  e)']  = 


y/ 1  —  e*  \/ 1  — 

et 


Jq      I  — e^sin'<p        2 

4 


—  =  -  «'(i  —  e-)  +  y  a''e'^sj i  —  e% 


éc' 


2  2    a 

Cette  aire  serait  égale  à  celle  de  l'énoncé  si,  dans  le 
second  terme,  ne  se  trouvait  pas  le  facteur  \ji  —  e^  =  -  ', 
on  voit  qu'elle  est  un  peu  plus  petite  que  l'aire  indiquée. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Morel. 
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Question   1011 

(Toir  a*  série,  t.  IX)  p.  4eo); 

Par  m.   O.  CALLANDREAU. 

Oïl  donne  un  tétraèdre  conjugué  à  une  surface  du 
second  degré.  Si  Von  désigne  par  I  Vindice  du  centre 
d'une  sphère  inscrite  au  tétraèdre  [par  rapport  à  la 
surface)  et  parR  le  rayon  de  cette  sphère,  l' expression 

—  ala  même  valeur  pour  toutes  les  sphères  inscrites. 

(H.  Faure.) 
Soit 

A,^,  x\  H-  Aj,2  x\  H-  A3,3  x\  -f-  A4,4  x\z=o 

l'équation  de  la  surface  rapportée  au  tétraèdre  conjugué  5 
l'indice  du  centre  de  la  sphère  sera  [1^  série,  t.  IX, 
p.  38) 

les  Cf.  représentant  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère, 
les  (3  celles  du  centre  de  la  surface.  Les  coordonnées  du 
centre  de  la  sphère  sont 

R,     R,     R,     R  ; 


substituant  et  divisant  par  R^,  on  obtient,  pour  l'expres- 
sion de  —  > 
R'' 

]_  _    A,.,-t-   A;,,   -f-A3,3H-A4,4 

R^-  /(P) 

Les  indices  des  sommets  du  tétraèdre  sont  respectivement 
égaux  à 

_       Ai,i  h]        k^.jhl        _      A3, 3/^^      ,  _       A4,4^, 

'~~~m)'  '"~7W  ^-~7W  ^~~7W* 
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hi,  7*2  5  /î3,  /ii   désignant  les  distances  des  sommets  i, 
2,  3,  4  ^ux  faces  opposées;  —  devient  par  là 

h  ^h.     Il  ,  Il 

(?i,  ^-21  <^3)  ^!,  étant  les  distances  du  centre  de  la  surface 
aux  faces  opposées  aux  sommets  i,  2,  3,  4  (2^  série,  t.  IX, 
p.  320), 

la  somme  cherchée  est  donc  égale  à  la  somme  des  in- 
verses des  indices  des  faces  du  tétraèdre  conjugué.  Or 
cette  somme  est  constante  (2^  série,  t.  IX,  p.  409)5 
donc,  etc. 


Question  995 

(voir  2"  série,  t.  IX,  p.  j88  ); 

Par  m.   h.   lez,  à  Lorrez. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  une  ellipse  qui  a  pour 
foyers  les  deux  points  B^  C  ;  trouver  le  lieu  des  seconds 
foyers  des  ellipses  inscrites  au  triangle  ABC  et  dont  un 
foyer  est  sur  Vellipse  donnée.  (Lemoine.) 

On  sait  que,  étant  données  trois  tangentes  et  un  foyer  F 
d'une  conique,  on  peut,  en  général,  trouver  l'autre.  Il 
suffit,  pour  cela,  d'abaisser  du  foyer  F  des  perpendicu- 
laires sur  chacune  des  tangentes  et  de  les  prolonger  d'une 
longueur  égale  à  elles-mêmes;  le  centre  du  cercle  direc- 
teur, passant  par  les  trois  points  ainsi  obtenus,  est  le  se- 
cond foyer  cherché,  et  son  rayon  égale  le  grand  axe  de  la 
conique. 
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Cette  remarque  faite,  si,  d'un  point  mobile  M  qui  suit 
le  périmètre  de  l'ellipse  donnée  ayant  son  centre  en  O, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  chacun  des  côtés  du 
triangle  AFF'  et  qu'on  les  prolonge  d'une  longueur  égale 
à  elles-mêmes,  le  centre  M'  du  cercle  variable,  passant 
par  les  trois  points  R,  S,  T  ainsi  obtenus,  décrira  la 
courbe  dont  le  lieu  deinandé  fait  partie. 

Soient  donc  OF  =  0F'=  c,  m  et  n  les  coordonnées 
du  sommet  A  du  triangle  et  y,  ^  celles  du  point  M. 

L'équation  de  AF'  sera 

c/  -4-  ny  —  mx  —  cm  =  o, 

et  celle  de  AF 

cy  —  ny  -j-  mx  —  cm  =  o. 

La  perpendiculaire  MS,  abaissée  du  point  M  sur  AF,  sera 
représentée  par 

[y  — S)  m  =(c  — n)(x  — 7); 

de  même  on  aura,  pour  la  perpendiculaire  à  AF', 

(j —  ^)ni  =  ic-+- n)  {y~x). 

A  l'aide  de  ces  équations,  on  trouve,  pour  les  coor- 
données du  point  R'  d'intersection, 

■y  (n  -h  c)^  -^-  (n  -h  c)  m  S  —  cm* 
X  = —  > 

(rt  -1-  c)-  -H  /??^ 

/«  («7  +  C'Y  -f-  m^  -f-  en  +  c') 

^  ~  {H  -^cY^m-"  ' 

et,  pour  celles  du  point  S', 

7  («  —  c)'-|-  [n  —  c)/W(î+  c/w' 

[n  —  c)-  +  ni^ 
m  («7  —  C7  H-  m^  —  en  -\-  c') 
^  ~  \n  —  cf  +  m' 
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Par  suite,  les  coordonnées  des  points  R  et  S  sont 

7  {n  -{-  cY  -t-  2  (/?  +  c)ni'j  —  icni-  —  w'y 


J 


[n  -i-  cy  -h  m^ 
imny  -+-  imc^  -\-ic-m-\-  icnin  +  /w'^  —  §  [n-[-c)- 

■ ■  5 

(«  H-  c)'  -t-  m'^ 
y  [n  —  c]-  -{-  2{n  —  c)  m  S  -\-  icnf-  —  w'y 

\^n  —  c)-  -h  /«- 
imn'i  —  imc^  -\-2.c-m  —  icmn-\-  m-  §  —  5  (n  —  c)^ 

•^  '~  ~  {n  —  cy-{-  m'  ~' 

de  plus,  le  coefficient  angulaire  de  TS  est  égal  à 

m§  -\-  ri'/  —  cy  —  en  -\-  c- 
[n  —  c)  S  -^  me  —  m  y 

et  celui  de  RS  est 

m  (î  -h  «  7  -\-  cy  -\-  en  -{-  c^ 

[n  -h  c)  a  —  nir  —  /// 7 

Avec  ces  données,  on  trouve,  après  réductions  faites, 
que  les  équations  des  perpendiculaires  élevées  sur  le 
milieu  de  TS  et  de  TR  sont 

(i)    (c- —  en  —  ey  -\-  ny  -{- m  0) y  =  [y  m  —  me  —  Sn  ■-hSe)(x  —  c) 

et 

(2)    (c'-\-cn-hcy  ~\-  ny  -\-  mS)j-=:[ym  -\-  me  —  §n  —  Sc)[x-\-  c). 

Ces  perpendiculaires  passent  donc  par  les  foyers  F,  F'5 
leur  rencontre  détermine  le  centre  M' du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  RST. 

Maintenant,  pour  avoir  la  courbe  décri te  parlepoint  M', 
il  suffit  d'éliminer  les  variables  y,  ^  entre  l'équation  de 
l'ellipse 

b^y^-ha'S''-  =  a^b^     ou      b'y- -h  {b' -h  c')  S' =  b'{b-' ^  c') 
et  les  équations  (i)  et  (2). 
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Or  celles-ci  donnent,  en  faisant 

c^  +  «j; -h  wj- =  A,      mx  —  /?j  =  D, 

c(/?  +  J^)  =  B,     c(/w  — j)=E, 

_       (D  — E)(A  +  B)  +  (D-f-E)(A  — B)_c(AD  — BE; 
'^~    ^  (D  — E)(A  +  B)  — (D  +  E){A  — B)  ~     BD  —  AE 

(D'— E)(D  +  E)  cfD'— E») 


(D  — Ej(A  +  B)  — (D  +  E)(A  — B)         BD  —  AE  ' 
par  suite, 

éV(AD— BE)^+c=(c'+è')(D=— E^)'— Z>^(c2+è^)(BD— AE)==o 

ou 

c^(D-^E)(D— E)[è^(AH-B)(A— B)+(c=+^')(D+E)(D— E)] 

—  é^(BD  — AE)2  =  o 

sera  l'équation  cliercliée,  où  il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer 
A,  B,  D,  E  par  leurs  valeurs. 

Elle  est  du  quatrième  degré  ;  elle  représente  une  courbe 
composée  de  deux  branches  passant  par  les  foyers  F,  F', 
l'une  qui,  en  s'ouvrant,  s'étend  indéfiniment  au-dessous 
de  l'axe  des  X,  l'autre  qui  se  replie,  se  croise  au  sommet  A 
et,  en  s'écartant,  s'allonge  indéfiniment.  Inutile  de  dire 
que  le  segment  de  la  première  branche,  compris  dans  le 
triangle  entre  les  foyers  F,  F',  répond  directement  à  la 
question. 

Remarque,  —  Dans  le  cas  où  le  foyer  M  suivrait  un 
cercle  ayant  pour  centre  l'origine  O  et  pour  rayon  0F=  c, 
l'équation  du  lieu  serait 

c^(AD—  BE)'  +  c'(D^  — E=)'  — c-(BD  —  AE)^  — o 

ou 

(D -+- E)  (D  —  E)  [(  A -I- B)  (A  —  B) -^  (D -l-E)  (D  —  E)]  r=  0. 

Comme  on  le  voit,  elle  se  décompose  en  deux  facteurs. 
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dont  l'un  est  le  produit  des  équations  des  côtés  du  triangle 
et  dont  l'autre  représente  un  cercle  passant  par  les  foyers, 
ou 


Question  1029 

(TOir  ?.*  série,  t.  X,  p.  240); 

Par  m.  a.  PELLISSIER. 

Les  extrémités  A  e£  B  d^iuie  longueur  constante  AB 
se  meui^ent  sur  les  côtés  d^un  angle  droit  Jîxe  AOB  : 
trouver  Venveloppe  de  la  perpendiculaire  BM  à  AB, 
calculer  la  position  des  points  de  rebroussement  et  me- 
ner les  tangentes  en  ces  points.  (Brocard.) 

Soit  (^  l'angle  variable  de  la  droite  BM  avec  l'axe  des  x  ; 
si  l'on  fait  AB  =  /,  cette  droite  a  pour  équation 

y  cos  ç  —  .r  sin  ^  =  /  cos^  (p, 
ou  encore 

/cos2çp  —  2/  cosip  -T-  2;c  sinç  -4-  /  =  o. 
Posons  cosc^  +  y  —  I  sincy  =  t\  elle  devient 

''  (''  '^  W  ~  ^^'  (^  "^  7)  ~  ''■^  ^~^  ('  ~  7)  "^  ^^  "^  ^' 
ou 

It*  —  i{y  -^  X  \J—  i)t^  -\-  ilf^  ^  ^.{y  —  X  sj  —  i)t  -V- 1=^0. 

Cette  équation  étant  du  quatrième  degré  en  Z,  on  voit 
déjà  que  l'enveloppe  est  une  courbe  de  la  quatrième 
classe,  puisqu'on  pourra,  en  général,  lui  mener  quatre 
tangentes  par  un  point  donné.  D'ailleurs  l'équation  de 
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cette  enveloppe  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  discri- 
minant  du   premier   membre   de  l'équation    considéré 
comme  fonction  de  t\  mais  on  sait  que,  pour  une  forme 
du  quatrième  degré, 

[a,  b,c,d,e\x,xY, 
le  discriminant  A  est  donné  par  la  formule 
A  =8^  —  27!% 

où  S  et  T  sont  les  deux  invariants  de  la  forme,  c'est- 
à-dire 

S  =  rte  —  ^bd  -i-  3c^, 

abc 

b     c      d      :=  ace  -+-  2  bcd  —  ad-  —  eb"^  —  c'. 
c      d     e 

Dans  le  cas  actuel,  nous  avons 

L'équation  de  l'enveloppe  sera  donc 

[4/^  — 3(a:=+j')?  =  /M8/'— 97'+  i8x')^; 

c'est  donc  une  courbe  du  sixième  ordre.  L'origine  est  un 
point  double,  et,  comme  il  y  a  une  seule  tangente  x=o 
en  ce  point,  c'est  un  rebroussement.  On  a  un  rebrousse- 
ment  symétrique  au-dessous  de  Ox. 

Il  y  a  quatre  autres  points  de  rebroussement  à  l'inter- 
section du  cercle 

et  de  l'hyperbole 

18^-  — 9j=  +  8/'  =  o. 

On  voit  très-facilement  que  la  courbe  en  ces  points  a 

mêmes  tangentes  que  l'hyperbole. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc,  Gambey 
et  Lez. 
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QuesUon  1022. 

( Toir  ?.'  série,  t.  X ,  p.  13?.)  ; 

Par  m.  a.  PELLISSIER. 

Démontrer  que,  en  un  point  quelconque  d'une  spi- 
rale équiangle,  la  conique  osculatrice  est  une  ellipse  et 
que  le  point  de  contact  est  à  Vextrémiiê  de  Vun  des 
diamètres  conjugués  égaux  de  V ellipse,  et  la  tangente 
de  V angle  de  ces  diamètres  est  égale  à  trois  fois  la  tan- 
geîite  de  V  angle  de  la  spirale. 

(A.  WiTWORxn.) 

1.  Si,  parallèlement  à  la  tangente  d'une  courbe  et  à 
une  distance  infiniment  petite,  on  mène  une  corde,  la 
limite  des  positions  de  la  droite  qui  joint  le  point  de  con- 
tact au  milieu  de  celte  corde  est  une  ligne  que  M.Transon 
a  nommée  axe  de  déviatioîi  [Journal  de Liouville,  1 84 1) . 
Cette  ligne  fait,  en  général,  avec  la  normale  un  angle 
fini  a.  [angle  de  déviation) ,  dont  la  tangente  trigonomé- 
irique  est  donnée  par  la  formule 

I  rfR 

où  Pi  est  le  rayon  de  courbure  et  s  l'arc  de  la  courbe  con- 
sidérée (P.  Serret,  Des  Méthodes  en  Géométrie,  p.  98). 
Lorsque  la  courbe  est  une  conique,  il  est  clair  que 
l'axe  de  déviation  en  un  point  n'est  autre  que  le  diamètre 
qui  passe  par  ce  point. 

2,  Considérons  une  conique  ayant  avec  la  courbe  don- 
née un  contact  du  troisième  ordre;  l'axe  de  déviation 
sera  alors  le  même  pour  les  deux  courbes  au  point  de 
contact;  ce  qu'on  peut  aussi  exprimer  en  disant  que 
toutes  les  coniques  qui  ont  en  ce  point  un  contact  du 
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troisième  ordre  avec  la  courbe  donnée  ont  leurs  centres 
sur  une  ligne  droite  (l'axe  de  déviation).  Si  nous  pre- 
nons sur  la  courbe  un  point  infiniment  voisin  du  pre- 
mier, l'axe  de  déviation  en  ce  point  rencontrera  le  pre- 
mier en  un  point,  et,  à  la  limite,  quand  les  points  voisins 
de  la  courbe  se  confondront,  ce  point  de  rencontre  pourra 
s'appeler  le  centre  de  déviation.  D'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  on  voit  que  c'est  le  centre  de  la  conique 
ayant  avec  la  courbe,  au  point  considéré,  un  contact  du 
quatrième  ordre,  c'est-à-dire  de  la  conique  osculatrice. 
Ainsi  la  conique  osculatrice  en  un  point  d'une  courbe 
de  degré  quelconque  est  déterminée  par  les  conditions 
suivantes  :  elle  a  son  centre  au  centre  de  déviation  ;  elle 
touche  la  courbe  au  point  donné,  et  elle  a  en  ce  point 
même  courbure. 

3.  L'application  de  ces  principes  au  cas  de  la  spirale 
équiangle  conduit  facilement  à  la  solution  de  la  ques- 
tion. Soit  donc 

l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  polaires  5  par 
des  formules  connues,  on  a 


R 

Par  conséquent, 


où 

m 
dK  = 

-dp, 

ds: 

ds 

=  v/^p^ 

d' 

d(ù 

\/m'-^ 

s/ni- 

'■-h  1 

I   dR         1 


L'angle  de  déviation  est  donc  constant. 

Prenons  deux  points  M,  M'  infiniment  voisins  sur  la 
courbe  j  soient  Me,  M'c  les  normales  et  Me?,  M'<^  les 
axes  de  déviation  en  ces  points  5  si  nous  faisons  passer 
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un  cercle  par  les  points  M,  M',  c,  il  passera  aussi  par  le 
point  t?,  puisque  les  angles  dMc,  dM'c  sont  égaux  tous 
deux  à  a.  Cela  sera  encore  vrai  à  la  limite,  quand  le 
point  M'  viendra  se  confondre  avec  le  point  M;  mais 
alors  c  et  d  deviennent  respectivement  le  centre  de  cour- 
bure C  et  le  centre  de  déviation  D  en  M,  et  le  cerclç 
MM' cd  devient  le  cercle  décrit  sur  le  rayon  de  cour- 
bure MC  comme  diamètre.  Pour  obtenir  le  point  D,  il 
suffira  donc  de  décrire  sur  ÎNIC  une  circonférence  et  de 
mener  MD  faisant  avec  MC  l'angle  a;  le  point  de  ren- 
contre D  avec  la  circonférence  sera  le  point  cherché. 

En  résumé,  la  conique  osculatrice  a  son  centre  en  D5 
elle  est  tangente  à  MT  (tangente  de  la  spirale),  et  elle  a 
au  point  M  un  rayon  de  courbure  égal  à  MC. 

Abaissons  DP  perpendiculaire  sur  MT  ;  CD  étant  per- 
pendiculaire sur  MD,  nous  avons  deux  triangles  rectan- 
gles CMD  et  PMD  qui  donnent 

MD         CM 
DP  ~  MÏÏ' 

Appelons  a'  le  diamètre  DM  de  la  conique,  b'  son  con- 
jugué, p  la  perpendiculaire  DP  abaissée  du  centre  sur  la 
tangente  et  R  le  rayon  de  courbure  MC-,  l'égalité  pré- 
cédente deviendra  alors 

«'         R  -  n 

—  ^—      ou      a-=p\X. 

p         a' 

D'ailleurs,  par  une  propriété  bien  connue,  nous  avons 
aussi 

R=—     ou     b'^  —  pK. 
P 

On  doit  donc  avoir  a'  =  b',  ce  qui  montre  que  la  conique 
osculatrice  est  une  ellipse  et  que  le  point  de  contact  est 
à  l'extrémité  d'un  des  diamètres  conjugués  égaux. 
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Il  reste  à  faire  voir  que  la  tangente  de  l'angle  de  ces 
diamètres  est  égale  à  trois  fois  la  tangente  de  l'angle  de 
la  spirale.  Appelant  V  ce  dernier  angle,  on  a 

cIm  I 

tans  V  =  p  —  =  —  • 
^  '^  dp         m 

L'angle  e  des  diamètres  conjugués  égaux  est  égal  à  l'an- 
gle DMP  du  diamètre  DM  avec  la  tangente  MT,  c'est- 
à-dire  qu'il  est  complémentaire  de  l'angle  de  déviation  a. 
Par  suite, 

3 
tange  =  cota  :=: 


Donc  enfin 


tange  =  3  tangV.  c  q.  f. 


Question  1034 

(TOir   2'  série,  t.  X,  p.  336)  ; 

Par    m.    E.    PELLET. 

On  prend  sur  une  surface  du  second  degré  une  sec- 
tion plane  quelconque  ;  cette  courbe  peut  être  prise  pour 
la  focale  d'une  surface  nouvelle  passant  par  Vune  ou 
Vautre  des  focales  de  la  première.  {Darbox:x.) 

Ce  théorème  peut  se  généraliser  et  s'énoncer  ainsi  : 

On  prend  sur  une  surface  du  second  degré  une  sec- 
tion plane  quelconque;  cette  courbe  peut  être  prise  pour 
la  focale  d\ine  surface  nouvelle  circonscrite  à  une  quel' 
conque  des  surfaces  du  second  degré  homofocales  à  la 
première. 

Je  rappellerai  d'abord  quelques  formules.  Soit 

(0  -  + TV +  -2-^  =  0 

a^         b-         c^ 

l'équation  d'une  surface  du  second  degré.  L'équation  du 
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cône  circonscrit  à  cette  surface  et  ayant  pour  sommet  le 
point  Xq,  }'(,,  Zq  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Z'                    I       -rXo           rVo 
C                J,  \  a'           b^ 

en  posant 

/■    —    f^    _L-    -ZJ    _!_    !^     _ 

n-        h-         c- 

o, 


Si  l'on  rapporte  le  cône  à  ses  axes  principaux  pris  pour 
axes  des  X,  Y,  Z,  cette  équation  deviendra 

Si,  S.>,  S3  étant  les  racines  de  l'équation 


I 


,[a-è'H-  ^>-c-  +  c-<7^ 


f^a-b-c- 

-xl[b'-+c^)~ylc^-^a-)-zl{a'-^b^-y\S'- 

+  ,.    V  ,  (^i  +  rl+zi  —  a'^-  b'—  c') s  +  ■-    '..,  ,  : 

J^a-b-c-  j^a-b-c- 

D'autre  part,  soit  —^ h  "        " 


b-  —  u         c-  —  u 
où  u  est  un  paramètre  variable,  l'équation  générale  des 
surfaces  liomofocales  à  la  surface  (i).  La  valeur  du  para- 
mètre u  pour  les  surfaces  liomofocales  à  (i)  qui  passent 
par  le  point  (^oO^c  -^0)  ^^^  donnée  par  l'équation 


a-  —  u        b^  —  Il        c^  —  u 
ou,  eu  développant, 

lû -^  {x\  -h ri  +  Z-;  -a^—b^-  —  c')u 
-4-  \a-b-  -f-  iV-  -I-  c'«' 

-.x^l(^b^^c^-)-yl{c^-^a^)-z\{a^  +  b"-)]u 

-\- f^a"- b"- c^  =^  o. 

On  voit  immédiatement  que  les  racines  de  l'équation 

Ann.  de  Mathémat.,  2«  série,  t.  XII.  (Octobre  iSjS.)        3o 
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en  S  sont  les  inverses  des  racines  de  l'équation  en  uj  et, 
en  désignant  celles-ci  par  iii,  ii^,  iiz,  on  peut  poser 


Si  —  —  )      S2  —  —  5      S3 

«I  Un 


En  outre,  les  équations  de  l'axe  des  X,  dans  le  premier 
système  d'axes  coordonnés,  sont 


J—Jo  Z  —  2» 


n^  —  u,         b'^ — M,         c^  —  Ui 

et  l'on  aura  les  équations  de  l'axe  des  Y  et  celles  de  l'axe 
des  Z  en  changeant,  dans  celles-ci,  11  ^  en  u^  ou  en  1/3. 
Cela  posé,  soient 

(l)  — ;  -i-  -7 I  r=:  G 

^  '  a^         b-         c' 

l'équation  de  la  première  surface. 


(2) 


a\         b'\ 


l'équation  de  la  seconde  liomofocale  à  la  première,  a\^ 
h\^c\  représentant  o^ — zf,  h- — z/,  c^ — u  respectivement. 
Si  l'on  représente  par  x^,  j'^^,  z^  les  coordonnées  du  centre 
de  la  section  plane,  l'équation  de  son  plan  pourra  s'écrire 

'    '  a-*  b-  c^ 

Considérons  les  surfaces  représentées  par  les  équations 


«M/«+ij    b^{Â-^i)    '^M/o+i; 


I  =  O, 


{'2.') h  -^ 1 l:=0. 
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Jq  désignant  toujours  la  quantité  — ^  -+-  -r^  +  -^  —  i  •  Elles 

forment  un  système  homotliétique  au  système  des  sur- 
faces (i)  et  (2)5  de  plus,  la  surface  (1')  passe  par  le 
point  (xo,  /05  ^o)>  et  son  plan  tangent  en  ce  point  est  le 
plan  (3). 

Le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  (xo,  j^,^  ^0)  et  cir- 
conscrit à  la  surface  (2')  a  pour  équation 


,,.    1  «M/0+0  ^^;(/o+0"^^M/o-+-0 
(4)    \  f 


F„v«î(/o+i)   ^u/o+0  ^-:(/o+o    ; 


I  )  =0, 


ou 


Si  l'on  rapporte  le  cône  (4)  à  ses  axes  principaux  pris 
pour  axes  des  X,  Y,  Z,  son  équation  devient 

ïï;  +  îj;  +  û3  =  ^' 

Ujj  U2,  U3  étant  les  racines  de  l'équation 

•^n  ri  z\ 


«ÎU0-+-O-U     ^K/„+i)-u     cî(y;+i)-u 

Si  l'on  ajoute  aux  premiers  membres  des  équations  (i') 

et  (2')  la  quantité l-i,   les    nouvelles  équations 

y  0  +  ï 

représenteront  les  surfaces  (1)  et  (2).  Si  l'on  ajoute  la 
même  quantité  au  premier  membre  de  l'équation  (4),  od 
obtient  la  surface 


—  I     =  o. 


Fo\«ï(/o+l)        ^U/o+Ij        c]{/o-hl) 

3o* 
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qui  0  pour  équation,  dans  le  système  des  X,  Y,  Z, 

/rM  X^        Y'        T?  I 

U.  Uî  tJ3  /-U-1~I 

Cette  surface,  d'après  l'équation  (5),  est  circonscrite  à  la 
surface  (i),  et  la  courbe  de  contact  est  située  dans  le  plan 


«U/n--l)  b\{f,-rl)  c\[f,-\-l) 

Deux  des  axes  des  X,  Y,  Z  sont  dirigés  suivant  les  axes  de 
la  conique  intersection  de  la  surface  (i)  avec  le  plan  (3). 
Nous  les  prendrons  pour  axes  des  X  et  des  Y.  Le  plan  (3) 
a  alors  pour  équation,  dans  le  second  système  d'axes 
coordonnés, 

(3')  Z-rrO. 

De  plus,  il  est  clair  que  la  racine  U3  de  l'équation  en  U 
est  égale  à  — u[fQ-\-i),  puisque  la  surface  qui  corres- 
pond à  cette  racine  est  la  surface  (1'), 
L^équation  (5')  peut  s'écrire 

X^  Y^  7r 


u,  -A-       -  U,  -A-       -  U3     -^^ 


La  conique  focale  de  la  surface  qu'elle  représente,  située 
dans  le  plan  Z  =  o,  qui  est  le  plan  (3),  a  donc  pour 
équation 

X'  Y' 

(a) : ( -. i=-o   avec  Z  =  o. 

(U3-U.)-A_        (U3-U0;^^^ 
y  0  ~^  *  y  0       ' 

Je  dis  que  cette  conique  coïncide  avec  l'intersection 
de  la  surface  (i)  avec  le  plan  (3).  D'abord  les  axes  ont 
même  direction;  il  suffit  donc  de  démontrer  qu'ils  sont 
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égaux  en  grandeur.  A  cet  eiïet,  posons 

l]\  et  IJ'j  sont  les  racines,  autres  que  zéro,  de  l'équation 


z , 


«H/o-+-i)-^U'        6^(/o+i)-hU'        6-'(/,-m)4-U' 

que  l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  l'équation  en  U, 
U  par  Us  —  U'  =  — «(/o4-i)— U',  c'est-à-dire  les 
racines  de  l'équation 

T.2  T-2  7^ 

«2  /;2  C2 


«'(/„H-i)-.-U'        ^-^i/o-.-ij  +  U'        c-(/„-M)-f-U' 
On  voit  donc  que 


sont  les  carrés  des  axes  de  la  conique  intersection  de  la 
surface  (i)  par  le  plan 

'^    '  a-  0-  c' 

parallèle  au  plan  (3).  Les  plans  (3)  et  (6)  donnent  pour 
intersection,  avec  la  surface  (i),  des  coniques  homothé- 
tiques,  et  le  carré  du  rapport  d'homothétie,  facile  à  cal- 
culer, est  — /q  5  de  sorte  que  les  axes  de  la  conique, 
intersection  de  (i)  et  (3),  sont 

}1a-Ii.     et     iiA. 

Cette  conique  coïncide  donc  avec  celle  représentée  par 
les  équations  (a).  c.  q.  f.  d. 

En  faisant  tendre  u  vers  l'une  des  quantités  a-,  &^,  c% 
on  a  la  proposition  de  INI.  Darboux. 
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Question  10o7 

(voir  ?."  série,  t.  XI,  p.  95); 

Par   m.    t.   DOUCET, 

Professeur  au   lycée   de   Lyon. 

En  wi  point  M  d\in  toj^e,  on  mène  une  droite  MT, 
située  dans  le  plan  tangent.  Soient  a  et  b  les  points  oii 
cette  droite  coupe  la  surface  ;  menons  les  deux  sphères 
qui,  passant  par  M,  touchent  la  surface  aux  points  a 
et  h  \  désignons  par  a.  et  (3  les  centres  de  ces  sphères  et 
par  I  le  point  milieu  du  segment  aj3. 

Cela  poséy  si,  par  le  point  M,  nous  menons  une  droite 
parallèle  à  la  droite  qui  joint  le  point  I  au  centre  du 
tore,  dirigée  dans  le  même  sens  et  de  longueur  double, 
le  point  extrême  de  cette  droite  est  le  centre  de  courbure 
de  la  section  faite  dans  le  tore  par  le  plan  normal 
passant  par  MT.  (Laguerre.) 

Soient  O  le  centre  du  tore  -,  A  celui  de  la  circonférence 
méridienne,  à  laquelle  appartient  le  point  M  5  N  l'inter- 
section de  la  droite  AM  et  de  l'axe  de  révolution.  Les 
points  A  et  N  sont  les  centres  de  courbure  des  sections 
principales  du  tore  en  M. 

Posons  MA  =  R,  OA  ^=  a,  MOA  =  1.  Les  rayons  de 
courbure  principaux,  dont  les  directions  sont  opposées 
pour  tout  point  de  la  nappe  intérieure  du  tore,  sont  R  et 

^ R. 

cosX 

Si  l'on  désigne  par  co  l'inclinaison  de  MT  sur  la  tan- 
gente en  M  au  parallèle  de  ce  point  et  par  p  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  normale,  dont  le  plan  est  conduit 
suivant  MT,  on  a,  d'après  le  tliéorème  d'Euler, 

I        sin^M  ros-w 

ces), 


(  471  ) 
d'où 
,   >  Rf  «  —  R  cos),l 

(0  .         p  = 


a  sin- w  —  RcosA 


la  direction  positive  est  MA . 

Rapportons  le  tore  à  trois  axes  rectangulaires  OX, 
OY,  OZ,  en  prenant  pour  OZ  Taxe  de  révolution  et  pour 
plan  des  ZY  le  méridien  du  point  M.  L'équation  de  la 
surface  sera 

(2)      (X^-^YM-Z^-l-u^  — R^)^— 4a^(XM-Y\)  =  o. 

Pour  la  rapporter  à  un  autre  système  rectangulaire  Mx", 
M)^,  Mz,  en  prenant  pour  Mz  la  normale  en  M  et 
conservant  pour  plan  des  zy  le  méridien  de  ce  point, 
on  a  les  formules  de  transformation 

!X  =  a;, 
Y  =  a  -r-  j  sin  ).  —  (  z  -4-  R  )  ces  )., 
Z  =  j  cosX  —  (z  -L.  R)  sin).. 

Faisons  z  =  o  dans  ces  expressions  de  X,  Y  et  Z,  et 
substituons-les  dans  l'équation  (2),  nous  aurons  la  sec- 
tion du  tore  par  son  plan  tangent.  L'équation  polaire, 
rapportée  au  pôle  M  et  à  la  tangente  au  parallèle  prise 
pour  axe,  sera 

(4)     r'  -^  4^''Sî°w  sin).  ~\-  ^a{^a  sin^M  —  R  cosX)  =  o. 

Les  deux  racines  i\  et  r^  de  cette  équation,  pour  la  valeur 
de  co  qui  convient  à  MT,  correspondent  aux  points  a  et 
Z>,  où  cette  tangente  coupe  le  tore. 

L'équation  d'une  splière,  passant  par  le  point  M  et 
rapportée  au  second  système  d'axes,  est 

a;2  _u  js  -1-  s2__  2 m,  X  —  2«,  j  —  2/?,  z  ==0, 
mi,  «1,  /7i  désignant  les  coordonnées  de  son  centre  a.  Si 
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Ton  écrit  qu'elle  passe  aussi  au  point  a,  ou  a 

(5)  —  =:  W,  COSw  -t-  «1  sinw. 

Exprimons  maintenant  que  le  point  a  est  situé  sur  la 
normale  en  a,  à  la  surface  du  tore. 

Par  rapport  aux  premiers  axes,  la  normale  en  un  point 
X',  Y',  Z'  a  les  équations  suivantes,  clans  lesquelles  on  a 
posé,  pour  abréger, 

X— X'        Y— Y'  t-         Z— Z' 


X'  Y'  t-^  icC-       Z' 

Si  l'on  élimine  z  entre  les  deux  dernières  des  équa- 
tions (3),  on  a 

(6)  YsinX  +  ZcosX  =  «  sin>.  +  j. 

Pour  le  point  a,  appartenant  à  la  normale,  on  a,  d'après 
les  équations  de  cette  droite, 

X     .  ,  ,f  -'-  la"  X—  X' 

Faisons,  dans  ces  valeurs  de  Y  et  de  Z, 

X  :=  Wi,      X' = /'i  cosw, 

Y'  =  «  -h  r,  sinw  sinX  —  R  cos>,     Z'  =  r,  sinw  cosX  -l-  R  sin>., 

;'  =  r^  +  2a  (r,  sinw  sin>  —  R  cosX), 

et  substituons,  dans  l'équation  (6),  où  il  faut  faire,  en 
outre,  y  =  Wj,  L'équation  obtenue,  combinée  avec  (5), 
donne 

R  cosw  cosX 
m,  = ; 

— î-  +  sinwsinX 
2a 
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on  aurait  de  même,  pour  Yx  du  point  (3, 

R  cosw  cos). 


sinw  sin  A 


On  voit,  en  se  reportant  à  l'équatiou  (4)»  que  la  somme 
des  dénominateurs  est  nulle  5  donc 


•    ///,  -r-  m. 


L'équation  (5)  en  /j,  nii,  n^,  ajoutée  à  l'équation  ana- 
logue en  ^2  5  '"25  "27  donne 


=.  —  rt  sin). 


X         Y 

li,nfin,  à  l'équation    —  =  — ,  que  fournit  la  normale 

et  qui  a  lieu  entre  /?Zj,  /Zi,  /^i,  ajoutons  l'équation  ana- 
logue entre  m,,  «2,  /.'g?  ^^  ayant  soin  de  remplacer 
vii-\-uiz  et  «i-i-«2  P^i'  o  et  —  2a  sin?.,  nous  obtenons 

])^~Pi  .        ^         R(<7  — Rcos>) 
=acosX  —  R    ' 


a  sm-w  —  R  cos). 


ainsi  les  coordonnées  vi^  n  et  p  du  point  I,  si  l'on  tient 
compte  pour  la  dernière  de  l'équation  (1),  sont 

w  =  G, 

«  n=  —  a  sin)., 

p 
p  :=z  a  cos^  —  R  -f-  -  • 
2 

La  première  montre  que  le  point  I  est  dans  le  méridien 
du  point  M  \  la  deuxième,  que  la  droite  10  est  parallèle  à 

la  normale  MA  ^  la  troisième  que  10  et  -  sont  deux  lignes 

égales  et  dirigées  dans  le  même  sens. 


Question  1031 

(voir  ?.*  série,  t.  X,  p.  335  )  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Troiwei  les  conditioîis  pour  que  les  deux  plus  courtes 
distances  entre  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
gauche  se  coupent.  *  (A.  M,) 

Soient  ABCD  le  quadrilatère  gauche  donné,  EF,  GH 
les  plus  courtes  distances  des  droites  AB,  CD  et  AD,  BC, 
lesquelles  se  coupent  en  O.  Les  droites  EH,  GF  étant, 
par  hypothèse,  dans  un  même  plan,  se  rencontreront  en 
un  point  I  qui  appartient  au  plan  ABC  et  au  plan  ADF, 
et,  par  suite,  à  leur  intersection  AC. 

Cela  posé,  les  triangles  ABC  et  ADC,  coupés  respec- 
tivement par  les  droites  EH,  GF,  donnent,  par  le  théo- 
rème des  transversales, 

AE.BH.CI=:AI.BE.CH, 
AI.CF.DG  =  AG.CI.DF, 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre  et  supprimant 
les  facteurs  communs  aux  deux  membres, 

(i)  AE.BH.CF.DG  =  AG.BE.CH.DF, 

c'est-à-dire  que  le  produit  de  quatre  segments  non  con- 
sécutifs doit  être  égal  au  produit  des  quatre  autres. 

*Cette  condition  est  nécessaire 5  je  dis  de  plus  qu'elle 
est  suffisante. 

En  effet,  la  relation  (i)  étant  donnée,  supposons  que 
les  droites  EF,  GH  ne  se  coupent  pas.  On  pourrait  mener, 
par  le  point  E,  une  droite  EF'  s'appuyant  sur  les  droites 
CH  et  CD,  et  l'on  aurait 

(2)  AE.BH.CF'.DG  =  AG.BE.CH.DF'. 
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Divisant  membre  à  membre  les  relations  (i)  et  (2),  on 
aurai  t 

CF  _  DF  CF  _  Cr 

cf^dF'    ^"    df~dF' 

ce  qui  est  impossible,  à  moins  que  le  point  F'  ne  se  con- 
fonde avec  le  point  F.  Donc  les  droites  EF  et  GH  se 
coupent. 

Question  1067 

(  voir  ?'  série,  t.  XI ,  p.  n3  )  ; 

Par  j\L   GAMBEY. 

Panni  toutes  les  ellipses  qui passentpai  quatre  points, 
trouver  celle  dont  Vaire  est  minimum. 

(T.   DorcET.) 

Soient  AA',  BB'  les  droites  qui  joignent,  deux  à  deux, 

les  points  donnés,  et  O  leur  point  d'intersection. 

Posons 

OA  =X, 

0A'=  )/ 

OB  —  y., 

0B'=:/, 

et  prenons  pour  axes  de  coordonnées  ces  droites  elles- 
mêmes. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  quatre 
points  donnés  est  alors 

p.y.V-^  2/«.rj-i->.)/j'— pp/  ().-^V)a;— U'(p-hp/)j  -h  ).Vpp/=o, 

h  étant  une  indéterminée. 

Les  axes  sont  généralement  obliques  et  font  entre  eux 
un  angle  donné  0.  Passons  aux  axes  rectangulaires  en 


Xi^ojc 


l>S2f 
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conservant  l'ancien  axe  des  x.  Nous  savons  que,  si  l'é- 
quation générale  est  représentée  par 


ax' 


J-  ihxj  -r-  bj-  H-  "^.gx  -f-  if  y  +  c  =  o. 


la  quantité  — -. ne  change  pas  par  la  transformation. 

De  plus,  si  l'équation  de  la  conique,  rapportée  à   son 
centre  et  à  ses  axes,  est 

Mx2  -;-  Nj-2  -h  F  =  G- 
on  sait  aussi  que  l'on  a  toujours 

nh  —  h- 


4  MIS. 

Bill" a 

Or,  comme  la  conique  doit  être  une  ellipse,  on  aura  aussi 
toujours  MN^  o,  tant  que  Iv'  sera  plus  petit  que  ah. 

Enfin,  l'aire  de  l'ellipse  étant  inversement  proportion- 
nelle à  la  racine  carrée  du  produit  MN,  il  suiSt  d'étudier 
la  variation  de  ce  produit  pour  en  conclure  celle  de  Taire. 

Remplaçons  a  et  b  par  leurs  valeurs,  nous  aurons 

II' aij/ — /i'- 

— ^ =  MN. 

sin'O 

Le  minimum  de  l'aire  correspond  au  maximum  de  MN. 
Or  ce  maximum  a  lieu  pour  h  =  o. 

L'équation  de  l'ellipse  demandée  est  donc 

li^-'a:-  H-  XX' y^  —  in/  {1  -hy)x  —  }y{ii  -i-  /)y  -f-  11' i^/  =  o. 

'  Remarque.  — Si  l'on  avait  11'^.^'=^  h^,  le  produit  MN 
étant  nul.  Taire  serait  infinie.  En  effet,  l'ellipse  est  de- 
venue alors  une  parabole. 
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Question  il  11 

(  voir  2"  série,  t.  XII,  p.  191)  ; 

Par  m.   MORET-BLANC. 


On  sait  que  si  a^  est  une  valeur  approchée  de  \jn^ 

seront  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  \Jn . 
On  sait  aussi  que 


Or  M.  TVœpche  a  démontré  que,  si  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  on  s^ arrête  au  troisième  quO" 
tient  incomplet,  on  aura  a^. 

On  demande  à  quels  quotients  incomplets  il  faudra 
s'arrêter  dans  le  second  membre  de  cette  même  équa- 
tion pour  avoir 

ou  bien  de  quelle  manière  on  peut  démontrer  que  les 

vnlew^ 

«3,     rt'i,     «5,  •  •  • 

ne  sont  pas  comprises  dans  V expression 


2  a,  -f- 


(Balthazar  Boncompagm.) 

Remarquons  d'abord  que,  a^  étant  approché  par  dé- 
faut, «2,  «3,  rti,...  seront  des  valeurs  approchées  par 
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excès ,    puisque    la    moyenne    arithmétique    de    deux 

nombres  «„,  —  est  plus  grande  que  leur  moyenne  géo- 

métrique   \]n\  et,   comme  chacune  de   ces  valeurs  est 
moindre  que  la  précédente,  elles  convergent  vers  sjn. 
On  a,  d'après  la  loi  de  formation, 


R, 


ou ,  en  posant  ap=:  —■•, 

2R,„_,  S„_i 

Exprimant  «2?  ^3;  '  •  •  en  fonction  de  ai  et  de  r,  on  a 

2«;-4-r  8a*  H- 8«^r-l-rî 

2rt,  o«,  -h  l\ai  r 

128^1  H-  256a J  r  -\-  i6o«J  r^  +  ?,ia\r^  -r-  r" 
1280;  H-  192^° /•  H- 8oa^ /-^  +  8^1  r^ 

(128a*  +  256a?r  4-  i6oa'r»H-  ?>ia\r^  -f-  /•♦)* 
_'       -+-(«?  +  r){iiSa]  H-  ig2a*7-  H-  Sofl^T-^-l-  8«,  H)- 
^*~  2(i28rtJ  H-256flJr  +  lÔOrtîr^H-  32 ajr^+r*) 

X  (128(7 J  H-  \^ia\r  -^èoa\r^  -4- 8«,  r') 


Ces  fractions  sont  irréductibles  si  a^  et  /'  sont  premiers 
entre  eux  -,  si  ces  deux  nombres  ont  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur  d^  les  deux  termes  de  a„  seront  divisibles 
par  a 
-     Formons   maintenant  les  réduites  successives   de  la 

fraction  continue.  Les  deux  premières  étant  -  et  — '  j  une 

réduite  de  rang  quelconque  se  forme  en  multipliant  res- 
pectivement les  deux  termes  de  la  réduite  précédente 
par  2a,  et  ajoutant  ceux  de  la  réduite  antéprécédente 
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multipliés  par  /',  On  obtient  ainsi  les  réduites 

I         rt,         2(7^  H- /•        4û|  +  3a,r        8«| -T- 8af  r -4- /•= 
o         i'  2a,  ^a]  +  r  8a^-t-4^i^ 

i6«J -f-  I2«J/- +  r^  32af  +  32«^  r  H- 6a,  r- 

64'7j -^  I  I2rtj  r' 4- 56fl^  r' -t- 7a, /•' 
64a?  +  ^oa\r  H-  24flî/-^H-  r^ 

1280^  +  256a^  r  -\-  160  «*/•-+  32ajr^-t-  r* 
128a;  -t-  i^ia\r  -\-  boaJr^H-  8a,  r^ 

On  voit  que  la  cinquième  réduite  est  égale  à  «3,  la  neu- 
vième à  «4. 

Pi      P 
Si  Ton  désigne  ces  fractions  successives  par  —5    -^1 

-,...,ona 

P.  V,  P,  Ps 

a,  =  — )      a,  =:  ^ — 7      a,  =  — -)      a,  =  — -• 

Q.        •      Q.  Q,  Qs 

P    P, 

Toutes  les  fractions  — ^?  -^v  •  •  sont  irréductibles,  si  «, 

et  r  sont  premiers  entre  eux;  si  ces  nombres  ont  pour 

plus  grand  commun  diviseur  J,  les  deux  termes  de  — ^ 

sont  divisibles  par  d'"~K  Toutes  ces  fractions  satisfont 
d'ailleurs  à  la  condition 

On  peut  vérifier,  sur  toutes  les  réduites  formées,  que 
l'on  a 

P«-s/«Qm=(P>- V^Q.)"", 


(a)  '  et,  par  suite, 

Pm+  v«Q-=(P.+  v^Q.A 


et 


on  tire 
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On  peut  donc,  dans  chaque  développement,  égaler  sé- 
parément les  parties  rationnelles  et  les  parties  irration- 
nelles. Cette  loi  svibsistant  pour  les  réduites  déjà  for- 
mées, il  n'est  pas  douteux  qu'elle  ne  subsiste  aussi  pour 
les  autres,  puisque  la  loi  de  formation  reste  la  même  (*). 

Or  des  deux  relations 

P2™  -    \/«Q2m  =  (Pm—  s/"Qm7, 

d'où,  en  égalant  séparément  les  parties  rationnelles  ei 
les  parties  irrationnelles, 

r^m  ^=^  P;«  ~i~  ^  Q;h  > 

Q,,„     "     2P„,Q,„ 

Pi  P 

La  réduite  ~  se  déduit  donc  de  —^5  d'après  la  même 

loi  qu'un  terme  de  la  suite  «,,  a^,.  .  .  se  déduit  du  pré- 
cédent 5  donc,  puisqu'on  a 

P,  P,  P, 

^2   =    H  <73   =    î  «4   r=    , 

Q..  (^.  Q. 

on  aura,  en  général, 

P.,™-. 


q,n,-, 


(*)  On  peut  d'ailleurs  vérifier  qu'en  exprimant  P„,_5,  P,„_,,  P„,  et 
Qm-=>  Qm-i>  Qm  ^H  fonctîon  de  a,  et  r  au  moyen  de  l'une  des  for- 
mules {a),  où  P,  =  a,,  Q,  =  I,  et  ayant  égard  à  la  relation  n  =  a;  4-  /■, 
les  formules 

P,,^  —  ia^  P„,_,  -f-  r  P,„_j     et     Q,„  —  2a^  0,„_,  -i-  '•  Q,,,., 
se  réduisent  à  des  identités;  donc  les  formules  (a)  sont  générales. 
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SUR  QIELQIES  PROPRIÉTÉS  GÉOMÉTRIQUES  OU  DÉPLACEMENT 
ÏÏMÏ  FIGURE  PLANE  DANS  SON  PLAN 5 

Par  m.   V.  LIGUINE, 

Professeur  à  l'Université  d'Odessa. 


Le  théorème  qui  sert  de  base  à  toute  la  théorie  géomé- 
trique du  mouvement  d'une  figure  plane,  invariable  dans 
son  plan,  est  celui-ci  : 

Quand  une  Jlgiire  plane  invaiiable  se  déplace  d\ine 
manière  quelconque  dans  son  plan,  il  existe  toujours 
dans  ce  plan  un  point  qui,  étant  considéré  comme  lié 
invariablement  à  la  figure  mobile,  reste  fixe  pendant 
le  déplacement  de  la  jigure ,  de  manière  que  tout  dé- 
placement d^une  figure  plane,  iîwariable  dans  son 
plan,  peut  être  produit  par  une  simple  rotation  de  la 
figure  autour  de  ce  point. 

Ce  théorème,  connu  déjà  par  Descartes  et  Jean  Ber- 
noulli  pour  quelques  cas  particuliers,  a  été  énoncé  pour 
la  première  fois,  sous  une  forme  complètement  générale 
et  purement  géométrique,  par  M.  Chasles,  en  i83o  (*). 
Il  a  été  généralisé  par  le  même  illustre  savant  pour  le 
cas  d'une  figure  qui  change  de  forme  en  restant  toujours 
semblable  à  elle-même  (**). 

Les  lois  géométriques  du  déplacement  d'une  figure 
invariable  ne  sont  que  des  conséquences  des  propriétés 
dont  jouit  un  système  de  deux  figures  égales  et  super- 
posables  5  de  même  les  lois  géométriques  du  déplacement 

(*■)  ^'oir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  Fér>^ssac,  t.  XIV, 
p.  321,  OM.  Correspondance  mathématique  et  physique  de  l'Observatoire 
de  Bruxelles,  publiée  par  Quetelet,  t.  VU,  p.  353. 

(**)  Loc.  cit. 

Ann.  de  3Iathémat.,  1*  série,  t.  XII.  (ÎVovembre  iS;!.)  3  l 
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d'une  figure  qui  se  déforme  en  lestant  semblable  à  elle- 
même  découlent  des  propriétés  relatives  à  un  système 
de  deux  figures  semblables  placées  d'une  manière  quel- 
conque l'une  par  rapport  à  l'autre.  Mais  la  Géométrie 
moderne  connaît  un  mode  plus  général  de  corrélation 
des  figures  dont  l'égalité  et  la  similitude  ne  sont  que  des 
cas  très-parliculiers  :  c'est  l'homographie;  et  l'on  peut 
se  demander  quelles  sont  les  lois  géométriques  du  dé- 
placement d'une  figure  qui  varie  de  forme  en  restant 
continuellement  homographique  à  elle-même,  lois  qui 
doivent  être  comprises  dans  les  propriétés  d'un  système 
de  deux  figures  homographiques. 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  d'étudier  quelques 
propriétés  purement  géométriques  du  mouvement  d'une 
figure  plane  qui,  en  se  déplaçant  dans  son  plan,  se  dé- 
forme en  même  temps  continuellement  suivant  la  loi  de 
l'homographie,  et  de  faire  voir  comment  se  déduisent 
de  ces  propriétés,  comme  cas  particuliers,  les  deux  théo- 
rèmes fondamentaux  cités  de  M.  Chasles  sur  les  dépla- 
cemeiîts  des  figures  planes  invariables  et  variables  suivant 
la  loi  de  la  similitude. 

Dans  son  Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie  [*) , 
M.  Chasles  fait  mention  de  ses  propres  recherches  sur 
cette  question ,  dont  les  résultats  ont  fait  l'objet  d'une 
partie  d'un  Cours  qu'il  avait  professé  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  mais  qui  n'ont  pas  été  publiées  jusqu'à 
présent.  Cette  remarque  et  l'admirable  profondeur  qui 
caractérise  tous  les  travaux  de  son  auteur  mettent  tout  à 
fait  hors  de  doute  que  le  célèbre  géomètre  avait,  entre 
autres,  ti'ouvé  depuis  longtemps  non-seulement  toutes 
les  propriétés  exposées  dans  cette  Note,  mais  aussi  une 
multitude  d'autres,  probablement  beaucoup  plus  impor- 

(*)  Page  281. 
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tantes,  relatives  et  au  déplacement  dans  le  plan  et  au 
déplacement  dans  l'espace.  ÎNéanmoins,  dans  la  littéra- 
ture de  la  science,  la  question  sur  les  mouvements  géo- 
métriques des  figures  variables  de  forme,  suivant  la  loi 
de  l'homographie,  est  restée  inabordée  (^j;  et  ce  n'est 
que  par  cette  seule  raison  que  j'ose  publier  ces  quelques 
résultats  bien  modestes  de  mes  propres  recherches,  tout 
en  invoquant  la  bienveillante  indulgence  de  l'éminent 
professeur  de  la  Faculté  de  Paris. 

Pour  abréger  le  langage,  je  désignerai,  dans  ce  qui  va 
suivre ,  par  figure  homo graphiquement  'variahîe,  une 
figure  qui  se  déforme  en  restant  continuellement  homo- 
graphique  à  elle-même,  et  par  figure  semblahlement 
variable  une  figure  continuellement  variable  de  forme, 
suivant  la  loi  de  la  similitude. 


Quand  une  figure  plane  homo  graphiquement  va- 
riable S  se  déplace  suivant  une  loi  déterminée  dans 
son  plan,  deux  positions  quelconques  S',  S"  d'un  pareil 
système  mobile  et  variable  représentent  deux  figures 
homographiques  correspondantes,  c'est-à-dire  telles 
que,  si  l'on  considère  dans  ces  deux  figures  deux  points 
homologues  O',  O"  et  les  deux  faisceaux  de  droites  ho- 
mologues a'.  b\  c', .  .  . ,  rt",  h",  c", . .  .  passant  par  ces 


(*)  Le  récent  et  beau  Mémoire  de  ;\I.  Durrande,  inséré  dans  les  Annula 
de  l'Ecole  Normale  supérieure  pour  1873,  traite  la  question  sur  le  dépla- 
cement d'une  figure  variable  de  forme  suivant  la  loi  de  l'homographie, 
mais  pas  sous  le  point  de  vue  purement  géométrique  dont  il  s'agit  ici  ; 
il  est  exclusivement  consacré  aux  questions  plus  élevées  sur  les  vitesses  ot 
les  accélérations  des  points  de  la  figure  mobile.  Il  en  est  de  même  du 
Mémoire  de  M.  Picart,  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
liques,  1^  série,  t,  XII. 

3i. 
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points,  deux  droites  liomologues  a',  a",  pour  décrire 
simultane'ment  deux  angles  homologues  [a'b'),  [a"b"), 
doivent  tourner  dans  le  même  sens  autour  des  deux 
points  O',  O". 

Mais  on  sait  que  deux  figures  planes  homographiques 
correspondantes,  situées  dans  le  même  plan,  jouissent 
des  propriétés  suivantes,  dues  à  M.  Chasles  (*)  : 

a)  Il  existe^  en  général,  dans  le  plan  des  deux 
figures,  trois  points  qui,  étant  considérés  comme  appar- 
tenant à  la  prendere  figure,  sont  eux-mêmes  leurs  ho- 
mologues dans  la  seconde  figure  ;  deux  de  ces  trois 
points  doubles  peuvent  être  imaginaires,  mais  le  troi- 
sième est  toujours  réel. 

b)  Il  existe,  en  général,  dans  le  plan  des  deux 
figures,  trois  droites  qui,  étant  considérées  comme  ap- 
partenajit  à  la  première  figure ,  sont  elles-mêmes  leurs 
homologues  dans  la  seconde  figure:  deux  de  ces  trois 
droites  doubles  peuvent  être  imaginaires,  mais  la  troi- 
sième est  toujours  réelle. 

c)  X^uand  deux  des  trois  points  doubles  sont  imagi- 
naires, deux  des  trois  droites  doubles  sont  aussi  imagi- 
naires, c' est-à-dire  que,  quand  il  îi'existe  quun  seul 
point  double  réel,  il  n  existe  quune  seule  droite  double 
réelle,  et  cette  droite  double  réelle  est  celle  sur  laquelle 
sont  situés  les  deux  points  doubles  imaginaires. 

Il  est  évident,  en  outre,  que  le  nombre  des  points 
doubles  imaginaires  et  des  droites  doubles  imaginaires 
doit  nécessairement  être  égal  à  o  ou  à  2,  et  ne  peut 
jamais  être  égal  à  i. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  baul,  les  théorèmes  a), 
J),  c)  sont  immédiatement  applicables  aux  deux  posi- 


(*)  Voir  Géométrie  supérieure,  p.  4o3-^Oj. 
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lions  2',  2"  de  la  figure  mobile  et  homograpliiquemeiU 
variable  2.  On  a  donc  ainsi  les  propriétés  géométriques 
suivantes  du  déplacement  de  S  : 

I.  Quand  une  figure  plane  se  meut  cVune  manière 
quelconque  daiis  son  plan  et  varie  en  même  temps  con- 
tinuellement de  fonne  en  restant  toujours  homogra- 
phique  à  elle-même,  il  existe  dans  le  plan  trois  points 
et  trois  droites,  ou  un  point  et  une  droite,  qui,  étant 
considérés  comme  appartenant  à  la  Jigure  mohile,  ne 
changent  pas  de  position  pendant  le  déplacement. 

En  d'autres  termes  : 

II.  Quand  une  figure  plane  homo graphiquement 
variable  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  son 
plan,  tout  déplacement  d\ine  première  position  donnée 
en  une  seconde  position  donnée  est  équivalent  à  un 
mouvement  de  la  Jigure  dans  lequel  trois  points  et  trois 
droites,  ou  un  point  et  une  droite  de  la  Jigure,  restent 
fixes  pendant  le  déplacement  considéré. 

Le  terme  équivalent  exprime  ici  que,  en  réalité,  le 
déplacement  de  la  figure  de  la  première  position  donnée 
dans  la  seconde  position  peut  s'eflecluer  d'une  manière 
tout  à  fait  différente;  mais  que  ce  déplacement  peut  être 
produit  par  un  mouvement  tel,  que  trois  points  et  trois 
droites,  ou  un  point  et  une  droite  de  la  figure,  restent 
fixes.  La  cinématique  des  systèmes  invariables  fiDurnit 
beaucoup  d'exemples  de  l'importance  et  de  l'utilité  des 
lois  de  l'équivalence  des  mouvements. 

Pour  se  fi>rmer  une  idée  du  mouvement  réel  de  la 
figure,  il  faut,  suivant  un  procédé  bien  connu,  appliquer 
le  théorème  général  II  au  cas  d'un  <3éplacement  infini- 
ment petit,  et  se  figurer  le  mouvement  fini  considéré 
comme  composé  dune  infinité  de  ces  déplacements  infi- 
niment petits  successifs.  On  conclura  alors  : 
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III.  A  chaque  instant  du  mouvement  d'une  figure 
plane  homo graphiquement  variable  dans  son  plan, 
trois  ou  un  de  ses  points  restent  en  repos;  ces  trois 
points,  ou  ce  point  unique,  changent  cVune  position  de 
la  Jigiire  à  Vautre  et  forment,  par  leur  ensemble  dans 
le  plan  de  la  figure,  trois  courbes  ou  une  courbe,  qui 
sont  les  lieux  géométriques  de  ces  points  fixes ,  de  ma- 
nière que,  à  chaque  instant,  le  mouuement  de  trois  ou 
d\in  des  points  de  la  figure,  qui  sont  amenés  respecti- 
'vement  sur  ces  courbes,  sHnterrompe  pour  un  intervalle 
de  temps  infiniment  court. 

yé.  chaque  instant,  trois  ou  une  des  droites  de  lafgure 
sont  en  repos,  de  manière  que  leurs  points  ne  se  dépla- 
cent que  sur  ces  droites  ;  sur  chacune  de  ces  droites,  s'il 
en  existe  trois,  est  situé  un  des  trois  points  fixes,  et  s'il 
n'existe  qii'une  seule  droite  immobile,  elle  ne  contient 
aucun  point  fixe. 

De  plus,  en  observant  que  deux  faisceaux  liomogra- 
phiques  correspondants  de  droites  et  deux  systèmes  ho- 
mographiques  correspondants  de  points  peuvent  donner 
lieu  à  la  génération  d'une  section  conique  quelconque, 
il  est  facile  de  voir  que  les  droites  homologues  et  les 
cordes  (*)  relatives  à  deux  positions  de  la  figure  2,  dont 
nous  étudions  le  déplacement,  jouissejit  des  propriétés 
suivantes  : 

IV.  Si  Von  prend  deux  points  homologues  de  deux 
positions  déterminées  d\ine  figure  plane  homograplii- 
quement  variable  mobile  d'une  manière  quelconque 
dans  son  plan,  les  points  d'intersection  respectifs  de 


(*)  Nous  entendons  par  corde  la  droite  qui  joint  deux  points  homo- 
logues de  deux  positions  2',  S"  de  la  figure  mobile  S  par  extension  de  la 
signification  attribuée  à  ce  terme  par  M.  Chasles  dans  la  théorie  des  dé- 
placements géométriques  d'un  système  invariable. 
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toutes  les  droites  qui  passent  par  l'un  de  ces  points  awec 
les  droites  homologues  passant  par  le  second  point 
seront  tous  situés  sur  une  même  conique,  contenant  les 
deux  points  considérés  et  tangente  à  la  droite  homo- 
logue de  celle  qui  joint  ces  deux  points. 

^  .  Si  Von  considère  deux  droites  homologues  de 
deux  positions  d'une  figure  plane  homo  graphiquement 
vaiiabley  mobile  d'une  manière  quelconque  dans  son 
plan,  et  que  l'on  prenne  deux  séries  de  points  homo- 
logues sur  ces  droites,  les  cordes  qui  joignent  ces  points 
deux  à  deux  envelopperont  une  conique  tangente  aux 
deux  droites  considérées. 


§11. 

Passons  au  cas  du  déplacement  d'une  figure  plane 
senihlablement  variable  dans  sou  plan,  et  voyons  ce  que 
deviennent  les  résultats  trouvés  dans  le  §  I  pour  ce  cas 
particulier. 

Deux  figures  sont  semblables  entre  elles  quand  l'angif 
entre  deux  droites  quelconques  de  l'une  des  figures  est 
égal  à  l'angle  entre  les  droites  homologues  de  l'autre 
figure,  et  les  distances  homologues  dans  les  deux  figures 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant. 

Deux  figures  planes  semblables  représentent  un  cas 
particulier  d'un  système  de  deux  figures  planes  homo- 
graphiques,  savoir  :  celui  où,  dans  l'une  des  dernières, 
la  droite  homologue  à  la  droite  infiniment  éloignée  de 
l'autre  figure  est  elle-même  située  à  Tinfini.  de  manière 
que  deux  figures  planes  semblables  peuvent  être  consi- 
dérées comme  deux  figures  planes  homographiques  dont 
une  droite  double  réelle  se  trouve  à  l'infini. 

En  vertu  de  ces  propriétés  particulières,  les  lois  géo- 
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métriques  exprimées  par  les  lliéorèmes  a),  l),  c)  du  pa- 
ragraphe précédent  se  modifient  pour  le  cas  des  figures 
semblables.  Commençons  par  faire  voir  en  quoi  consis- 
tent ces  modifications. 

En  premier  lieu,  je  dis  que  le  nombre  des  points  dou- 
bles réels  de  deux  figures  planes  semblables  et  corres- 
pondantes, situées  dans  un  même  plan,  est  toujours  égal 
à  I  et  ne  peut  jamais  être  égal  à  3.  Soient  O',  O"  deux 
points  homologues  de  ces  deux  figures;  menons  par  O' 
une  série  de  droites  et  par  O"  une  seconde  série  de  droites 
homologues  aux  premières*,  les  deux  faisceaux  ainsi  ob- 
tenus jouiront  des  propriétés  suivantes  :  i°  ils  seront 
correspondants 5  2°  tous  les  angles  de  l'un  des  faisceaux 
seront  respectivement  égaux  aux  angles  homologues  de 
l'autre;  mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que  le  lieu  géomé- 
trique de  tous  lîs  points  d'intersection  des  droites  homo- 
logues appartenant  aux  deux  faisceaux  ainsi  définis  est 
un  cercle.  En  effet,  d'une  part,  ce  lieu  doit  nécessaire- 
ment être  une  courbe  du  second  degré  passant  par  les 
points  O'  et  O'';  d'autre  part,  dans  le  cas  actuel,  les 
mêmes  arcs  de  cette  courbe  sous-tendent  des  angles  homo- 
logues égaux  dont  les  sommets  sont  situés  en  O'  et  O", 
c'est-à-dire  sur  la  courbe  elle-même,  et  il  n'y  a  que  le 
cercle  qui  peut  jouir  de  cette  propriété.  IMais  il  suit  du 
raisonnement  qui  conduit  au  théorème  a)  du  §  I  que  les 
points  doubles  de  deux  figures  planes  homographiques 
correspondantes  sont  trois  des  quatre  points  d'intersec- 
tion des  deux  coniques  qu'on  obtient  par  la  considération 
'de  deux  couples  de  faisceaux  homologues^  par  suite,  les 
points  doubles  de  deux  figures  semblables  correspon- 
dantes seront  les  points  d'intersection  de  deux  cercles; 
mais,  deux  cercles  ne  se  coupant  qu'en  deux  points  réels 
et  l'un  de  ces  points  étant,  comme  dans  le  cas  général  de 
deux  figures  homographiques,  le  point  d'intersection  de 
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deux  droites  homologues  qui  joignent  deux  à  deux  les 
centres  des  deux  couples  de  faisceaux  considérés,  on  voit 
que  le  second  des  deux  points  commun  aux  deux  cei'cles 
sera  le  seul  point  double  réel  des  deux  figures  semblables  ; 
de  plus,  les  deux  cercles  ayant,  en  général,  des  rayons 
finis,  le  seul  point  double  sera  situé  à  distance  finie  des 
deux  figures,  si  les  dimensions  de  ces  dernières  ne  sont 
pas  infinies.  Ainsi  deux  des  trois  points  doubles  d'un 
système  de  deux  figures  planes  homographiques  et  cor- 
respondantes seront,  dans  le  cas  particulier  considéré, 
toujours  imaginaires,  et  le  troisième  sera  toujours  réel^ 
d'où  il  suit  immédiatement,  en  vertu  de  la  propriété  c) 
du  §  I,  que,  dans  deux  figures  semblables  et  correspon- 
dantes, deux  des  trois  droites  doubles  sont  toujours  ima- 
ginaires et  une  est  toujours  réelle,  et  cette  seule  droite 
double  réelle  doit,  en  verlu  de  la  propriété  caractéris- 
tique même  des  figures  semblables,  être  située  à  l'infini. 
Les  théorèmes  a)  et  b)  du  paragraphe  précédent  se 
transforment  donc,  pour  le  cas  actuel,  en  ceux-ci  : 

a')  Quand  deuxjîgures  planes  semblables  et  corres- 
pondantes sont  placées  d^une  manière  quelconque  dans 
un  plan,  il  existe  dans  ce  plan  un  point  réel  qui,  étajit 
considéré  comme  appartenant  à  Vune  des  jigures,  est 
lui-même  son  homologue  dans  F  autre  figure;  ce  point 
est  situé  à  distance  jinie  si  les  dimensions  des  deux 
Jigures  ne  sont  pas  iiijinies. 

b')  Quand  deux  Jigures  planes  semblables  et  corres- 
pondantes sont  placées  d\ine  manière  quelconque  dans 
un  plan,  il  existe  dans  ce  plan  une  droite  réelle  qui, 
étant  considérée  comme  appartenant  à  Vunedesjigures, 
est  elle-même  son  homologue  dans  l'autre Jigure ;  cette 
droite  double  unique  se  trouve  toujours  à  l'injini. 

La  droite  double,  étant  située  à  l'infini,  n'offre  aucun 
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intérêt  pour  le  genre  de  recherches  qui  nous  occupe; 
mais  le  point  double  jouit  de  propriétés  particulières 
importantes  au  point  de  vue  cinématique.  Premièrement 
on  peut  toujours  le  considérer  comme  situé  à  distance 
finie;  car,  en  général,  il  ne  sera  question  que  de  figures 
de  dimensions  finies.  Soit  (w',  o)")  ce  point  double  5  pre- 
nons trois  points  quelconques  A',  B',  C  de  la  première 
figure  situés  sur  une  même  droite  avec  le  point  w',  et 
les  points  homologues  A'',  B",  C'dans  la  seconde  figure; 
la  fonction  anharmonîque  des  quatre  points  A',  B',  C,  w' 
doit  être  égale  à  la  fonction  anharnionique  des  quatre 
points  A",  B",  C",  w".  Ainsi 

A'C  _  A'w'  _  A^  ^  A%/'_ 
C'B'   '  ^7b^  "C"B"  "  oi"  B"  ' 

mais,  les  deux  figures  étant  semblables  entre  elles,  les 

A'  C       A"  c" 
rapports  ^y^  et  ^77^,  sont  égaux  ;  donc 

A/o/  _  A'\/' 

ou  bien,  comme  les  deux  points  oi',  o)"  coïncident  en  un 

seul,  ou  aura 

A'o/  __  B'oi' 
A"w'  ~~  B"w'  " 

Cette  proportion  exprime  que  les  distances  entre  le  point 
double  et  deux  points  homologues  quelconques  des  deux 
figures  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant,  qui  est 
évidemment  égal  au  rapport  de  deux  segments  homo- 
logues quelconques;  d'ailleurs  on  peut  encore  vérifier 
cette  propriété  immédiatement  en  considérant  le  point 
double  comme  appartenant  à  l'une  des  figures.  En  outre, 
les  deux  figures  étant  supposées  correspondantes,  il  est 
clair  que,  par  une  rotation  d'une  d'elles  autour  du  point 
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double,  on  pourra  les  amener  dans  une  position  relative 
telle,  que  toutes  les  lignes  de  l'une  deviendront  respecti- 
vement parallèles  aux  lignes  homologues  de  l'autre  ;  alors 
les  dexix  figures  seront  placées  semblablement  (liomo- 
thétiques).  et  leur  point  double  sera  leur  centre  de  simi- 
litude. 

La  proposition  a')  et  les  propriétés  du  point  double  de 
deux  figures  planes  semblables  et  correspondantes  que 
nous  venons  d'exposer  ont  été  énoncées  pour  la  première 
fois,  sans  démonstration,  par  M.  Chasles  (*). 

Soient  maintenant  2  une  figure  plane  semblablement 
variable,  mobile  d'une  manière  quelconque  dans  son  plan, 
et  2',  2"  deux  positions  déterminées  de  cette  figure;  en 
appliquant  aux  figures  S',  E"  la  proposition  «'),  on  con- 
clut : 

I.  Quand  une  Jigure  plane  semblablement  variable 
se  déplace  d\ine  manière  quelconque  dans  son  plan,  il 
existe  toujours  dans  ce  plan  un  point  qui,  étant  consi- 
déré comme  appartenant  à  la  figure  mobile,  ne  change 
pas  de  position  pendant  le  déplacement. 

Donc  : 

II,  Tout  déplacement  d'une  figure  plane  semblable- 
ment 'Variable  dans  son  plan  est  équivalent  ci  une  rota- 
tion de  la  figurée  autour  d'un  certain  point  du  plan  el 
une  défionnation  [contraction  ou  dilatation)  simultanée 
de  la  figure  s"  effectuant  sidvant  la  loi  de  la  similitude. 

Pour  construire  ce  centre  de  rotation  quand  on  se 
donne  deux  positions  2',  2"  de  la  figure  mobile,  il  suffit 
de  placer  la  figure  2",  sans  en  altérer  la  forme,  sembla- 
blement (homothétiquement)  par  rapport  à  2',  et  de  dé- 
terminer ensuite  le  centre  de  similitude  des  deux  figures  ; 

(*}  Voir  Bulletin  de  Férussac,  loc.  cit. 
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ce  centre  sera  le  point  cherché.  Un  second  mode  de  con- 
struction découle  de  la  propriété,  mentionnée  plus  haut, 
des  points  doubles  de  deux  figures  semblables  :  ayant  choisi 
deux  couples  de  points  homologues  quelconques  O',  O" 
et  P',  P"  dans  les  deux  figures  2',  2",  et  deux  couples  de 
droites  homologues  «',  a"  et  b\  b"  passant  respective- 
ment par  ces  points,  construisons  le  point  d'intersec- 
tion A  des  droites  a',  a"  et  le  point  d'intersection  B  des 
droiles  h',  b" -^  menons  par  les  points  O',  O",  A  une  cir- 
conférence, par  P',  P'',  B  une  seconde  circonférence  5 
l'un  des  points  d'intersection  de  ces  deux  circonférences 
sera  le  point  de  rencontre  des  droites  O'P'  etO"P",  et 
l'autre  sera  le  point  cherché. 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit,  le  théorème  II 
peut  être  énoncé  ainsi  : 

III.  A  chaque  instant  du  mou<^'ement  d' une  Jigure 
plane  semblablement  variable  dans  son  plan,  un  des 
points  de  la  figure  reste  fixe,  et  la  Jigure  tourne  autour 
de  ce  point  {*)  et  se  déforme  inf miment  peu  en  restant 
semblable  à  elle-même. 

En  considérant  un  déplacement  fini  déterminé  de  S 
comme  composé  d'une  infinité  de  ces  déplacements  élé- 
mentaires successifs,  on  peut  se  former  une  idée  du  mou- 
vement réel  d'une  figure  plane  semblablement  variable 
dans  son  plan. 

Enfin  les  droites  homologues  de  deux  positions  quel- 
conques 2',  2"  de  la  figure  2  et  les  cordes  qui  joignent 
les  points  homologues  de  2',  2'' jouissent  des  propriétés 
suivantes  : 


(*)  On  pourrait  nommer  ce  point  pôle  de  ro:acion,  comme  l'a  pro- 
posé M.  Wiener  pour  un  cas  particulier  du  mouvement  d'une  figure  plane 
semblablement  variable  dans  son  plan,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les 
Aiuiali  di  Matematica  de  M.  Creniona,  série  II,  t.  I,  p.  i/j  1-142- 
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TV.  Si  Von  pj^end  deux  points  homologues  quelcon- 
ques de  deux  positions  déterminées  d^  une  figure  plane 
semblahlement  'variahle  mobile  dans  son  plan,  le  lieu 
géométrique  des  points  d^ intersection  respectifs  de  toutes 
les  droites  qui  passent  par  Vun  de  ces  points  avec  les 
droites  homologues  passant  par  le  second  point  sera  un 
cercle;  ce  cercle  passera  par  les  deux  points  donnés  et 
sera  tangent  à  la  droite  homologue  de  celle  qui  joint  ces 
deux  points. 

V.  Si  Von  prend,  dans  deux  positions  déterminées 
d^  une  figure  plane  semblahlement  variable  mobile  dans 
son  plan,  deux  droites  homologues  quelconques  et  deux 
séries  de  points  homologues  sur  ces  droites,  les  cordes 
qui  joignent  deux  à  deux  ces  points  homologues  enve- 
lopperont une  parabole  qui  est  tangente  aux  deux 
droites. 

La  première  de  ces  deux  propositions  découle  immé- 
diatement de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  sur  les  faisceaux 
homologues  de  droites  faisant  partie  de  deux  figures 
planes  semblables  et  correspondantes;  la  seconde  est 
une  conséquence  d'une  propriété  connue  des  divisions 
anharmoniques  semblables  et  correspondantes. 


§111. 

Il  nous  reste  à  montrer  ce  que  deviennent  les  résultats 
généraux  du  §  I  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  la 
figure  plane  mobile  dans  son  plan  est  invariable  de 
forme.  Ce  cas  conduit  à  la  considération  de  deux  figures 
égales  et  superposables  situées  dans  un  même  plan. 

Deux  figures  égales  et  superposables  représentent  ce 
cas  particulier  de  deux  figures  semblables  et  correspon- 
dantes, quand,  dans  ces  dernières,  non -seulement  les 
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angles  homologues,  mais  aussi  tous  les  segments  homo- 
logues sont  égaux  entre  eux. 

Afin  d'éviter  d'inutiles  répétilions  pour  ce  cas  parti- 
culier, il  suffit  de  remarquer  que  toutes  les  propriétés  de 
deux  figures  semblables  qui  dépendent  seulement  des 
rapports  d'angles  homologues  et  ne  dépendent  point  des 
rapports  entre  les  distances  homologues  doivent  aussi 
s'appliquer  aux  figures  égales  et  superposables.  Il  suit 
de  là  que  les  théorèmes  a'),  b'),  I,  IV,  V  du  paragraphe 
précédent  subsistent  encore  pour  le  cas  actuel,  en  y  rem- 
plaçant seulement  les  termes  semblables  et  semblable^ 
nient  variable  par  invariable ^  mais  les  propriétés  du 
point  double,  dépendant  des  rapports  de  longueurs  ho- 
mologues, et  les  propositions  II  et  III  du  §  II,  qui  en 
découlent,  se  modifient  ainsi  :  le  point  double  de  deux 
figures  égales  et  superposables  sera  équidistant  de  deux 
points  homologues  quelconques  ;  la  proposition  II  se 
transforme  en  ce  théorème  de  M.  Chasles  que  nous  avions 
énoncé  au  commencement  de  la  Note,  et  la  proposition  III 
en  cet  autre  théorème  bien  connu,  qui  exprime  que  tout 
mouvement  infiniment  petit  d'une  figure  plane  inva- 
riable dans  son  plan  est  une  rotation  autour  d'un  point 
de  la  figure  qui  reste  fixe  pendant  l'instant  considéré,  et 
que  l'on  nomme  centre  instantané  de  rotation. 

On  obtient  ainsi  les  propriétés  géométriques  connues 
et  fondamentales  du  déplacement  plan  des  figures  planes 
semblablement  variables  et  invariables  comme  des  cas 
particuliers  du  théorème  I,  §  I,  relatif  au  déplacement 
fini  d'une  figure  plane  homographiqueraent  variable  dans 
son  plan. 
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IVOllYELLE  DÉMONSTRATIO\  DU  PARALLÉLOGUiMME 
DES  FORCES  5 

Par  m.  délègue, 

Professeur  de  Philosophie  au  lycée  de  La  Rochelle. 


Daniel  BeriiouUi  (*),  Laplace  (**),  d'Alembert, 
Poisson,  Francœur  {***)  ont  cherché  à  démontrer  ce 
théorème  fondamental  de  la  Mécanique,  sans  avoir 
recours  au  principe  de  l'indépendance  des  mouvements 
ou  à  la  considération  de  points  invariablement  liés  entre 
eux  dans  l'espace;  mais,  pour  y  parvenir,  ils  ont  dû  em- 
ployer les  développements  en  série,  suivant  la  formule 
de  Taylor. 

Cauchy  (****),  vers  iSaS,  et  Aymé,  en  septem- 
bre i83ô'  [Journal  de  M.  Lioiwille),  en  ont  donné  une 
démonstration  géométrique  5  mais  ces  démonstrations 
sont  assujetties  à  la  considération  de  forces  n'agissant 
pas  dans  le  même  plan  5  elles  ont  recours  à  la  Géo- 
métrie dans  l'espace  pour  démontrer  un  théorème  que  la 
Géométrie  plane  peut  démontrer  plus  simplement.  C'est 
ce  que  je  me  propose  d'établir. 

J'admets  comme  évident  ou  comme  pouvant  être  faci- 
lement démontré,  dans  la  théorie  des  forces  ou  causes 
du  mouvement  dans  la  matière  inerte  : 

1°  Le  principe  de  symétrie,  dont  les  principales  con- 
séquences sont  que  deux  forces  égales  et  directement 
opposées  se  détruisent  et  que  deux  forces  égales,  appli- 


(  *  )  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg. 

(**)  Mécatiique  céleste,  t.  I,  chap.  I. 

(***)  Statique. 

(****)  Statique  de  Monge  (1823),  Note  de  la  fin. 


(  496  ) 
quées  au  même  point,  ont  une  résultante  dirigée  suivant 
la  bissectrice  de  l'angle  plan  formé  par  les  deux  com- 
posantes 5 

2"  Que  deux  forces,  de  même  direction,  appliquées 
au  même  point,  s'ajoutent,  c'est-à-dire  peuvent  être 
détruites  par  deux  autres  forces  égales  chacune  à  cha- 
cune aux  deux  premières  et  directement  opposées.  De  là 
résulte  ce  principe  fondamental  que  :  si  deux  forces, 
appliquées  au  même  point,  ojaiient,  sans  changer  entre 
elles  de  rapport,  ni  de  direction,  leur  résultante  varie 
dans  le  même  rapport,  sans  changer  de  direction  (*). 

Théorème  de  D.  Bernoulli.  —  La  résultante  de 
deux  forces  i^eprésentées  eji  grandeur  et  en  direction 
par  deux  droites  rectangulaires  sera  représentée  en 
grandeur  par  la  diagonale  du  rectangle  formé  sur  les 
deux  composantes. 

Soient  les  deux  forces  P,  Q  rectangulaires  5  soit  AR 
la  direction  de  leur  résultante,  je  mène  la  droite  FF'  per- 
pendiculaire sur  AR. 

(*)  Appliquer  en  A  le  système  des  forces  (2P,  2Q)  revient  à  super- 
poser au  système  (P,  Q)  un  autre  système  (P,  Q)  identique  au  premier. 
Si  donc  (P,  Q)  a  pour  résultante  R,  la  résultante  totale  sera  2 R  et  de 
môme  direction  que  R.  Une  seconde  superposition  de  (P,  Q)  donnera 
pour  résultante  3R,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

II  en  sera  de  même  pour  (  ->  —  )>  ''  étant  entier;  car,  si  ce  système 


a  pour  résultante  R',  en  le  multipliant  par  n,  R'  deviendra  «R',  sans 
changer  de  direction;  mais  alors  les  composantes,  étant  (P,  Q),  devront 
avoir  R  pour  résultante;  donc 

R=:«R', 

donc 

R'=^; 
II 

n  pouvant  être  aussi  grand  qu'on  voudra ,  la  proposition  est  encore 
vraie  pour  le  cas  où  les  variations  proportionnelles  se  feront  d'une  ma- 
nière continue. 
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Les  angles  FAP,  RAQ  sont  égaux,  comme  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  j  il  en  est  de  même  des  angles  PAR, 
F'AQ. 

Donc  les  directions  FA,  AR,  AP  :  AP,  AQ,  AR5  F'A, 
AR,  AQ  constituent  trois  faisceaux  superposables. 

Fig.   1. 


Cela  posé,  j'observe  que,  de  même  que  AR  peut  être 
décomposée  en  deux  forces  P  et  Q  de  grandeur  et  de 
direction  données,  P  peut  aussi  être  décomposée  en  deux 
forces  rectangulaires  H,  F,  dirigées  suivant  AR  et  AF, 
puisque  AF  et  AR  sont  dirigées,  par  rapport  à  AP,  comme 
AP  et  AQ  le  sont  par  rapport  à  AR.  De  plus,  en  vertu 
du  deuxième  axiome,  ces  deux  forces  F,  H  seront  pro- 
portionnelles à  Q,P,  et  autant  de  fois  plusgrandes  ou  plus 
petites  que  Q,  P,  que  P  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
la  résultante  inconnue  R,  c'est-à-dire  que  ]'on  aura  les 
deux  égalités  : 

F  _  Q        F  _P 

H  ""  p'      Q~  R' 

Il  en  est  de  même  pour  Q^  soient  H'  et  F'  les  deux  com- 
posantes de  Q. 


Nous  aurons  donc  les  égalités 


F  =  QX 


R' 


H  =  PX-. 


F' 


H' 


Aiiii.  de  Mathémat.,  t.  XII,  2*  série.  (Novembre  1873.)       32 
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donc  F  =  F'.  Mais  ces  deux  forces  directement  oppo- 
sées se  détruisent;  la  résultante  totale  est  donc 

H-I-H'  =  R. 

Remplaçant  H  et  H'  par  leurs  valeurs,  nous  aurons 

donc 

R2  =  P^-f-Q2.  C.     Q.     F.     D. 

Théorème  II.  —  La  résultante  de  deux  forces  rec- 
tangulaires, appliquées  à  un  même  point  A,  est  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  directioji  par  la  diagonale  du 
rectangle  constnàt  sur  les  composantes. 

Soient  deux  droites  indéfinies  AH,  QH'  perpendicu- 
laires sur  AQ.  Je  prends  sur  QH'  les  longueurs 

QR  =  AQ,     RR'  —  AR,     R'R"  =  AR', .  . . , 

je  mène  les  diagonales  AR,  AR',  AR", ...  5  ces  diago- 
nales seront  bissectrices  des  angles  PAQ,  PAR,  PAR', 

D'après  le  théorème  de  Bernoulli,  elles  représentent  e/i 
grandeur  la  résultante  de  deux  forces  rectangulaires, 
l'une  Q,  constante,  représentée  par  AQ,  l'autre  P,  va- 
riable, dirigée  suivant  AH,  et  successivement  rcpTésen- 
lée  eu  grandeur  par  QR  =  AP,  QR'  =  AP',  QR"=  AP". 

Je  dis,  de  plus,  que  ces  diagonales  représentent  aussi 
cette  résultante  en  direction. 

1°  La  proposition  est  évidente  pour  AR,  puisque  dans 
ce  cas  les  deux  composantes  sont  égales  et  que  AR  est 
bissectrice  de  l'angle  PAQ. 

Il  en  est  de  même  pour  AR',  puisque,  les  forces  AP, 
AQ  se  composant  en  AR,  le  point  A  peut  être  considéré 
comme  sollicité  par  deux  forces  égales,  savoir  :  AR,  PP', 
dont  la  résultante  aura  pour  direction  AR',  bissectrice 
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de  l'angle  PAR;  AR'  sera  donc  à  la  fois  et  ]a  résultante 
du  système  (AP',   AQ)   et  celle    du  système  des  deux 

•     .  Fiff.  2. 


forces  égales  et  obliques  AR,  PP'  appliquées  au  point  A 
et  représentées  par  les  côtés  du  losange  dout  AR'  est  la 
diagonale  et  l'angle  aigu  PAPi.  La  même  démonstration 
s'applique  à  la  diagonale  AR". 

2'^  Il  en  est  de  même  pour  AS,  bissectrice  de  l'angle 
RAR'=R'AP. 

Car,  si  l'on  construit  le  losange  AM'SM  semblable 
au  losange  AR'R"K  et  si  l'on  mène  SS'  perpendicu- 
laire sur  AP,  on  voit  que  la  force  AS  est  équivalente  au 
système  des  forces  (AM,  A^M')  ;  car  il  a  été  démontré 
que  AR''  était  équivalente  au  système  (AR',  AK). 

32. 
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Mais  le  système  (AM,  AM)  est  équivalent  au  système 
(  AQ,  AS')  j  car  les  projections  de  AS  sur  AP  et  AQ  sont 
égales  à  la  somme  des  projections  semblables  des  droites 
AM,  AM'  sur  les  mêmes  axes  rectangulaires.  De  plus,  ce 
qui  précède  démontre  que  toute  force  suivant  AM  et  AM' 
peut  être  décomposée  en  deux  forces  rectangulaires,  re- 
présentées par  les  projections  sur  AQ  et  AP  des  droites 
qui  représentent  en  grandeur  celte  force. 

Donc  AS  est  la  résultante  des  forces  rectangulaires  AS', 
AQ,  formant  les  côtés  du  rectangle  dont  AS  est  la  diago- 
nale. 

On  peut  d'ailleurs  étendre  cette  démonstration  à  toute 
autre  diagonale  bissectrice  des  angles  formés  par  les  pre- 
mières à  l'infini.  Donc  le  théorème  énoncé  est  vrai  pour 
toute  espèce  de  rectangle. 

Il  peut  s'étendre  aussi  à  toute  espèce  de  losange  ;  la 
seule  inspection  de  la  figure  le  démontre. 

Il  s'étend  aussi  facilement  à  toute  espèce  de  parallélo- 
gramme ;  car,  dans  le  parallélogramme,  les  projections 
de  la.  diagonale  sur  deux  axes  rectangulaires  sont  aussi 
égales  à  la  somme  des  projections  des  deux  côtés  qui  se 
coupent  sur  la  diagonale. 

Donc,  en  général,  la  diagonale  d'un  parallélogramme 
représente,  en  grandeur  et  en  direction,  la  résultante 
des  deux  forces  représentées  par  les  deux  droites  qui  se 
coupent  sur  la  diagonale.  c.  q.   f.   d. 


RECTIFICATION. 


Dans  l'cnoncé  1099,  remplacer  équilatéraux  par  isoscèles 
semblables,  a,  p,  .  .  .  ,  §'  désignent  les  points  de  l'encontre  des 
hauteurs.  On  demande  alors  quand  les  trois  conditions  énon- 
cées sont  remplies.  (H.  Brocard.) 


(  Soi   ) 


EXPOSITION  DE  U  MTHODE  DES  E^lIPOLLEXCES 

(suite,  voir  même  tome,  p.  297); 

Par  m.   g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  I\I.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


TROTSIEÎME  PARTIE. 

FORMULES   TRIGO>"OMÉTraQrES    ET   QUELQUES    AUTRES   EXER- 
CICES   DE     LA.    MÉTHODE     DES    ÉQt  IPOLLEKCES. 

Formules  trigonométriques . 

90.  Pour  qui  connaît  les  expressions  imaginaires  des 
lignes  trigonométriques  et  se  rappelle  (48)  que  le  ra- 
mun  (indiquant  une  droite  égale  à  l'unité  et  d'inclinai- 
son -^  90  degrés)  se  calcule  précisément  comme  le  signe 
\j —  I  ,  il  sera  très-facile  d'entendre  ce  qui  va  suivre. 
Je  puis  doue  procéder  rapidement,  et  commencer  par  la 
résolution  d'un  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  lon- 
gueurs a,  h,  c.  et  dont  les  angles  opposés  sont   A,  B,  C 

[flg.  26). 

Fig.  a6. 


B\B 


L'inclinaison  du  côté  CA  sur  le  côlé  CB  sera  C,   et 
l'inclinaison  du  côlé  AB  sera  —  B.  Par  suite,  la  règle  I 

CA  -h  AB  =^  CB 


(    5o2    ) 

nous  donnera 

(i)  bz^  +  ci"^^  a. 

De  cette  équipollence,  sans  qu'il  soit  besoin  d'aucune 
considération  géométrique,  nous  tirerons  la  résolution 
du  triangle,  c'est-à-dire  toutes  les  relations  entre  les  cinq 
éléments  «,  Z»,  c,  B,  C.  Quant  à  l'angle  A,  il  a  pour 
valeur 

A  =  inc.  AB  —  inc.  AC  r=  —  B  —  (C  —  tt)  ; 
par  conséquent 
(2)  A  +  B  +  C— 77. 

91.  Pour  trouver  la  relation  entre  deux  côtés  et  les 
angles  opposés,  il  suffira  d'éliminer  a  de  l'équipol- 
lence  (i)  combinée  avec  sa  conjuguée 

bz"^  -f-  c  î^t^lie  «, 
et  nous  aurons 


;3)  ■  h[f'  —  z-^)^c[i^  — 


:-B^ 


La  règle  XI  nous  montre  que  e^ — e~^  représente  une 
droite  perpendiculaire  à  l'origine  des  inclinaisons,  et 
dont  la  longueur  dépend  uniquement  de  l'angle  C, 
puisque  les  droites  représentées  par  e*^ ,  e~^  ont  une  lon- 
gueur égale  à  l'unité.  On  sait  que  la  moitié  de  cette 
droite  n'est  autre  que  le  sinus  de  l'angle  C  ;  par  suite, 
l'équipoUence  (3)  divisée  par  2  y/  donne 

b  sin  G  =  c  sin  B. 

92.  Si  nous  décomposons  (o)  la  droite  inclinée  £^  en 
une  droite  d'inclinaison  nulle,  et  une  autre  perpendi- 
culaire à  celle-là,  et  si  nous  appelons  cosinus  et  sinus 


{  5o3  ) 
ces  deux  composantes,  nous  aurons 

(i)  î^'ii'cosC -f- V' sinC, 

équipollence  qui,  avec  sa  conjuguée 

--C  uu  cos  Q  —  y/  sin  C , 
donnera 

(2)  2cosCd!bc^4- s~^, 

(3)  2ySinG'i^î^ — s~^. 

Substituant  à  C  son  complément  -  —  C,  et  se  rappe- 
lant que  £-  rit"  y/,  on  démontrerait  que  cosC=sin  ( C  j  ^ 

mais  il  est  inutile  de  s'arrêter  à  des  notions  aussi  con- 
nues. La  tangente  étant  le  rapport  du  sinus  au  cosinus 
est  donnée  par 


tan  g  C  'dif 


,C         ç—G  -?.G 


£^—   S' 


J^^. 


^(jC^g-C)  —  ^(e=>c_^i^ 


93,  Revenant  à  la  résolution  du  triangle,  clierchons 
la  relation  qui  existe  entre  un  angle  et  les  côtés.  De  Té- 
quipollence  (i)  du  n°  90  nous  devrons  éliminer  B,  ce 
qui  se  fera  immédiatement  en  multipliant 

par  l'équipollence  conjuguée 

a  —  b  £""^cibcî^, 
et  nous  donnera 

Nous  pourrons  aisément,  par  la  relation  (2)  du  ii"  92, 
en  déduire  la  valeur  de  cosC.  Autrement,  en  résolvant 


(  5o4  ) 
cette  équipollence  par  rapport  à  e^,  nous  aurons 


1 


,4,       ^^■:-^:^^,^,-i^ 


Cette  équipollence,  comparée  à  celle  (i)  du  n°  92,  donne 
les  expressions  de  cos  C  et  de  sin  C,  au  moyen  des  trois 
côtés.  En  outre,  extrayant  la  racine  de  (4),  et  posant 


on  a 

(5)  .'^y^-^  +  v/y/-^-' 

d'où   l'on    tire    aisément   les    expressions    connues    de 

C       .     C  C 

cos  -î    sin  -■)  tang  -• 


94.  Il  nous  reste  à  clierclier  la  relation  entre  deux 
côtés,  l'angle  compris  et  un  angle  opposé.  De  l'équî- 
pollence  fondamentale  (i)  du  n°  90  on  élimine  c  en  re- 
tranchant de 

b  z^-^  -{-  c^as^ 

l'équipollence  conjuguée  ;  puis  on  résout  par  rapport  à 
e'*,  et  l'on  a 

_        a  —  be-^ 
a  —  bs^ 

Au  moyen  de  la  relation  (4)  du  n°  92,  on  en  déduit 

^        ^sinC 

6)  tangB=A- 7 ^ 

^    '  a  —  b  cos  G 

et  aussi 

/  C\   ,  ae^—b    (as    —b        \       .    a-hb  C 


(  5o5  )  * 

Cette  relation  pourrait  aussi  s'obtenir  en  décompo- 
sant, au  moyen  de  la  règle  II,  l'équipollence 


-B-  £ 


dans  les  deux  équations 

c  cos  (Bh-   -|  =  (a  —  b]  cos  -  •> 

•     l           C\         ,  ,,    .     C 

csin     B  H r=  (^  -f-  &)  sin  -  • 

9o.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  démontrer,  au  moyen  des 
équipollences  du  n°  93,  les  formules  relatives  aux  lignes 
trigonométriques,  ces  notions  étant  très-connues.  De 
préférence,  j'ajouterai  encore  un  exemple  montrant  que, 
dans  notre  méthode,  il  n'est  nécessaire  de  recourir  à  au- 
cune considération  géométrique. 


Supposons  que,  dans  un  quadrilatère  {fig-  '^y)  dont 
les  côtés  sont  a,  b,  c,  d,  l'angle  intérieur  compris  entre 
les  côtés  a,  b  ait  pour  valeur  B,  et  que  A  soit  la  valeur 
des  deux  angles  opposés  compins  entre  les  côtés  b,  c  et 
d,  a.  En  considérant  les  inclinaisons  mutuelles  des 
côtés,  on  voit  que  la  règle  I  donne  l'équipollence 

On  éliminera  B,  en  multipliant  membre  à  membre 
l'équipollence 


(  5o6  ) 
par  sa  conjuguée.  On  obtient  ainsi 

{ad—  bc)  (s^-i-  z-^)'^a-—  b- —  c^  ^.- d\ 

d'où  l'on  peut  déduire  (93)  les  valeurs  de  cos  A,  sin  A, 

.      A 

sm  ■—•>  •  •  •  • 

96.   Si  IL  est  l'inclinaison  de  la  droite  LM  sur  AB,  on  a 

LM  :  AB  «ii^  £«  gr.  LM  :  gr.  AB, 

et,  multipliant  (52)  par  AB  cj.  AB^gr^  AB, 

(i)  cj.AB.LM-i^gr.  ABgr.  LM  î«. 

Combinant  cette  équipollence  (i)  avec  sa  conjuguée,  il 
en  résulte 

{2j    y/(ABcj.LM  —  cj.AB.LM)^2gr.  AB  gr.  LM  sin;^, 
(3)         AB  cj.  LM  -}-  cj.  AB.LM^2gr.  AB  gr.LM  cos  u. 

Si  l'on  cbange  LM  en  AC,  la  relation  (2)  nous  donne, 
d'après  la  règle  XII,  l'aire  du  triangle  ABC.  Les  équi- 
pollences  (2)  et  (3)  peuvent  être  regardées  comme  des 
conséquences  des  règles  XI  et  X. 

Au  premier  membre  de  la  relation  (3)  on  peut  faire 
subir  une  transformation  telle,  que  tous  les  termes  soient 
réduits  à  avoir  une  inclinaison  nulle,  si  bien  que  l'équi- 
polleuce  se  change  en  une  équation.  On  a,  en  effet, 

ABcj.LM+cj.AB.LM^AB(cj.AM— cj.AL)+cj.AB(AM— AL) 
'^ (AL  —  AB  )  (cj.  AL  —  cj.  AB) 

—  ( AM  —  AB  )  (cj.  AM  —  cj.  AB ) 

—  AL  cj.  AL  H-  AM  cj.  AM 
di?BL  cj .  BL  —  BM  cj .  BM 

—  ALcj.  AL  —  AM  cj.  AM. 


(  30-  ) 
Ainsi  nous  aurons  (o2) 

(4)     2 gr.  AB  gr. LM cos u^%v-  AM  +gr' BL  —  gr'AL  —  gr'BM. 

97.  Si,  aux  règles  rappelées  plus  liaut  (61),  nous 
ajoutons  les  définitions  exprimées  par  les  formules  du 
n°  92,  et  les  relations  (3),  (4)  du  numéro  précédent,  nous 
aurons  tous  les  principes  de  la  méthode  des  équipollences, 
appliquée  à  l'étude  des  figures  planes  composées  de 
points,  de  droites  ou  de  circonférences.  Toute  considé- 
ration de  Géométrie  ou  de  Trigonométrie  devient  super- 
flue, parce  que  tout  se  trouve  implicitement  compris 
dans  la  méthode  elle-même  -,  mais  ,  comme  on  ne  peut 
employer  rapidement  un  instrument,  si  simple  qu'il  soit, 
à  moins  qu'un  exercice  répété  n'en  ait  rendu  l'usage  ha- 
bituel, nous  ajouterons  ici  divers  exemples.  On  pourra 
d'ailleurs  les  étudier  seulement  jusqu'au  n^  120,  ou 
même  jusqu'au  n''  109^  et  passer  ensuite  à  la  théorie  des 
courbes  (133),  qui  forme  la  dernière  partie  de  ce 
Mémoire. 

Exei'cices  sur  le  liiangle. 

98.  Problème.  —  Étant  donnés  deux  côtés  CA  =  /' 
{fig.    28),  CB  =  a  et  l'angle  compris  G,  déterminer  la 


distance  CE  =  z  du  sommet  G  à  un  point  E  qui  divise 
la  hase  dans  un  rapport  donné. 


(  5o8  ) 
La  condition  du  problème  est  exprimée  par  K^-^  -  x\B  5 
appelant  u  l'angle  ACE,  on  aura 

Isolant  ^c",  puis  multipliant  par  l'équipollence  conju- 
guée, u  disparaît  et  z  est  donné  par  la  relation 

dans  laquelle  (92) 

£*•  H-  £~^=  2C0SC- 

Si  c  est  la  longueur  du  côté  AB  (et  par  suite  AE=  e), 
on  a 

c'  "^^ABcj.  AB  ^  [nf-—  h)  (ar^  —  b)  ^"h-n^  -l-  b^  —  ab  (eC-i-  e-C). 

Ainsi,  de  la  précédente  relation  donnant  z^ ,  nous 
pourrons  éliminer  l'angle  C.  Nous  aurons  de  la  sorte 

cz'^=  b-  [c  —  e)  -^r  a^ e  —  [ce  —  e), 
OVl 

AB.(CE)^  =  AE.(CB)2+EB.(CA)-— AB.AE.EB. 

99.  Théorème.  —  Quels  que  soient  les  points  A,  B, 
C,.  •  .,  et  les  coefficients  numéiiques  m,  m',  m'\  .  .  .,  il 
existe  un  point  G,  tel  que 

m  G  A  +  m' GB  -4-  m"  GC  ^  .  .  .-dt  o. 

Dans  le  cas  de  trois  points  seulement,  les  aires  des 
triangles  GAB,  GBC,  GCA,  ABC  sont  proportionnelles 
aux  coefficients  m" ^  m,  ni',  m  ■+■  ni'  ■+■  m" . 

Ayant  choisi  arbitrairement  un  point  O  (qui  pourra 
être  un  des  points  donnés  A,  B, .  .  .),  il  sera  facile  de 
construire  OG,  de  telle  sorte  que 


(  5o9  ) 
et,  d'après  la  règle  I,  on  verra  que  le  seul  point  G,  ainsi 
déterminé,  satisfait  à  la  condition  demandée  parle  théo- 
rème 5  nous  appellerons  ce  point  le  haiy centre  (*)  des 
points  A,  B,.  .  .  affeciés  respectivement  des  coefficients 
(ou  niasses)  m,  m', ....  Quand  tous  les  coefficients  sont 
égaux,  G  est  dit  le  barycentre  des  points  A,  B, .  .  .  . 

100.  Si,  de  la  précédente  équipoUence  multipliée  par 
cj.OP,  nous  retranchons  sa  conjuguée  multipliée  par 
OP,  nous  obtiendrons 

[m  -h  m'  -h-  .  .  .)(OGcj.OP—  cj.OG.OP) 

«iJie/rti^OAcj.OP— cj.0A.0P)4-/H'(0Bcj.0P— rj.OB.OP)  — ..  . 

De  là,  d'après  la  règle  XII, 

[m  -^  m'  -h  .  .  .  )  GOP  =  m  AOP  H-  m'  BOP  -h 

Faisant  coïncider  O,  P  successivement  avec  deux  des 
trois  points  A,  B,  C,  on  a  les  équations' 

{m  -f-  m'  ~h  m")  GBC  r-  m  ABC, 
(m  —  m'  -<:-  m")  GCA  ^  m'  BCA, 
(/«  -^-  m'  -f-  m")  GAB  --  ///'CAB, 

qui  démontrent  la  seconde  partie  du  théorème. 

On  fera  attention  (o7)  au  signe  négatif  que  prend 
l'aire  d'un  triangle  lorsqu'on  renverse  l'ordie  dans  lequel 
sont  énoncés  les  sommets. 

101.  Problème.  —  De  quels  coefficients  faut-il  ajj'ec- 
ter  les  sommets  d'un  triangle  ABC,  pour  que  leur  bary- 
centre soit  le  centre  R  du  cercle  circonscrit? 


(*)  Nous  employons  avec  M.  Bellavitis  ce  mot  de  barjcentre,  plus  la- 
conique et  peut-être  plus  expressif  que  l'expression  centre  de  gravité, 
dont  il  est  l'équivalent.  {Note  du  Traducteur.) 


(  5io) 

jNous  pourrions  admettre,  comme  choses  très-connues, 
que  l'angle  ARB  [Jîg.  28)  est  double  de  ang.  ACB  ^=z  C, 
et  que  l'aire  du  triangle  ARB  est  proportionnelle  au 
sinus  de  ARB-,  nous  le  démontrerons  néanmoins  au  moyen 
des  équipollences. 

Pour  exprimer  la  condition  que  R  est  équidistant  des 
trois  sommets,  nous  poserons 

RA'ii^rï'',      RByîl^'/'gf,     RC'iii'rsï. 
D'après  la  règle  XII  et  le  n°  51,  on  a 

R AB -A^ù-'l z"-^  —  £-«+? )  =  -  sin  ( p  —  a) , 

et,  d'après  les  règles  IX  et  I,  le  double  de  l'inclinaison  du 
côté  CB,  moins  le  double  de  l'inclinaison  de  CA  ou  2C, 
est  donné  par 

CBcj.  CA  :  cj .  CB .  CA  -r^  (e^  —  t")  (s-^  —  s-f)  :  [i~^  —  z-i)  (s-  —  v) 

Donc  j3  —  a  =  2G.  De  là,  et  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, nous  aurons 

(i)  sinsA.RA  -!-  sinsB.RB  +  sin2C.RC^o. 

402.  Problème.  —  Déterminer  V intersection  com- 
mune H  des  trois  hauteurs  d'un  triangle  ABC  {fig-  28). 

La  condiliou  que  CH,  BH  soient  perpendiculaires  aux 
côtés  AB,  CA  est  exprimée  par 

V^CHdlb/zAB,     sJBU-^mQk, 

équipollences  au  moyen  desquelles  nous  devrons  déter- 
miner m  et  /^.  Nous  éliminerons  d'abord  le  point  in- 
connu H,  ce  qui  donnera 

V^CB^«  AB  — wCA, 


(  5ii  } 
puis,  au  moyen  de  la  conjuguée,  nous  obtiendrons 

v/(CBcj.CA-f-  cj.CB.CA)  ':^/2(ABcj.GA  —  cj.  AB.CA). 

Par  les  formules  (3),  (2)  du  n°  96,  ou  bien  par  les 
règles  X  et  XI,  la  valeur  de  n  se  réduira  à  uue  expres- 
sion trigonométrique.  Ecrivant  CB  —  CA  à  la  place  de 
AB,  on  trouve 

«  =  v/  (CB  cj .  CA  -\-  cj .  CB .  CA)  :  (CB  cj.  CA  -  -  cj .  CB .  CA)  =  cet  C. 

Donc  CH  est  égal  au  côté  AB  divisé  par  la  tangente 
de  l'angle  opposé' C.  Le  point  H  n'eût  pas  changé  si  l'on 
avait  cherché,  au  contraire,  l'intersection  des  droites 
CH,  AH,  perpendiculaires  aux  côtés  opposés. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  N°  102. 

TuÉORÈME. —  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  rencontrent  en  un  mente 
point. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  sans  chercher  à  déterminer  le  point 
commun,, et  sans  avoir  besoin  de  recourir  aux  expressions  conjuguées. 
Soit  H  le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  CH  et  BH,  abaissées 
respectivement  sur  AB  et  CA.  On  aura 

(0  v/CHiwAB,     v/BH=a,otCA. 

Il  s'agit  de  faire  voir  que  AH  est  perpendiculaire  à  BC,  c'est-à-dire 
qu'on  a 

V^AH  A  .'BC, 
l  étant  un  nombre. 

Or  les  équipollences  (i)  peuvent  s'écrire 

v/(  AH  —  AB  —  BC)  i  «  AB, 
V/(AH  — AB)  i  — mAB  — mBC. 

En  éliminant  AB  entre  ces  deux  relations,  on  trouve 

1  —  mn  ^„ 
(2)  y/ AU  A  -BC. 

^    -'  tn  -+■  n 

AH  est  donc  bien  perpendiculaire  à  BC,  et  le  coefficient  l  dont  il  est 

parlé  ci-dessus  est 

I  —  mn 


(  5i2  ) 

ce  qui  donne  entre  les  trois  coefficients  la  relation  remarquable 

Im  -T-  mn  +  ni  =  i . 
Cette  relation  peut  prendre  la  forme 

Fjr.AHgr.BH       gr.BHgr.CH       gr.CHgr.AH 


gr.BCgr.  CA       gr.CAgr.AB        gr.  ABgr.BC 
ou 


=  '> 


gr.  AH  gr .  HB  gr.  BA  -H  gr .  BH  gr .  HC  gr.  CB  -+-  gr.  CH  gr.  HA  gr.  AC 
=  gr.ABgr.BCgr.CA, 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  produits  des  cotés  des  triangles  HAB,  HBC, 
HCA,  pris  séparément,  est  égale  au  produit  des  trois  côtés  du  triangle  ABC. 

103.   Si  l'on  a 

AB'^tangCv/CH, 
BC-^tangA.v/AH, 
CA^  langB.y'BH, 


BC  —  CA  +  AB^o 


réquipolleuce 

nous  donne 

(2)  tangA.HA  +  tangB.HB-l-  tangC  HC-dlir^o. 

Les  équipollences  (i),  (2)  nous  montrent  de  quels 
coefEcienis  il  faut  affecter  les  sommets  du  triangle,  pour 
que  leur  barycentre  soit  le  centre  Rdu  cercle  circonscrit, 
ou  bien  le  point  de  rencontre  H  des  trois  hauteurs. 

104.  Rapportons  ce  point  H  au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit. D'après  ce  qui  a  été  exposé  au  n*^  101,  nous  au- 
rons 

-       AB'r^rU'^  —  e^),      tangC^   /\    ~\      [92(4)1. 

Par  suite, 

CH-^/(;^  +  £^)«=AoRB  +RA, 

relation  exprimant  que  CH  est  double  de  la  distance  du 
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centre  R  au  côté  AB,  ou  en  conclut  réquipollence  re- 
marquable 

(3)  RH'i^RA  +  RB+ RC. 

Si  G  est  le  barycentre  des  points  A,  B,  C  (et  il  est  ap- 
pelé alors  en  même  temps  barycentre  du  triangle),  on  a, 
quel  que  soit  R, 

3  RG -i^  RA -+- RB  -r  RC; 
donc 

RH'.AoSRG, 

c'est-à-dire  que,  dans  tout  triangle,  le  barycentre  est 
situé  au  tiers  de  la  droite  qui  va  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs. 

lOo.  \oici  une  conséquence  bien  facile  de  l'équipol- 
lence  (3).  Si  à  la  circonférence  de  centre  R  appartient 
un  quatrième  point  D,  et  si  l'on  fait 

RI  ^  RA  -f-  RB  +  RD, 
RL  'éà  RA  -f  RD  +  RC, 
RM  t^  RD  +  RB  +  RC, 

I,  L,  M  seront  les  points  de  rencontre  des  hauteurs  des 
triangles  ABD,  ADC,  DBG.  Il  résulte  de  ces  équipol- 
lences  que 

HI -i^  RI  -  RH  ^  CD,     HL-iÔ^BD,     HM-i^AD. 

Par  suite,  la  figure  HILM  est  égale  à  DGBA  et  sem- 
blablement  placée. 

106.  Les  quatre  points  A,  B,  C,  H  sont  liés  entre  eux 
par  cette  propriété,  que  la  droite  qui  joint  deux  d'entre 
eux  est  perpendiculaire  à  celle  qui  passe  par  les  deux 
autres.  SoitO  {Jig-  29)  leur  barycentre,  c'est-à-dire  (99) 
soit  qu'on  ait 

OA  -h  OB  -f  OC  +  OH  -iis  o. 
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A  l'équipollence  (3)  on  peut,  au  moyen  de  la  règle  I, 
donner  la  forme 

2  OR  ^  OA  +  OB  +  OC  —  OH  ; 

par  suite, 

OR  'é^  HO. 

Pareillement,  si  Ri,  Rg,  R3  sont  les  centres  des  cercles 
circonscrits  à  HBC,  AHC,  ABH,  on  aura 

OR, -z^^AO,     0R2'=!:t'B0,     ORa-^CO. 

La  figure  R,  Rj,  R2,  R3  est  égale  à  H  ABC  et  semblable- 
ment  placée;  chaque  côté  de  l'une  de  ces  figures  divise 
perpendiculairement  un  côté  de  l'autre  en  parties  égales; 
A  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  Rj  Rg  R3, .... 

107.  Le  point  O  ci-dessus,  qui  se  trouve  déterminé 
par  l'équipollence 

(4)  RO-^^RH-Af  RG'^i(RA  +  RB4-RC), 

est  digne  de  remarque.  Le  point  milieu  A»  du  côté  BC 

est  donné  par 

RA«-^j(RB  +RC); 

par  suite, 

OA»^  — fRA. 

Donc  les  points  A^,  B",  C"  sont  sur  une  circonférence 
de  centre  O  et  d'un  rayon  égal  à  la  moitié  de  celui  de  la 
circonférence  ABC. 

Sur  cette  môme  circonférence  A'*B''Co,  le  point  A', 
.diamétralement  opposé  à  A",  sera  le  milieu  de  AH  (puis- 
que O  est  le  barycentre  des  quatre  points  A,  B,  C,  H)  ;  en 
effet,  l'équipollence 

OA'A  — OA'^iRA 

donne 

OA'^  !,  (OA  —  OR)':i>|(OA  4- OH), 
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car (106) 

—  OR-£tOH. 

Tout  angle  droit  A^Aj  A'  est  incrit  dans  la  demi- 
circonférence  de  centre  O,  et,  par  suite,  cette  circonfé- 
rence passe  aussi  par  Aj.  Donc  : 

Pour  tout  triangle  ABC,  il  existe  un  cercle  [dont  le 
rayon  est  la  moitié  de  celui  du  cercle  circonscrit)  qui 
coupe  les  côtés  en  leurs  points  milieux,  et  passe  aussi 
par  les  pieds  des  trois  hauteurs  du  triangle  ;  il  divise^  en 
outre,  en  deux  parties  égales  ces  perpejidiculaires  AH, 
BH,  CH,  terminées  à  leur  point  commun  d^ intersection. 
Son  centre  est  situé  au  milieu  de  la  droite  qui  unit  le 
centre. du  cercle  circonscrit  au  point  d'intersection  M 
des  trois  hauteurs. 

108.  Problîdme.  —  Déterminer  le  centre  P  du  cercle 
inscrit  dans  le  triangle  ABC  {fjg.  29). 

Les  triangles  PAB,  PBC,  PCA,  ayant  des  hauteurs 
égales,  sont  proportionnels  à  leurs  bases,  lesquelles  sont 
elles-mêmes  proportionnelles  aux  sinus  des  angles  oppo- 
sés*, par  suite  (99),  on  a 

(5)  sinA.PA-f- sinB.PB +  sinC.PC<d:!:^o. 

Nous  pourrons  exprimer  les  relations  (i),  (2),  (5),  en 
disant  que  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  point  de 
rencontre  des  trois  hauteurs  et  le  centre  du  cercle  in- 
scrit sont  les  harjcentres  des  sommets  du  triangle, 
affectés  de  coefficients  respectivement  proportionneb 
aux  produits  des  sinus  par  les  cosinus,  aux  tangentes, 
ou  aux  sinus  des  angles  opposés. 

Les  arcs  BC,  CA,  AB  du  cercle  circonscrit  étant  divisés 
par  moitié  en  A"%  B"%  C*^**,  le  centre  P  du  cercle  inscrit 
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est  le  point  de  rencontre  des  droites  A  A**",  BB'*",  CC", 
lesquelles  sont  perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle 

Fig.  29. 


^oogooQoo.  p  ggj  donc,  par  rapport  à  ce  triangle,  ce 
qu'est  H  par  rapport  à  ABC,  et,  par  suite,  la  rela- 
tion  (3)  nous  donne 


(6) 


RP  'é^  RA»"  +  RB""  +  RC». 


Si  l'on  n'avait  pas  voulu  profiter  de  ces  faciles  consi- 
dérations géométriques,  les  formules  du  n'^.lOl  nous 
eussent  conduit  directement  à  l'équipollence  (6),  à  la- 
quelle on  peut  donner  la  forme 

^00  p  uVj  CCI  goo  sjU  gei  Qou 

C"^',  B"',  A**'  étant  les  points  diamétralement  opposés  à 
Co^Bo»,  A'\  Ces  points,  de  même  que  O",  B°%  A"», 
divisent  aussi  en  parties  égales  les  arcs  AB,  CA,  BC,  et 
l'on  a  trois  autres  points  Pi,  P2,  P3,  équidistants  des 
côtés  du  triangle  ABC,  et  qui  sont  les  centres  des  cercles 
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exinscrits.  Ils  sont  fournis  par  les  équipollences 

RP,  '^  RA»«  4-  RB"'  H-  RC"  '^^  RA»"  —  RB»»  —  RC», 
RP,  ^  —  RA""  +  RB"»  —  RC»% 
RP3  ^  —  RA»"  —  RB»°  4-  RC»". 

Elles  nous  montrent  que  A«%  B"»,  C«%  A°S  B«S  C"» 
sont  les  milieux  des  distances  PPijPPg,  PPs,  P2P3,  Pi  P3, 
Pj  Pj,  et  que 

(7)  RP-rî^RP, -f-RPs-t-RPa-iiieo, 

c'est-à-dire  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  est  le 
bar^'centre  des  quatre  centres  des  cercles  inscrit  et  ex- 
inscrits. 

Ce  que  les  points  H,  O  sont  par  rapport  au  triangle 
ABC,  les  points  P,  R  le  sont  par  rapport  au  triangle 
PjPjPs,  et,  sur  la  droite  PR,  on  pourrait  également 
déterminer  les  points  qui  seraient,  par  rapport  au  second 
triangle,  ce  que  sont  G,  R  par  rapport  au  premier. 

109.  Cherclions  à  déterminer  par  voie  directe  le 
rayon  ^  du  cercle  inscrit,  au  moyen  de  celui  /'  du  cercle 
circonscrit.  Si  les  inclinaisons  a,  (3,  y  (dOl)  sont  ran- 
gées par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  P  sur  les  côtés  AB,  BC,  CA  seront 

a  +,3  3  +  Y  Y  -i-a 

/7E*  f  pe  ^  ,  — /?£"  .  Puisque  le  pied  de  la  première 
tombe  sur  la  droite  AB,  dont  les  extrémités  sont  don- 
nées par 

RA<=^/s%     RB^rc^ 

on  devra  avoir  (44) 

RP+/>£   '   'J}à[l  — /7î) /£' -4- wre?, 


ou 


RP+;>e  ' 
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Le  premier  membre  doit  donc  être  équipollent  à  son  con- 
jugué 

cj.  RP-f-/7£"~— rs-»         z^+^c].RP  +pe~  —  n^ 


d'où 

g— 3  S— ;»  a+i  a+'p 

zp'é:?rî  '■"■   -\-rt   '     — £      '    RP  —  £  '    cj.RP. 

De  la  même  manière,  les  deux  autres  perpendiculaires 
donneront 

/  ^^zzL        'Jzl\        _L±ï  l±l 

Q.p'éir\z  '    -h  c  '   j  —  £       '  RP  —  £   ^  cj. RP, 

—  2p'éàr\  ~  4-  s   '  j  —  £      '    RP  —  £  ^  cj.  RP. 

Dans  ces  trois  équipollences,  nous  considérerons  RP, 
cj.  RP,  2^,  comme  trois  inconnues  différentes,  et  nous 
trouverons 

/    a+3  g+Y  Y+g\ 

•   /n  +  A        ^zi       tzl       PuI       1^:2       -(zif       ^zJ 

(8)       2     ^- Uiî:?  £    '     +  £    '     +  £    '     +  £    ^     —  £    '     —  £     '     , 


c'est-à-dire 

—  -t-  I  =  cosC  H-  cosB  +  CCS  A. 
r 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  rcosC  est  la  distance 
de  R  au  côté  AB^   nous  le  démontrerons  en  observant 

que  r\£  ''-   -+- s  '  )  ne  diffère  qu'en  direction  de 

r(£«+  £?)  «dîi'RA+  RB, 

laquelle  expression,   à   cause  de   gr.RA  =  gr.RB,    est 
double  de  cette  distance. 
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Nous  avons,  en  outre, 


r 


uK. RPcj.RP. 


Par  suite,  la  somme  des  rayons  ;■,  p  des  cercles  cir- 
conscrit et  inscrit  est  égale  (104)  à  la  demi-somme 
des  distances  des  sommets  du  triangle  au  point  de  ren- 
contre H  des  trois  hauteurs,  et  la  distance  RP  de  leurs 
centres  est  moyenne  proportionnelle  entre  r  et  r —  ip. 

[J  suivre.) 


SUR  LE  TÉTRAÈDRE; 

Par   m.    Abel   TRANSON. 


Entre  le  triangle  [trigoTie),  qui  est  le  plus  simple  des 
polygones,  et  le  tétraèdre,  qui  est  le  plus  simple  des  po- 
lyèdres, il  existe  plusieurs  analogies  dont  l'une,  que  je 
présenterai  à  la  lin  de  cette  Note,  n'a  pas  été,  que  je  sache, 
remarquée  jusqu'ici. 

Comme  il  y  a  pour  le  triangle  trois  équations  expri- 
mant que  chacun  des  côtés  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
jections des  deux  autres  sur  lui-même,  il  y  a,  pour  le 
tétraèdre,  quatre  équations  exprimant  que  chacune  des 
faces  est  égale  à  la  projection  des  trois  autres  sur  elle- 
même. 

Soient  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  ABCD,  repré- 
sentées par  a.  b,  c,  d-^  et  soient  représentés  chacun  des 
angles  dièdres  par  son  arête,  qui  est  en  même  temps 
l'une  des  arêtes  du  tétraèdre,  de  sorte  que  AB  représentera 
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l'angle  dièdre  qui  est  entre  les  faces  c  et  J;  AC  l'angle 
entre  d  et  b^  etc.;  on  a  les  quatre  équations 

a:=  b  cosCD  -4-  c  cosDB  +  c?cosBC, 
b  =  ccosDA  H-  f/cosAC  H-  «cosCD, 
c  =  <^cosAB  -h  a  cosBD  +  b  cosDA, 
d=  acosBC  -4-  écosCA  +ccosAB. 

Or  on  peut  déduire  de  ces  équations  des  résultats  analo- 
gues à  ceux  que  procurent  les  trois  équations  du  triangle. 
Premièrement.  —  Si  l'on  élimine  les  trois  angles  ad- 
jacents à  une  même  face,  on  obtient,  pour  le  carré  de 
cette  face,  la  formule 

a"^  =z  b"^  -\-  c^  -\-  d?  —  2cr/cosAB  —  ^db  cosAC  —  2^ccosAD, 

ce  qui  correspond  à  la  formule  pour  le  côté  du  triangle 
en  fonction  des  deux  autres  côtés  et  de  l'angle  qu'ils 
comprennent. 

Deuxièmem.ent.  —  Les  quatre  équations  du  tétraèdre 
étanthomogènesetdupremierdegrépar  rapport  auxfaces, 
on  peut  éliminer  celles-ci;  et,  parle  simple  développe- 
ment d'un  déterminant  symétrique,  on  obtient  la  relation 
qui  existe  entre  les  six  angles  dièdres  d'un  tétraèdre,  re- 
lation donnée  autrefois  dans  les  Nouvelles  Annales 
(1846,  p.  374)?  d'après  un  article  de  M.  L.  Clausen,  in- 
séré en  i832  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  VIII,  p.  i38); 
mais  déjà,  antérieurement,  ainsi  que  l'a  fait  remarquer 
M.  Terquem,  cette  relation  avait  été  donnée  dans  les 
Annales  de  Gergonne  [t.  \I,  p.  253,  i8i5-x8i6),  par 
Bérard,  alors  professeur  au  lycée  de  Besancon  (*). 

Troisièmement..  —  Chaque  face  du  tétraèdre  est  pro- 
portionnelle à  une  certaine  fonction  des   éléments  de 

(*)  La  même  relation  est  donnée  sous  forme  d'un  déterminant,  et 
comme  cas  particulier  d'une  relation  polyédrométrique  très-générale, 
par  M.  le  D""  Baltzer  (  Théorie  des  déterminants,  trad.  HoÏEL,  p.  217). 
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l'angle  trièdre  qui  lui  est  opposé,  ce  qui  constitue  une 
belle  analogie  avec  cette  propriété  du  triangle,  que  les 
côtés  sont  proportionnels  aux  sinus  des  angles  opposés. 
Voici  ce  qu'il  en  est  :  j'appellerai  PA  la  demi-somme 
des  angles  dièdres  qui  composent  l'angle  trièdre  A,  de 
sorte  qu'on  aura 

2PA  =  AB  +  AC  +  AD. 

Cela  posé,  la  formule 
v/cosPAcos(PA—  AB)cos(PA  —  AC)  cos(PA  —  AD), 

impliquant  exclusivement  les  éléments  du  trièdre  A,  on 
peut,  sans  ambiguïté,  la  désigner  par  le  symbole  9 (A), 
et  l'on  voit  ce  que  seront  respectivement  <p(B),  ©(C), 
(p(D).  Or  une  combinaison  convenable  des  quatre  équa- 
tions du  tétraèdre  conduit  aux  égalités  suivantes  : 

a  b  c  d 


?lAj        ï(Bj        cp(C)        .p(D) 


THEOREME  D'ARITHMOLOGIE-, 

Par  m.  Désiré  ANDRÉ. 

1.  Théorème.  —  Les  nombres  K^  B,  a,  j3,  étant  des 
entiers  supérieurs  à  zéro,  si  la  soiniiie 

A»  -t-  B^ 

est  un  nombre  prernier,  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  et  et  ^  est  l'unité  ou  une  puissance  de  2. 

En  eiïet,  s'il  n'en  était  point  ainsi,  ce  plus  grand  com- 
mun diviseur  admettrait  un  facteur  impair  A",  supérieur 

à  l'unité  ;  011  aurait 

a  =  ho!  y 
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La  somme  considérée  pourrait  s'écrire 

[A'^'f  +  iB^'f; 

sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  qu'elle  serait 
divisible  par 

elle  ne  pourrait  donc  être  un  nombre  premiçr. 

2.  Corollaire.  —  Si  la  somme 

A«  +  I 

est  un  nombre  premier,  ex.  est  égal  à  V unité  ou  à  une 
puissance  de  i . 

En  effet,  cette  nouvelle  somme  peut  s'écrire 

A*  +  i% 

et  a  est  alors  le  plus  grand  commun  diviseur  considéré 
dans  le  théorème  précédent. 

3.  Remarque.  —  Ce  corollaire  est  connu  depuis  long- 
temps; mais  le  théorème  qui  précède  me  semble  nouveau. 

CORRESPONDANCE. 


Extrait  d^une  Lettre  de  M.  A.  de  Saint-Germain  à 
M.  Gerono,  rédacteur  des  Nouvelles  Annales. 

Monsieur, 

Il  est  peut-être  utile  d'indiquer  quelques  réserves  à 
faire  au  sujet  de  questions  résolues  dans  le  numéro  d'oc- 
tobre dernier. 

Sur  la  question  56,  M.  Brocard  dit  :  Considérons  une 
droite  intérieure  à  un  cône  et  partant  de  son  sommet  5 
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il  est  évident  que  tout  plan  perpendiculaire  à  cette  droite 
rencentrera  les  génératrices  du  cône,  et  les  droites  du 
système  qui  leur  sont  parallèles.  Rien  n'est  moins  évi- 
dent; car  soit  un  cône  droit  dont  l'angle  au  sommet  soit 
de  120  degrés;  tout  plan  dont  l'axe  forme  avec  l'axe  du 
cône  un  angle  compris  entre  3o  et  60  degrés  sera  paral- 
lèle à  deux  génératrices  et,  par  suite,  à  deux  droites  du 
système,  à  moins  que  celles-ci  ne  se  rencontrent  et  que 
le  plan  ne  les  contienne  toutes  deux.  D'ailleurs,  le  théo- 
rème énoncé  n'est  pas  vrai  sans  restriction  ;  que  le  sys- 
tème donné  comprenne  les  génératrices  de  deux  parabo- 
loïdes,  il  n'y  a  pas  de  plan  qui  ne  soit  parallèle  à  deux 
droites  au  moins. 

Sur  la  question  1031 ,  la  relation  segmentaire  indiquée 
pour  que  les  plus  courtes  distances  des  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  gauche  se  coupent  est  bien  exacte;  mais, 
comme  elle  est  vérifiée  pour  tous  les  couples  de  droites 
EF,  GH,  qui  se  rencontrent,  on  désirait  peut-être  une 
condition  plus  spéciale  aux  perpendiculaires  communes. 
Ainsi,  en  menant  par  un  point  des  parallèles  aux  quatre 
côtés  et  des  normales  aux  plans  déterminés  parles  paral- 
lèles à  chaque  couple  de  côtés  opposés,  ces  six  droites 
doivent  être  sur  un  cône  du  second  degré.  Cette  condition 
est  intéressante,  en  ce  que  les  longueurs  des  côtés  n'y  in- 
terviennent pas;  mais  il  y  en  a  sans  doute  d'autres  plus 
élémentaires  et  plus  remarquables. 

A  propos  de  rectification,  je  dois  m'excuser  moi-même 
au  sujet  de  la  dernière  phrase  d'un  petit  article  paru  en 
août  dernier;  je  dis  (p.  SSy)  :  que  le  centre  de  lellipse 
est  le  pôle  de  la  droite  P  =  o...;  en  réalité,  il  est  le 
pôle,  par  rapport  à  chaque  couple  de  tangentes,  de  la 
droite  qui  va  de  leur  point  de  rencontre  à  l'intersection 
de  la  troisième  tangente  et  de  la  droite  P  =  o.  J'avais, 
du  reste,  prié  M.  Bfisse  de  faire  supprimer  cette  der- 
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nière  phrase,  et,  s'il  l'a  oublié,  c'estque  la  chose  était  de 
très-minime  importance.  • 

Vous  trouverez  peut-être,  Monsieur  le  rédacteur,  qu'il 
serait  utile  de  rapprocher  ces  observations  des  articles 
auxquels  elles  se  rapportent  5  je  vous  en  laisse  juge. 

Extrait  (rime  Lettre  de  M.  Gamhej.  —  Ma  solution 
de  la  question  1067  est  erronée,  parce  que  j'ai  négligé, 
dans  l'expression  de  l'aire  de  l'ellipse,  l'influence  du 
terme  constant  de  l'équation  réduite. 

En  dérivant,  par  rapport  à  /«,  l'expression  du  produit 
des  axes,  on  arrive  à  une  équalion  du  troisième  degré 
qui  donne,  dans  le  cas  particulier  où  les  segments  X,  X', 
11^  l^  ont  les  valeurs  i,  2,  2  et  3,  les  racines 

//'  =  3 , 

h"  =  6  -  v^G, 

//'"=:6  +  v/^; 

mais,  comme  on  doit  avoir  h<^  v/12,  il  faut  prendre  la 
racine  3. 

J'ai  calculé  les  valeurs  de  l'aire  pour  les  valeurs  o,  i, 
2,  3,  3,1  de  /^,  et  j'ai  trouvé  qu'elle  est  proportionnelle 
aux  fractions  suivantes  : 

49        900         9         4         20 '^3600 
27        i33i        32       27        iSôSigig 

formant  une  suite  décroissante  jusqu'à  ravant-dernière 
inclusivement,  de  sorte  que  le  minimum  de  l'aire  est 
.donné  par  la  valeur  h  =  Z.  Il  est,  du  reste,  évident  que 
l'aire  augmente  quand  h  décroît  au-dessous  de  zéro. 
Voici  l'équation  du  troisième  degré  en  question 

+  [3fx/x'(x  +  l'y  +  3U'(p  +  ii'Y  —  ^Xk'iiu.']/i 

—  2>Vppi'(X  -{-!')  ilK  -i-fx')=:0. 
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Note  du  Rédacteur.  —  M.  Bourguet,  en  m'informant, 
de  même,  de  l'erreur  qui  s'est  glissée  dans  la  solution 
de  la  question  1067,  m'a  de  plus  adressé  une  autre  so- 
lution de  la  question  dont  il  s'agit;  elle  sera  prochaine- 
ment publiée. 

Lettre  à  M.  Ad.  Quetelet,  sur  diverses  (juestioïis  de 
Mathématiques ^par  M .  Genocchi,  professeur  à  V  Uni- 
versité de  Turin  (  *) . 

Nous  transcrivons  ici,  en  entier,  la  dernière  page  de  ce 
remarquable  écrit  : 

«  Je  ne  parlerai  point  de  la  Géométrie  à  n  dimensions;  ce 
n'est  que  de  l'Analyse,  sous  des  noms  empruntés  à  la  Géométrie. 
Cette  étude  remonte  aux  lieux  analytiques  àe  Cauchy,  qui,  du 
moins,  ne  cherchait  pas  à  cacher  sa  pensée  et  à  donner  le  change 
par  des  dénominations  absurdes  (voir  Comptes  rendus,  1847, 
t,  XXIV,  p.  885).  Au  moyen  de  ces  espaces,  dont  nous  ne  pou- 
vons avoir  aucune  idée,  et  aussi,  peut-être,  au  moyen  de  la 
considération  des  points  et  des  lignes  à  distance  infinie,  ou  ima- 
ginaires, dont  je  crains  que  les  modernes  n'aient  un  peu  abusé, 
on  dépouille  la  Géométrie  de  ce  qui  forme  son  meilleur  avan- 
tage et  son  charme  particulier,  de  la  propriété  de  donner  une  re- 
présentation sensible  aux  résultats  de  l'Analyse,  et  l'on  remplace 
cette  qualité  par  le  défaut  contraire,  puisque  des  résultats  qui 
n'auraient  rien  de  choquant,  sous  leur  forme  analytique,  n'of- 
frent plus  de  prise  à  l'esprit  ou  paraissent  absurdes  lorsqu'on 
les  exprime  par  une  nomenclature  géométrique,  supposant  des 
points,  des  lignes  ou  des  espaces  qui  n'ont  aucune  existence 
réelle,  et  dont  l'admission  répugne  au  bon  sens  ou  dépasse  l'in- 
telligence.  » 

(*)  Extrait  des  Bulletins  de  l' Académie  royale  de  Belgique,   -i^  série, 
t.  XXXVI,  n"  8;  août  1873. 
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Février.  —  Sulla  prima  idea  délie  caldaie  tubulari.  Lettera 
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Lagrangc.  Nota  dell'  ing'*  Giam  Battista  Biadego. 


QUESTIONS. 


1119.  Parmi  les  triangles  rectangles,  on  sait  qu'il  en 
esluneinûnitédont  lescôlés  sontmesurés pardesnombres 
entiers. De  mènie,  parmi  tous  les  triangles  ayant  un  même 
angle  dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  supposés  commcn- 
surables,  il  en  est  une  infinité  dont  les  côtés  sont  en 
nombres  entiers. 

Parmi  les  tétraèdres  dont  un  des  angles  solides  est  tri- 
rectangle,  il  n'en  est  aucun  dont  toutes  les  arêtes  soient 
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mesurées  par  des  nombres  entiers  ^  mais  il  en  est  une  infi- 
nité dont  les  quatre  faces  ont  leurs  aires  mesurées  par  de 
tels  nombres.  (Abel  Transojv.) 

1120.  Construire  géométriquement  une  hyperbole 
équilatère  connaissant  le  centre,  une  tangente  et  un  point. 

(A.  DE  Saint-Germain.) 

1121.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  ayant 
une  extrémité  de  l'axe  focal  en  un  point  donné,  et  tou- 
chant une  droite  en  un  autre  point  donné. 

(A.  DE  Saint-Germaijv.) 

1122.  Le  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  hyperbo- 
liques passant  par  deux  droites  non  dans  un  même  plan 
est  un  conoïde  droit 5  chercher  ses  sections  par  des  plans 
parallèles  à  son  axe.  (A.  de  Saint-Germain.) 

1123.  Les  conditions  pour  que  l'hyperboloïde 

ayz  -^  bzx  -\-  cxy  -V  abc  =  o 

soit  de  révolution  sont,  X,  p.,  v  étant  les  angles  des  axes 
et  «,  b,  c'^  o, 

n  b  c 

l  —  COS>  I  —  CCS  p.  1 — ^COSV 

On  propose  d'interpréter  géométriquement  ces  relations. 

(A.  de  Saint-Germain.) 

ERRATA  DES  TARLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCURO.\. 


Page  I02,  log  58244  •  ^"  ^^^"  ^^  4j765i5i2,  lisez 
4,7652512-  ' 

Cette  faute  typographique  a  été  signalée  par  M.  Victor 
Pluzanski. 
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EXPÔSITIOX  DE  LA  MÉTUODE  DES  ÉQllPOLLEXCES 

(suite,  voir  même  tome,  p.  Soi); 

Par  m.   g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


110.  Problème.  —  Déterminer  le  hary centre  F  du 
périmètre  d^un  triangle. 

Le  barycentre  du  côté  AB  est  en  son  point  milieu  C°  ; 
par  suite,  la  somme  géométrique  de  toutes  les  droites 
joignant  un  point  quelconque  F  à  tous  les  éléments  in- 
finiment petits  de  ce  côté,  éléments  dont  le  nombre  est 
proportionnel  à  la  longueur  c,  sera 

cFC^'i'- (FA  +  FB). 

On  peut  en  dire  autant  pouj"  les  deux  autres  côtés 
BC  =  a,  CA  =  è  ;  et,  pour  que  F  soit  le  barycentre  de 
l'ensemble  de  ces  trois  côtés,  on  devra  avoir  (99) 

(9)  (6-i-c)FA+  (c-{- «)FB  +  (a -t-  Z;)FC^o. 

Pour  rendre  tout  à  fait  directe  et  facile  la  manière 
d'employer  cette  équipollence,  il  convient  (au  moyen  de 
la  règle  I)  de  rapporter  tous  les  points  à  un  point  arbi- 
traire O5  alors  l'équipollence  (9)  devient 

2{a4-é  +c)0F.rÛ^(6  +  c)0A  +  (f  +  «)OB  +  (rt  -(-  b)OC. 

La  formule  (5)  du  n°108,en  raison  de  la  proportionna- 
lité des  côtés  a,  h,  c  aux  sinus  des  angles  opposés,  devient 

[a  +  b  -f-c)0Pt^rt0A-i-è0B4-  cOC. 
Ann.  de  MathémaC,  t.  XII,  2«  série.  (Décembre  1873.)      34 
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Par  suite, 

2OF  +  OP  -=5-  OA  +  OB  +  OC  ':=!i^  30G, 

G  étant  le  baryceiitre  des  trois  points  A,  B,  C.  Chan- 
geant O  en  F,  on  a 

(10)  FP-^3FG, 

relation  qui,  combinée  avec  la  formule  (3)  du  n°  104, 
RH  'é^  3RG,  donne  aussi 

(11)  HP-dît-aFR. 

Par  suite,  dajis  tout  triangle,  le  barjcenlre  G  est  au 
tiers  de  la  droite  qui  va  du  bary centre  F  du  périmètre 
au  centre  P  du  cercle  inscrit,  et  la  droite  menée  entra 
l^ intersection  H  des  trois  hauteurs  et  le  centre  du  cercle 
inscrit  est  éqi'ipollente  au  double  de  celle  menée  entre 
le  barjcentre  du  périmètre  et  le  centre  R  du  cercle  cir- 
conscrit. 

111.  On  pourrait  aussi  démontrer  que  F  est  le  point 
milieu  de  la  droite  joignant  H  au  centre  du  cercle  qui 
passe  par  les  centres  Pj,  P2,  P3  des  cercles  exinscrits  au 
triangle  ABC.  Les  relations  (3),  (4),  (10),  entre  les 
points  Pv,  H,  G,  O,  P,  F,  permettent  de  les  déterminer 
lorsqu'on  en  connaît  trois  seulement,  indépendants  entre 
eux. 

112.  Des  relations  analogues  existent  par  rapport  aux 
barycentres  Fi,  F2,  F3  des  trois  côtés  du  triangle,  lors- 
qu'on affecte  les  éléments  infiniment  petits  de  l'un  des 
côtés  d'un  coefficient  négatif.  Comme  au  n°  106,  ou 
trouve  que  la  ligure  FF1F.2F3  est  semblable  à  la  jSgure 
PP1P2P35  les  côtés  de  la  première  sont  les  moitiés  de 
ceux  de  la  seconde. 
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Exercices  sur  les  aires  polygonales. 

113.  Problème.  —  Exprimer  le  produit  des  aires  de 
deux  pol)  gojies  au  moyen  des  distances  entre  les  som- 
mets de  Vun  et  ceux  de  Vautre. 

Dans  le  cas  de  deux  triangles  ABC,  LMN,  la  rè- 
gle XII  (57)  nous  donne  le  produit  cherché  au  moyen 
d'une  équipollence  que  l'on  pourrait  bien  construire, 
mais  qu'il  ne  serait  pas  facile  de  calculer,  parce  que  les 
termes  représentent  des  droites  non  parallèles;  fort  heu- 
reusement, elle  peut  se  résoudre  en  quaire  de  ces  binômes 
que  nous  avons  vus  (96)  être  réductibles  à  des  ternies, 
tous  d'inclinaison  nulle.  L'équipollence  se  convertit  de 
la  sorte  en  l'équation  désirée,  \oici  1(3  calcul  : 

lôABC.LMNdL-— (ABcj.AC  — cj.AE.AC) 

X  (LMcj.LN  — cj.LM.LN) 
^  AB  cj.  AC  cj.  L!M  .  LN  +  cj.  AB .  AC .  LM  cj.  LN  ' 

—  ABcj.AC.LMcj.L^  —  cj.AB.AC  cj.LM.LN 

■i^  (  AB  cj.  LM  +  cj.  AB  .LM  ) 

X  (ACcj.LN  +  cj.  AC.LN) 

—  (  AB  cj.  LN  4-  cj.  AB .  LN  ) 

X  (ACcj.LM  +  cj.AG.LM) 
■dt  (gi-^AM  +  gr=BL  —  gr=AL  —  gr^BM) 

X  (gr=AN  +  gr^CL  —  gr^AL  —  gr'CN) 

—  (gr^AN  +  gr'BL  —  gr^AL  —  gr'BN) 

X  (gr^AM  +  gr^CL  —  gr^\L  —  gr^CM). 

Dans  le  développement  du  dernier  membre,  les  termes 
dépendant  des  côtés  AB,  LM  se  réduisent  aux  deux  seuls 

grUL  gr^BM  —  gi^AM  gr'BL, 

et  un  binôme  analogue  s'obtient  pour  chaque  combi- 

34. 
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naison  d'un  côté  du  triangle  ABC  avec  un  côté  du  trian- 
gle LMN,  étant  bien  entendu  que  les  côtés,  dans  les  deux 
triangles,  doivent  être  pris  dans  le  même  sens. 

Le  produit  des  aires  des  deux  triangles  est  ainsi  donné 
par  un  polynôme  de  dix-huit  termes,  qui  peut  s'exprimer 
symboliquement  comme  il  suit  : 

(i)      i6ABG.LMN=i:(AB-f-BC-hCA)  (LM  +  MN  -F  NL), 

pourvu  que,  dans  le  développement  du  second  membre, 
on  substitue  à  chaque  produit  AB.LM  le  binôme 

(AL.BM)^  — (AM.BL)^ 

114.  Si  au  triangle  ABC  est  adossé  un  autre  trian- 
gle ACD,  de  sorte  qu'ils  forment  ensemble  le  quadri- 
latère ABCD,  on  aura  la  valeur  de  i6 ABCD.LMN,  en 
ajoutant  au  premier  facteur  du  second  membre  de  (i)  les 
termes  iiC-l-CD-t-DA.  Or  les  binômes  qui  résultent  du 
terme  AC,  et  qui  sont,  par  exemple,  (xAL.C.M)-  —  ^AM.CL)-. 
détruisent  évidemment  ceux  résultant  de  CA,  et  qui  sont 
(CL.AM)- —  (CM.AL)-,.  .  .-,  donc,  en  admettant  la 
convention  précédente  (113),  nous  avirons 

i6 ABCD.  UIK  =  (AB  -!-  BG  -+-  CD  -H  DA  )  (LM  -+-  MN  +  ISL) . 

Par  le  même  raisonnement,  nous  pourrions  étendre  la 
formule  au  produit  de  deux  polygones,  et  le  problème 
serait  ainsi  résolu;  il  resterait  à  combiner  chaque  côté 
de  l'un  des  polygones  avec  chaque  côté  de  l'autre,  et  à 
calculer,  pour  chaque  combinaison,  l'un  des  binômes 
"ci-dessus. 

115.  Ce  théorème,  de  même  que  son  analogue  relatif 
au  produit  de  deux  polyèdres,  a  été  publié  par  moi,  avec 
divers  autres,  dans  les  Annales  des  Sciences  du  royaume 
lombard-vénitien,  t.  IV,  p.  aSô,  1834,  et  t.  VIII,  p.  90, 
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§  108,  i838.  Il  a  été  reproduit  depuis  lors  dansle  Journal 
fur  die  Matheniatih,  Bd.  XXIV,  §  2o2,  1842,  et  aussi  dans 
*  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  On  Ta  attribué 
à  Staudt. 

116.  Si  R  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle ABC,  la  formule  symbolique  (i)  se  réduit  à 

16ABG.RMN  =  (AB4-  BCh-CA)(MN), 

parce  que  les  termes  exprimés  symboliquement  par 
(AB  +  BC-f-CA)  (RMh-NR)  sont  tous  multipliés  par 
une  des  quantités  égales  (AR)-=  (BR)"'  --  (CR)',  et  se 
détruisent  réciproquement. 

Si  Ri  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triaiigle 
ACD,  la  somme 

i6ABC.RMN-m6ACD.R,MN 

sera  exprimée  (ii  i)  par 

(ABH-BC  +  CD  +  DA)(MN), 

expression  qui  dépend  des  côtés  et  non  des  diagonales  du 
polygone  ABGD;  par  conséquent,  si  ce  polygone  avait 
été  divisé  d'une  autre  manière  en  triangles,  cela  n'aurait 
pas  changé  la  valeur  de  la  somme  des  produits  de  chaque 
triangle  par  le  triangle  ayant  pour  sommet  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  et  pour  base  une  droite  i\lN 
choisie  arbitrairement. 

Il  résulte  de  là  et  d'une  propriété  connue  des  bary- 
centres,  pouvant  facilement  se  déduire  de  la  définition 
qu'on  en  a  donnée  (99) ,  que  : 

Pour  tout  polygone  ou  assemblage  de  polygones 
[situés  dans  un  même  plan),  il  existe  un  point  qui  est 
le  barycetitre  de  masses  proportionnelles  aux  aires  des 
triangles  distincts  en  lesquels  le  polygone  peut  être 
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divisé,  ces  masses  étant  situées  aux  centres  des  cercles 
circonscrits  à  ces  triangles,  au  lieu  de  l'être  aux  bary- 
centres  de  ceux-ci. 

A  ce  point  remarquable,  qui  n'a  été,  à  ma  connais- 
sance, observépar  personne,  j'ai  donné  le  \\on\  de  pseudo- 
centre. 

H7.  Supposons,  par  exemple,  qu'un  triangle  ABC 
soit  divisé  en  trois  triangles  GBC,  GCA,  GAB,  dont  les 
aires  soient  a,  j3,  y,  d'où  résulte  que  l'on  a  (100) 

aGA  +  pGB  +  vGC'i^o; 

le  pseudo-centre  du  triangle  ABC,  c'est-à-dire  le  centreR 
de  son  cercle  circonscrit,  sera  aussi  le  pseudo-centre  de 
l'ensemble  des  trois  triangles,  c'est-à-dire  sera  le  bary- 
centre  des  centres  R,,  Rj,  R3  des  cercles  circonscrits  à 
GBC,  GCA,  GAB,  affectés  des  coefficients  numériques, 
ou  masses,  a,  jS,  y 5  cela  revient  à  dire  qu'on  aura 

aRR,+ pRR„+ vURs-zJlt^o. 

En  particulier,  si  G  est  le  baryccntre  du  triangle  ABC, 
R  sera  celui  du  triangle  R1R2R3. 

H8.  Nous  pourrons  appeler  multilatéral  \\n  système 
de  droites  MN,  PQ, . . .  dont  la  somme  géométrique  est 
nulle,  et  qui,  par  conséquent,  sont  équipollenies  aux 
côtésd'un  polygone  fermé.  La  somme  des  triangles OMN, 
OPQ, . . . ,  qui  ont  un  sommet  commun  O  et  pour  bases 
les  côtés  d'un  multilatéral,  sera  exprimée,  d'après  la 
règle  XII,  par 

^  (OMcj. MN  +  OP cj.  PQ  +  . ..  —  cj.  OM .  MN  —  cj.  OP. PQ  —  ...). 

Pareillement,  pour  un  autre  point  O],  nous  aurons 
^(0,Mcj.3IN-4-0,Pcj.PQ+...— cj.O.M.MN— cj.O.P.PQ— ...). 
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La  difTcrence  de  ces  deux  expressions  est 

^  [00,  (cj.MN  -+-  cj.PQ  -H  .  .  .)  -  cj.OO,(M]N  +  PQ  +.  . .)], 

valeur  qui  est  nulle,  puisque 

MN  -I-  PQ  +  . .  .  «^  o. 
Donc  : 

Théorème.  —  La  somme  des  aires  fies  triangles  qui 
ont  pour  hases  les  côtés  d'un  multilatéral  MN,  PQ, . . . 
et  un  sommet  commun  est  constante,  quel  que  soit  ce 
sommet:  elle  est  dite  aire  du  mullilatéral. 

Le  plus  simple  multilatéral  est  celui  formé  de  deux 
droites  parallèles  égales  et  directement  opposées,  c'est- 
à-dire  telles  que 

MN  -h  PQ  ^  o. 

Son  aire  est  la  moitié  de  celle  du  parallélogramme  MNPQ. 

L19.  Théorè;me.  —  Le  produit  des  aires  d'un  poly- 
gone ABCD  et  d'un  multilatéral  MN,  PQ, .. .  est  exprimé 
sjmboliquement,  selon  la  convention  du  /z"  113,  par 

^  (  AB  +  EC  +  CD  -h  DA)  (MN  4-  PQ  -f-  .  . .  ). 

On  le  démontre  en  prenant  pour  aire  du  multilatéral 
la  somme  des  triangles  RMN,  RPQ, ...  ayant  pour  sommet 
commun  le  pseudo-centre  R  du  polygone  ABCD. 

120.   Etant  données  plusieurs  droites  MN,  PQ,. .., 
l'on  veut  déterminer  une  droite  XY  telle  que  le  multi- 
latéral MN,  PQ,..,,  XY  ait  une  aire  nulle,  on  devra  tout 
d'abord  choisir  la  grandeur  et  la  direction  de  la  droite RS, 
de  telle  sorte  que  l'on  ait 

MN4- PQ +  ...-+- RS^o, 
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d'où  résulte 

puis  l'autre  condition 

OMN  4-  OPQ  + .  . .  -4-  OXY  =  G 

sera  satisfaite,  si  Ton  détermine  le  point  X  de  manière 
que  l'on  ait 

OM  cj.  MN  +  OP  cj. PQ  + .  .  .  +  OX  cj.  RS-dlt;  o. 

Le  point  X  étant  déterminé  de  cette  manière,  si  l'on 
considère  qu'un  multilatéral  d'aire  nulle  peut  représenter 
un  système  de  forces  en  équilibre  (*),  on  voit  que,  si  les 
forces  MN,  PQ, . . .  tournent  d'un  même  angle  autour 
de  leurs  points  d'application  M,  P, . . . ,  leur  résul- 
tante YX  tourne  elle-même  d\in  angle  égal  autour 
d^un  point  X. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  î\«  120. 
Quelques  propriétés  des  harycentres, 

1.  Si  MN,  PQ,...  est  un  multilatéral,  le  barycentrc  G  des  points 
M,  P, . . .  est  le  même  que  celui  G'  des  points  N,  Q , . . . . 

En  effet,  on  a 

MN-I-PQ-+-...  A  0, 

ou 

ON  —  OM -H  OQ  —  OP -+-...  i  0, 

ON  -+-  OQ  -I- . . .  A  OM  -H  OP  -H. . . , 

c'est-à-dire,  en  appelant  n  le  nombre  des  côtés, 

nOG'JV  «OG; 

d'où 

OG'aOG. 

Si  LL',  MM',  NN'  sont  des  droites  égales  et  parallèles  aux  côtés  BC, 

(*)  II  est  facile,  en  effet,  de  voir  que,  si  l'aire  est  nulle,  la  somme  des 
moments  est  nulle  par  rapport  à  un  point  quelconque,  de  sorte  que 
toutes  les  conditions  d'équilibre  sont  remplies. 

{Note  du  Traducteur.) 
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CA,   AB    d'un  triangle,   les  deux  triangles  VWS,  L'M'ÎV'  auront  même 
barycentre;  c'est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède. 

2.  Soient  ABC  un  triangle,  0  un  point  quelcon([ue.  Si  l'on  mène  LL'i  AO, 
MM'  A  BO,  M\'  j5=  CO,  et  qu'on  appelle  G  le  barycentre  du  triangle  ABC, 
G,  celui  du  triangle  LMN,  G',  celui  du  triangle  L'M'N',  la  figure  OGG,  G' 
sera  un  parallélogramme . 

On  a  effectivement 

LO  —  L' O  Jt  AO , 
MO  — M'O  jvBO, 
KO  — N'O  i  CO, 
et,  par  addition, 

3G,  O  — 3G;0  =ii  3  GO, 

G.  G',  Ji  GO. 

Il  est  aisé  d'étendre  ce  théorème  à  un  système  d'un  nombre  de  points 
quelconque,  et  même  de  l'établir  dans  l'espace,  ainsi  que  le  précédent. 

Si  LL'iwAO,...,  on  aura  G,  G',=:«GO.  Si  le  point  arbitraire  O 
coïncide  avec  le  barycentre  G,  les  deux  points  G,,  G',  coïncideront.  Il  est 
aisé  de  voir  qu'alors  les  droites  LL',  M!\r,  NIS'  forment  un  multilatéral 
de  trois  côtés,  correspondant  à  un  triangle  semblable  à  ABC. 

3.  Soient  ABC  un  triangle,  O  un  point  quelconque,  G  le  barycentre  ;  on 
mené  AA',  BB',  CC,  perpendiculaires  et  respectivement  égales  à  AO,  BO,  CO. 
Si  l'on  appelle  G'  le  barycentre  du  triangle  A'B'C,  les  trois  points  O, 
G,  Çi'  formeront  un  triangle  rectangle  isoscèle. 

On  aura,  en  effet, 

AO  — A'O  i  v'AO, 
BO  —  B'O  A  v'BO, 
CO  —  CO  A  v/CO, 
et,  par  addition, 

3G0  — 3G'0  A  3 /GO, 
GG'i  v^GO. 

Si  les  angles  A'AO,...  étaient  égaux  à  un  angle  a  au  lieu  d'être 
droits,  le  triangle  G'GO  serait  encore  isoscèle,  mais  l'angle  G  serait 
égal  à  V.;  et,  en  général  : 

Si  l'on  forme  les  triangles  OAA',  OBB',  OCC  semblables  entre  eux,  le 
triangle  OGG'  se/a  semblable  à  chacun  des  précédents, 

4.  La  propriété  du  n°  2  peut  recevoir  encore  une  extension  assez  inté- 
ressante : 

Soient 
A,  B,  C, . . .  un  système  de  points  de  barycentre  G  ; 
A',  B',  G',...  un  système  dépeints  {en  même  nombre)  de  barycentre  G'; 
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LL',  MM',  IVN',.  .  .   une   série    de    droites    respectivement    équipollentcs    à 

AA',  BB',  ce,...; 
Gj  le  harycentre  du  système  des  points  L,  M,  N, . .  .; 
Gj  le  harycentre  du  système  des  points  L',  M',  K', .... 

La  figure  G  G' G',  G,  sera  un  parallélogramme. 

Car  LL'  =a.  AA'  peut  s'écrire 

LO  —  L'O  A  AO  — A'O. 


De  même 


MO  — M'O  A  BO  — B'O, 
NO  — N'O  A  CO  — C'O, 


Ajoutant 

«G,0  — «G',0  i  «GO  — «G'O, 

Gj  g;  a  GG'. 

5.  Soient 
A,,  Aj,  .  . .  ,  A,j  un  système  de  n  points  sur  un  plan; 
G  le  harycentre  de  tous  ces  points  ; 
G    celui  de  ces  points,  moins  le  point  A  . 

La  figure   G,  Gj...G„  est  homothéùque  à   A,  Aj..,  A„;    le  centre  de 

similitude  est  G,  et  Ij  rapport  de  similitude   • 

'  //  —  I 

On  a 

Aj  A3  H-  A3  A^  -t- .  .  .  -t-  A„  A,  jV  Aj  a,  , 

ou 

(  A,  O -f- A3  O  ^-. . .-+- A„  O)  —  (  A3  O -t- A,  O -+-. .  .-t- A,  0)  i  A,  A, . 
Ajoutant  A,  O  aux  deux  membres, 

«GO— (7i  — i)G,0  A  A5O, 
G0-+-(«  — i)GG„  d5=  A,  O, 

gg.aA^. 


Exercices  sur  quelques  questions  de  Géométrie 
supérieure. 

-   121.   Nous  avons  vu,  au  11°  29,  que 

AB .  CD  +  AD .  BC  ^  AC .  BD, 

ce  qui  peut  s'écrire 

AB.CD  ^  AC.BD  ^^ 
AD.CB  ~  AD.BC  ~^' 
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Les  doubles  rapports  qui  forment  les  deux  termes  du 
premier  membre  de  cette  équipollence  sont  appelés  par 
M.  Cbasles  rapports  nnharnioniques,  pourvu  que,  en 
outre,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  soient  en  ligue  droite  j 
mais,  d'après  le  principe  général  (24)  qui  s'applique  à 
la  métliode  des  équipollences,  toute  propriété  de  points 
en  ligne  droite  s'étend  aux  points  d'un  plan.  JNous  pré- 
senterons quelques  exemples  se  rapportant  à  cette  théorie. 

122.  Je  démontrerai  tout  d'abord  une  formule  très- 
facile  à  retenir  de  mémoire,  laquelle  comprend,  comme 
cas  particuliers,  un  grand  nombre  d'autres  données  par 
Mœbius,  Cbasles,  etc.  On  propose  d'exprimer  un  double 

DE.FG  j       j      ,1  AB.CD 

rapport   — - — —  au  moyen  des  doubles  rapports  ^„    ^^> 
^^  DG.FE  -'  ^^  CB.AD 

AB.CE     AB.CF     AB.CG 


^  ,  ,  -,  dans  lesquels  les  quatre  points 

CB.AE     CB.AF     CB.AG  ^  ^  ^ 

du  premier  sont  rapportés  h  trois  points  constants  A,  B,C. 

JNous  représenterons  par  r/,  e,  /!,  g  ces  derniers  doubles 

rapports. 

On  remarquera  que  nous  ne  suivons  pas  ici  la  conven- 
tion, toujours  adoptée  par  nous  jusqu'à  présent,  consis- 
tant à  indiquer  par  les  lettres  d,. ,  .  des  rapports  numé- 
riques :  tout  au  contraire,  chacune  de  ces  lettres  pourra 
exprimer  un  nombre  multiplié  par  une  puissance  quel- 
conque du  ramun . 

Au  moyen  du  théorème  déjà  cité  (29),  on  a 

—  AC.DE  -_- AE.CD  —  AD.CE, 

—  AC .  FG  'd^  AG .  CF  —  AF .  CG, 

—  AC .  DG  '^  AG  .  CD  —  AD .  CG, 

—  AC.FE-^AE.CF  — AF.CE. 

111111  DE.FG 

Substituant  ces  valeurs  dans  le  double  rapport  ^9 
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celui-ci  devient 

(  AE  ■  CD  —  AD  ■  CE)  (  AG .  CF  —  AF .  CG  ) 
(AG.CD— AD.CG)(AE.CF  — AF.CE)' 

que  l'on  reconnaît  facilement  comme  identique  à 

[d-e){f-^) 

La  même  démonstration  peut  s'étendre  à  des  rapports 
plus  compliqués,  de  forme  analogue  au  précédent,  et  que 
nous  appellerons  rapports  multiples.  Donc  : 

Connaissant  tous  les  doubles  rapports  —— —  ^  r/,. ... 

'  '  CB.  AD 

tout  autre  rapport  multiple  sera  déterminé  par  une  for- 
mule analogue  à 

DE.FG.MN_^(rZ—  ^)(/_o.)  (,„_„) 


DN-.MG.FE~  {d  —  n)[m  —  g)[f—e) 

Si,  dans  le  rapport  que  Ton  veut  exprimer  au  moyen 
des  doubles  rapports  r/,  e,f,...,  entrait  quelqu'un  des 
points  A,  B,  C,  la  même  formule  subsisterait,  pourvu 
qu'on-fit  la  remarque  que,  évidemment,  ou  a 

AB.CC    , 


~  CB.AC        "' 

,    ,    AB.CB    , 

b  ^  — -^  I, 

CB.AB 

,    AB.CA 

CB.AA 


Ainsi,  par  exemple,  on  aura 


AC.BD    h  —  d  ^  AB.CD 

.  ^  . _  ,_^-,  I  —  d  Al- 1 •  • 

BC.AD    b  —  c  CB.AD 

AC.DE    d—e 


DC.AE     d 

AE.BD  ,  i  —  d^    /CB   CD\  /CB    CE 


BE.AD    i  —  c         \AB   AD  y  \  AB   AE 
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C'est  la  formule  au  moyen  de  laquelle  M.  Cliasles 
[Géométrie  supérieure,  §  33)  exprime  le  rapport  anhar- 
monique  des  points  A,  E,  B,  D  au  moyen  d'un  cinquième 
point  C. 

423.   Soient  pris  arbitrairement  les  points  A,  B,  C, 

D,.--5  et  arbitrairement  aussi  les  trois  points  A',  B',  C, 

que  nous  considérons  comme  correspondant  aux  trois 

premiers.  On  détermine  les  points  D',  E',. . .  de  manière 

que 

AB.CD    ,    A'B'.C'D' 


CB.AD  ~  C'B'.A'O' 

Tout  rapport  multiple  entre  les  points  A,  B,  C,  D, . . . 
sera  équipollent  au  rapport  formé  par  les  points  corres- 
pondants A',  B',  C,  D',...  -,  c'est  une  conséquence  immé- 
diate du  théorème  du  n°  122. 

124.  Si  au  premier  système  de  points  considéré  ap- 
partient un  point  J  situé  à  une  distance  infinie,  on  aura, 
quelle  que  soit  la  direction  des  droites  tracées  vers  ce 
point. 


par  suite, 


AB.CJ        AB    .    A'B'.CM' 


CB.AJ  ~"  CB  ~  G'B'.A'J' 


Semblablement,  le  point  I  du  premier  système,  qui  cor- 
respond à  tout  point  I'  situé  à  une  distance  infinie  et 
considéré  comme  appartenant  au  second,  est  donné  par 

AB.CI   ^   A'B\ 
^^^  CB.Ai'~C'B'' 

divisant  Tune   par  l'autre  ces  deux   équipollences,   on 
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obtient 

(3)  IA.J'A''^IC.J'C'. 

Tout  ce  que  nous  avons  trouvé  pour  A,  C  peut  se  ré- 
péter pour  deux  autres  points.  Ainsi  les  droites  qui,  de 
deux  points  I,  J',  correspondant  dans  chaque  système 
des  points  à  Vinjini  de  Vautre,  "vont  aboutir  à  deux 
points  correspondants,  ont  entre  elles  un  produit  con- 
stant en  grandeur  comme  en  direction. 

125.  Les  deux  figures  inverses  étant  situées  sur  le 
même  plan,  nous  pourrons  cliercher  le  point  E  qui  coïn- 
cide avec  son  propice  correspondant  E'.  Nous  emploie- 
rons, dans  ce  but,  l'équipollence 

lE.J'E-i^IA.J'A'     (85) 
ou 

IE(IE  — ÎJ')-^IA.J'A'. 

Posant  IJ'  'éà  i\0,  on  aura 

(lE)^  — 2IO.IE  4-  [lOy-^lk.i'X'  -\-ilO]\ 

Pour  extraire  plus  facilement  la  racine  du  second 
membre,  nous  supposerons  que  O'  soit,  dans  la  seconde 
figure,  le  point  qui  correspond  à  O  considéré  comme 
appartenant  à  la  première,  si  bien  (12i)  que 

IA.J'A'<£tfIO.J'0'. 

D'après  cela,  nous  aurons 

(4)  lE  —  10 -^dz  v/lO(IO  +  J'O')  ^  ±  \Jor.oô'. 

Donc  il  y  a  deux  points  E,  F  qui,  dans  deuxjigures 
inverses,  coïncident  avec  leurs  propres  correspondants . 
La  droite  FOE  est  bissectrice  de  V angle  J'OO',  et  les 
droites  OE  t^  FO  sont  moyennes  proportionnelles  entre 
OJ',  00'. 
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Ces  conclusions  sont  identiques  avec  celles  qui  exis- 
tent pour  des  points  situés  sur  une  même  ligne  droite 
(Chasles,  Géométrie  supérieure,  §  ISi'). 

Si  les  points  L,  Li  sont  déterminés  par  l'équipollence 

(OL)=^IO.J'0', 

nous  verrons  plus  loin  que  E,  F  sont  les  foyers  de  l'ellipse 
ayant  pour  diamètres  conjugués  lOJ',  LOLj. 

426.  Connaissant  les  trois  couples  de  points  corres- 
pondants A,  B,  C,  A',  B',  C,  les  centres  d'inversion  I,  J' 
seront  déterminés  par  les  équipollences 

/5^     ,T   .-       AB.AG.C'B-  ,       Â'B-.A'Ç-.CB 

^    '  AB.C'B'  — A'B'.CB'  ~A'B'.CB-AB.G'B'' 

lesquelles  deviennent  plus  simples  si  l'on  connaît  les 
points  E,  F  se  correspondant  à  eux-mêmes,  puisque  alors 
on  a 

(6)  .^5Î#I,     ..^^5^. 

127.  Si  l'on  considère  les  points  E,  F  (dont  chacun 
se  correspond  à  lui-même),  il  y  aura,  pour  tout  couple 
de  points  correspondants,  constance  du  double  rapport 

EiVj;A^_ 
^"^  EA.FA'  ~       ^' 

On  a,  en  effet  (123), 

EB.FA    ^    EB'.FA' 
ËaTfB  ~  EA'.FB'' 

A  l'équipollence  (7),  ou  peut  donner  la  forme 

EA       EA'    , 

'^■^ ^  rr-T  —  o 

'   FA        FA' 


(  ^u  ) 

ou 

(«) 

puisque,  en  ajoutant  la  première  avec  la  seconde  mul- 
tipliée pai'  FE,  on  obtient  une  équipollence  identique. 

La  relation  (8)  peut  s'exprimer  en  disant  que  E  est, 
par  rapport  à  rorigine  F,  le  centre  harmonique  des 
points  A,  A',  affectés  des  coefRcientsf;^,  i .  Dans  cet  énoncé, 
fi  doit  être  regardé  d'une  façon  générale  comme  imagi- 
naire. On  a  aussi 

A'F       A'E    . 
^  AF  AE 

OU 

d'où  il  résulte  que  A'  est,  par  rapport  à  l'origine  A,  le 
centre  harmonique  des  points  F,  E,  affectés  des  coeffi- 
cients [j.^  I. 

128.  L'imaginaire  fx  s'exprime  très -facilement  au 
moyen  des  centres  d'inversion  I,  J'.  Il  suffit,  en  effet,  de 
faire  tendre  vers  l'infini  l'un  des  points  A,  A',  pour  que 
la  relation  (7)  donne 

.  ri    ,   EJ' 

^       '  '  Eï         FJ' 

OU 

fxJ'F-+-rE=^o, 

c'est-à-dire  (99)  que  J'  est  le  barycentre  des  points  F,  E 
affectés  des  coefficients  u,  i . 

129.  Dans  le  cas  particulier  où 

AB.C'B'^i^lr-A'B'.CB, 
les  points  I.  J' n'existent  plus,  et  les  deux  figures,  au  lieu 
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d'être  inverses,  sont  semblables  ;  le  point  E  ci-dessus, 
qui  coïncide  avec  son  propre  correspondaut,  est  seul,  et 
se  trouve  déterminé  par 

AR^^_^  A'B' 
ÂE  ~  A^* 

Nous  l'avons  déjà  trouvé,  au  n°  40,  désigné  par  la  lettre  I. 

430.  Quand  deux  figures  inverses  ont  leurs  centres 
d'inveision  coïncidant  en  un  seul  point  I,  il  nous  suffit, 
pour  le  trouver,  d'avoir  deux  couples  de  points  corres- 
pondants A,  A',  B,  B'.  En  effet,  de 

lA.IA'-t^IB.IB', 

on  déduit 

IA.AA''i>^IA(AB'+ AB)  +  AB.AB' 
on 
,   ,  AB.AB' 

Les  points  E,  F  sont  déterminés  par  l'équipollence 


(2)  IE'=^  — IF^VlA.lA'. 

Dans  ce  cas  spécial,  la  valeur  de  tx  est  (128) 

—  FI:IF':i5=?  i; 
par  suite,  on  a  (127)  le  double  rapport  harmonique 

EA'.FA 


EA.FA' 


=!i:—  I. 


Ceci  exprime  que  le  quadrilatère  EAFA',  outre  qu'il 
est  inscriptible  dans  un  cercle,  a  le  produit  de  deux  côtés 
opposés  égal  au  produit  des  deux  autres.  Je  l'appelle 
quadrilatère  harmonique ,  parce  qu'il  est  par  rapport  à 
un  plan  ce  que  sont  par  rapport  à  une  droite  deux  cou- 
Ann.  de  Mathémat.,  2®  série,  t.  XII.  (Décembre  1873.)        35 
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pies  de  points  conjugués  harmoniques.  Ainsi,  par  la  con- 
struction des  équipoUences  (i),  (2),  on  trouve  les  deux 
points  E,  F,  qui  forment  un  quadrilatère  harmonique, 
aussi  bien  avec  A,  A'  qu'avec  B,  B'. 

131.  Dans  le  cas  ci-dessus  d'un  seul  centre  d'inver- 
sion I,  si  au  point  A  de  la  première  figure  correspond  le 
point  A'  de  la  seconde,  et  i[ue  l'on  considère  ce  point  A' 
comme  appartenant  à  la  première  figure,  il  est  évident 
qu'à  ce  point  correspondra  le  point  A  dans  la  seconde 
figure.  On  aura,  par  suite  (123), 

AB.CA'         A'B'.CA 

(  ^  ) 


AA'-CB  ~  A'A.C'B' 

ou 

AB.CA'. B'C    , 

(Al  'i'  I  . 

^^'  AC'.B'A'.CB 

En  même  temps  que  cette  équipollence,  et  de  la  même 
manière,  on  en  a  aussi  trois  autres,  que  Ton  obtient  en 
disposant  dans  un  autre  ordre  les  points  des  trois  cou- 
ples A,"  A',  B,  B',  C,  C.  On  a  également 

,^,  AB.A'C    ,    A'B'.AC 

^    '  AC.A'B        A'C'.AB' 

ou 

AB.A'C.AB'.A'C   ^^ 
^^  AC.A'B'.  AC.A'B —  '' 

et  deux  autres  équipoUences  analogues. 

Nous  avons  déjà  parlé  au  n°  42  de  ces  relations  simul- 
tanées entre  six  points  d'un  plan.  En  outre  du  point  I, 
nous  avons  les  deux  points  E,  F,  qui  forment  les  trois 
quadrilatères  harmoniques  EAFA',  EBFB',  ECFC 

132.  Je  pourrais  étendre  beaucoup  plus  ces  applica- 
tions de  la  méthode  des  équipoUences-,  mais  ce  que  j'ai 


(547) 

dit  me  paraît  suffisant  pour  faire  connaître  les  avantages 
qu'elle  présente  en  comparaiion  de  l'application  ordi- 
naire de  l'Algèbre  à  la  Géométrie.  Il  est  d'ailleurs  évi- 
dent que,  par  cette  dernière  méthode,  on  ne  traite  aucune 
question  qui  ne  puisse  aussi  être  traitée  avec  le  secours 
du  calcul  des  équipollences-,  par  exemple,  lorsqu'on  rap- 
porte un  point  M  à  deux  axes  coordonnés  passant  par 
l'origine  O  et  qu'on  le  détermine  au  moyen  des  coor- 
données x,y,  c'est  comme  si  l'on  posait 

OM «=;;!=■  X  -1- je", 

a  étant  l'angle  des  deux  axes  coordonnés. 

La  méthode  des  équipollences,  outre  les  avantages  ré- 
sultant des  artifices  qui  lui  sont  propres,  présente  aussi 
celui  de  déterminer  les  positions  respectives  des  éléments 
d'une  figure,  sans  donner  lieu  à  aucune  chance  d'erreur, 
parce  qu'il  n'est  nécessaire  d'avoir  aucune  figure  sous  les 
yeux,  et  que  tout  s'exécute  au  moyen  d'un  algorithme 
connu  et  selon  des  règles  fixes. 


QUATRIEME  PARTIE. 

APPLICATIONS    DIVERSES    A    LA    THÉORIE    DES    COURBES. 

PréUmin  aires . 

433.  En  passant  à  l'étude  des  courbes,  nous  aurons 
encore  occasion  de  reconnaître  les  avantages  de  notre 
méthode.  Si  nous  voulons  rapporter  les  points  d'une 
coui'be  à  des  coordonnées  orthogonales,  nous  pourrons 

poser 

OM  -^.v  -\-  ysj 

35. 
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et  imaginer  que  les  deux  variables  réelles  x,  y  soient 
lie'cs  entre  elles  par  une  équation. 

Mais  il  convient  de  considérer  la  question  à  un  point 
de  vue  plus  général  ;  nous  traiterons  ainsi  en  même  temps 
et  des  coordonnées  parallèles  et  des  coordonnées  polaires 
et  des  autres  systèmes  qui  paraîtront  s'appliquer  le  mieux 
à  chaque  circonstance  spéciale. 

Supposant  que  O  soit  un  point  fixe,  si  OM  était  donné 
par  une  équipollence  sans  aucune  variable,  le  point  M 
serait  entièrement  déterminé;  mais  si, dans  celte  équipol- 
lence entre  une  variable  Z,  pouvant  recevoir  toutes  les 
valeurs  réelles  de  — oo  à  +  oo  ,  à  chaque  valeur  de  t 
correspondait  un  point  différent  M,  tous  ces  points  con- 
stitueraient un  lieu  géométrique  ou  une  ligne  :  donc  l'ex- 
pression générale  d'une  ligne  droite  ou  courbe  est 

Dans  la  fonction  *î^,  entreront  deux  ou  plusieurs  droites 
connues  de  grandeur  et  de  position,  et  pourra  entrer  aussi 
le  ramun.  Dans  les  cas  spéciaux  où  la  forme  de  la  fonc- 
tion est 

ou 

en  admettant  que  x ,  j~  ou  z ,  u  soient  des  fonctions 
réelles  de  t,  la  courbe  sera  rapportée  aux  coordonnées 
orthogonales  ou  aux  coordonnées  polaires. 

,  ISi.  Imaginant  que  t  soit  le  temps,  l' équipollence  pré- 
cédente 

exprime  le  mouvement  d'un  point  le  long  d'une  couibe 
déterminée  et  suivant  une  loi  déterminée,  si  bien  que, 
par  les  mêmes  calculs,  nous  étudierons  en  même  temps 


les  diverses  sortes  de  mouvements.  La  science  du  mouve- 
ment [cinématique  d'Ampère)  considérée  comme  un  fait, 
sans  se  préoccuper  des  causes,  tend  toujours  à  s'associer 
de  plus  en  plus  à  la  science  de  l'étendue.  Du  reste,  nous 
pourrons  faire  abstraction  de  cette  considération,  et  exa- 
miner une  courbe  indépendamment  du  mouvement  d'un 
point  générateur. 

135.  Nous  résoudrons  les  problèmes  relatifs  aux  courbes 
en  employant  la  forme  générale 

sans  attribuer  à  cette  fonction  une  forme  plutôt  qu'une 
autre.  Nous  emploierons  pour  cet  objet  un  calcul  tout  à 
fait  semblable  au  calcul  algébrique,  sans  qu'il  soit  aucu- 
nement nécessaire  de  recourir  aux  considérations  de  la 
Géométrie  infinitésimale,  ou  à  celles,  peut-être  plus  ri- 
goureuses et  certainement  plus  pénibles,  que  leur  ont 
substituées  quelques  mathématiciens  plus  lagrangistes 
que  Lagrange  lui-même. 

Avant  d'aborder  les  généralités,  j'espère  donner  plus 
de  clarté  à  mon  exposition,  en  m'occupant  de  quelques 
cas  particuliers. 

Parabole. 

136.  Cherchons  les  propriétés  de  la  courbe  exprimée 
par  l'équipollence 

(i)  OM-i^f^OA  +  ^OB, 

où  OA,  OB  [fig-  3o)  sont  deux  droites  déterminées  non 
parallèles,  et  où  t  est  la  variable  réelle. 

Faisant  ^  =  o,  nous  voyons  que  la  courbe  passe  par  le 
point  O;  faisant  Z  =  rh  oo  ,  on  s'aperçoit  que  la  courbe  a 
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deux  branches  infinies,  lesquelles  tendent  toujours  de 
plus  en  plus  à  devenir  parallèles  à  la  droite  OA  (puisque 
t  =  oo  rend  zOB  négligeable  relativement  à  t^OA).  Ces 


branches  n'ont  pas  d'asymptotes,  puisque  touîe  droite 
parallèle  à  OA  est  coupée  par  l'une  d'elles  (*). 
La  courbe  est  appelée  parabole. 

137.  Si  le  point  Mj  de  la  courbe  correspond  à  f+ o), 
on  a  • 

MM,-di=OM,  — O.M=1.2^wOA  -f- wOB  4-&.^0A. 

Si  w  diminue  indéfiniment,  MMi  a  pour  limite  une 
droite  qui  est  dite  tangente  à  la  courbe.  La  direction  de 
IMMi  est  la  même  que  celle  de 

MM,  :  a-^itOA  -+-  OB  -f-wOA 

dont  la  limite,  lorsque  l'on  fait  diminuer  co  indéfiniment, 

€St 

(2)  MT^2?0A  +  0B. 


(*)  En  effet,  si  une  droite  parallèle  à  OA  coupe  OB  en  D,  il  suffit  de 
OD 
ÔB 

(Note  du  Traducteur.) 


OD  .    „. 

prendre  t=^——  pour  avoir  1  intersection. 
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On  voit  ainsi  qu'au  point  O,  correspondant  à  ï  =  o,  la 
courbe  est  tangente  à  OB. 

138.  Pour  trouver  le  point  S  où  la  tangente  INIT  ren- 
contre OA,  nous  observerons  que 

OS  %^  OM  -r-  IMS 

devra  être  parallèle  à  OA  (en  appelant  aussi  parallèles 
deux  droites  superposées)-,  ce  qui  exprime  (4)  que  le 
point  S  appartient  à  la  droite  OA. 

Semblablement,  MS  devra  être  parallèle  à  la  droite 

MT^p.^OA  -f-OB; 
donc,  ayant 

OM-r^/'OA +  fOB, 

on  voit  d'un  coup  d'oeil  que,  pour  que  dans  l'expression 
de  OS  n'entre  pas  la  droite  OB,  on  doit  avoir 

OS-i^OM  — ^MT-iA-—  r-OA. 

La  droite  OM  est  la  somme  géométrique  de 

par  suite 

(3)  SO-z^OP, 

propriété  connue  de  la  tangente  à  la  parabole. 

139.  Tirant  MG,  qui  forme  avec  la  tangente  MT  un 
angle  égal  à  l'inclinaison  de  MT  sur  OA ,  une  portion 
de  MG  sera  exprimée  (16)  par 

MG^  gi^lTY  :  OA  —  4^f-0A  +  4g^;0B  +  ^(0B)=  :  OA 

et  l'on  aura 

OG%A='OM+  IMG. 

Si  F  est  le  point  de  la  droite  MG  correspondant  à 
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gr  :=  _  1,  on  a 

(4)  OF-^— (OB)^:  40A, 

<  qui  est  indépendant  de  t  ;  par  suite,  dans  la  parabole,  il 
existe  un  point  F  (foyer),  tel  que  chaque  rayon  vecteur  FM 
forme  avec  la  tangente  en  M  un  angle  égal  à  l'inclinaison 
de  cette  tangente  sur  le  diamètre  OA. 

i40.  Si  un  point  pesant  est  lancé  dans  le  vide,  son 
mouvement  se  trouve  exprimé  par  l'équipollence 

La  vitesse  correspondante  d'un  tel  mouvement  est 
donnée  en  grandeur  et  en  direction  par  l'expression 

-  MT-i^a^OA  +  0B, 

qui  est  la  dérivée  de  OM  par  rapport  au  temps  t.  Les  cal- 
culs du  paragraphe  précédent  donnent 

FMi}^(!MTj' :  4OA. 

Cette  équipollence  signifie  que  la  vitesse  d'un  point 
pesant  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  sa  distance 
au  foyer. 

141.  La  droite 

(5)  NM':£:b?OB  4-(0B)*  :  2OA 
fait  avec  la  tangente 

MT^-2f0A-f-0B 

un  angle  égal  à  celui  que  forme  OB  avec  OA  (16). 
Ayant  PM  '^^  fOB,  on  a  aussi 

(6)  PNt^  — (OB)' :  aGA-r^  2OF, 
c'est-à-dire  que,  en  menant  du  pied  P  de  l'ordonnée  une 


(  553  ) 
droite  équipollente  à  la  constante  2OF,  on  obtient  un 
point  de  la  droite  MN ci-dessus.  Si  l'angle  AOB  est  droit, 
cela  nous  donne  la  propriété  connue  de  la   sous-nor- 
male PN. 

142.  En  changeant  Torigine  O,  nous  pouvons  tout  ra- 
mener au  cas  où  Tangle  AOB  est  droit,  ce  qui  rend  les 
calculs  plus  simples.  Si,  en  effet,  C  est  un  point  de  la  pa- 
rabole, de  telle  sorte  que 

0C^c-0A4-c0B, 
nous  aurons 

CM-A:-(l'—  c')OA  +  [t  —  r)  OB 

^  (^—  cyOk-[-'t  —  c){o.cOA  4-  OB), 

équipolleuce  de  même  forme  que 

OM-^/=OA  +  ^OB, 

ce  que  l'on  reconnaît  évidemment  en  changeant  t —  c  en 
f,  et  acOA-f-OB  en  CB.  Il  sera  toujours  possible  de 
donner  à  c  une  valeur  telle  que  2cOA  -{- OB  soit  per- 
pendiculaire à  OA. 

Changeant  t  en  ai,  nous  pouvons  en  outre  rendre  égales 
les  deux  droites  qui  sont  multipliées  par  t^  et  par  t-^  et, 
les  prenant  pour  unité  de  longueur,  on  peut  donner  à 
l'équipollence  de  la  parabole  la  forme  plus  simple 

(7)  CM'^  t'-\-t^. 
Dans  ce  cas,  le  foyer  est  donné  par 

CF  -^  1 :  4, 

la  tangente  en  M  par 

(8)  MT'^^t-\~s/, 
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el  la  normale  par 

(9)  MN-^i-^v/     (/g-.3i; 

Fig.  3i. 


i  43.  Un  point  R  quelconque  de  la  normale  est  donné  par 

CR  <=^  CM  +  2/?  IMN  'é^  t-  -h  p  -V-  {t  —  atp)  ^. 

Pour  que  ce  point  R  soit  le  point  d'intersection  de  la 
normale  MN  avec  celle  infiniment  voisine,  il  faut  que  le 
point  R  ne  change  pas  lorsqu'on  donne  à  t  un  accroisse- 
ment infiniment  petit  w,  d'où  résulte  pour  p  un  accrois- 
sement correspondant  tô.  Selon  les  principes  du  Calcul 
différentiel,  cela  s'exprime  par  JCR^  o,  ou 

(2r-+-y/  ip\l)v>  -f-(l  1t\j)T:S'é:?  O. 

Séparant  la  partie  multipliée  par  le  ramun,  cette  équi- 
pollence  donne  les  deux  équations 

2f  w  -f-  CT  =  o, 
(l   —  2/j)  W  2f  CT  =  o. 

'    On  en  déduit 

par  suite  l'équipollence 

(lo)  CR-ri^i  +  sr-— 4fV 

est  celle  de  la  développée  de  la  parabole. 
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144,  Le  rayon  de  courbure  est  donc  exprimé  en  gran- 
deur et  en  direction  par 

La  droite  MN,  étant  la  somme  géométrique  de  deux 
droites  perpendiculaires,  a  pour  longueur  \  yji-h  ^t- -, 
par  suite  le  rayon  de  courbure  MR  est  proportionnel  au 
cube  de  la  normale  MN,  terminée  à  l'axe  de  la  parabole. 
Si  ML^jMR,  c'est-à-dire  si  L  est  le  milieu  de  MR, 
ayant  CF'^i^^,  on  aura 

c'esl-à-dire  que  FL  est  perpendiculaire  à 

Donc  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  portion  ML 
de  la  normale  qui  est  hypoténuse  du  triangle  MFL,  rec- 
tangle au  foyer  F.  Si  l'on  prend  sur  le  prolongement  du 
rayon  RM  la  longueur  MK  '^  LM,  on  a 

(II)  CK-5^— }+  l^-^^A^, 

et  par  suite  le  point  K  appartient  à  la  directrice  DK  de  la 
parabole. 

Ellipse. 

145.  L'ellipse  est  exprimée  par  l'équipollence 

(i)  OM -ii^arOA-f-jOB     (/g-.  Sa), 

pourvu  que  les  c^uantités  réelles  x,  y  satisfassent  à  l'é- 
quation 

(2)  x^-\-Y^=.\, 
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ce  que  l'on  peut  faire  en  posant 

.7?  =  ces/,     r  =  sin?. 

Les  deux  valeurs  égales,  mais  de  signes  contraires,  que 
prend  chaque  variable  pour  toute  valeur  de  l'autre,  nous 

Fig.  32. 
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montrent  que  OA  et  OB  sont  deux  demi-diamètres  con- 
jugués de  l'ellipse. 

La  direction  de  la  tangente  au  point  M  est  donnée  par 
r/xOA  -4-  JrOB,  dx  et  dy  étant  liés  par  l'équation 

xdx  4-  ydy  =  o  , 
qui  est  la  dérivée  de 

.r'  +  J^=  I. 

Par  suite,  nous  déterminerons  la  direction  de  la  tan- 
gente par  l'équipollence  suivante  : 

(3)  MT-:^  — jOA4-.rOB 

que  nous  eussions  pu  obtenir  immédiatement,  en  dérivant 
par  rapport  à  f  la  relation 

OM  '^costOA  -h  siniOB. 

Celte  tangente  MT  rencontre  la  droite  OA  au  point  S, 
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que  l'on  détermine  en  faisant  la  somme  géométrique  de 
OM  et  d'une  droite  parallèle  à  MT  telle  que  le  terme  con- 
tenant OB  disparaisse.  De  là 

(4)  OS^Oyi  ~  ^MT-^  (^  -i-'-\  OA-^  -  OA. 

Par  conséquent,  si  OP^xOA  (de  sorte  que  PM  soit 
parallèle  à  OB),  on  a 

0P.0S'ii?(0A)^ 

146.  La  droite 

MN  t^  MTOB  :  OA  'z!^—  /OB  -+-  .c'OB  Y  :  OA 
forme  (16)  avec  la  tangente  l'angle  constant  AOB.  On  a 

(5)  ON^OM+  MN-i^orOA-f- j:(OB)=  :  OA^o^A.E^ 

si  l'on  pose 

OE'=^(OB)-  :  OA, 

c'est-à-dire  si  l'on  forme  le  triangle  BOE  directement 
semblable  à  AOB. 

Il  en  résuite  en  outre 

PN  ^  ON  —  OP  ti»  .rOE, 

et  le  triangle  OPN  est  liomothétique  au  triangle  constant 
AïOE  (ayant  pris  A, O^OA). 

Quand  OA,  OB  sont  les  axes,  MN  devient  la  normale, 
et  elle  coupe  dans  un  rapport  constant  l'abscisse  OP. 

147.  Si 

C-  +  <■/-=! 

et 

(6)  OC^cOA  +  f/OB,     OD-iiie— ^/OA  +  cOB, 

ces  droites  OC,  OD,  dont  chacune  est  parallèle  (14S)  à 
la  tangente  menée  par  l'extrémité  de  l'autre,  sont  deux 
demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse. 
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En  effet,  on  déduit  des  équipollences  (6) 

OA'rl^^cOC—  dOB,     OB':^dOC  +-COD, 

et,  substituant, 

OjM>iA^(c.r  +  df]OC  -\-{cj  —  d.r)OD, 
équipollence  de  la  même  forme  que 

OM  =^  cos/OA  +  sin^OB, 
car  il  est  facile  de  vérifier  que  l'on  a 

[ex  -+-  dj)-  -h  (fj  —  dxy  =  I . 

La  première  expression  de  la  règle  XII  (o7)  nous 
montre  immédiatement  que  les  aires  des  triangles  OCD, 
OAB  sont  égales  entre  elles. 

148.  Entre  deux  demi -diamètres  conjugués  a  lieu 
(147)  l'équipollence 

par  suite,  en  posant 

(7)  (OAr+(OB)^-A-(OF)% 

nous  déterminerons  deux  points  indépendants  du  choix 
des  diamètres.  Ces  points  remarquables  F,  Fi   sont  les 
foyers  de  l'ellipse. 
L'équipollence 

(0A)^'=5-(0F— OB)(OF+OB), 

laquelle,  au  moyen  de  OF'^^ — OFj ,  et  en  vertu  de  la 
règle  I,  se  transforme  en 

(0A)='=^— BF.BF., 

nous  montre  que  :  en  un  point  quelconque  B  de  V ellipse, 
les  deux  rajons  'vecteurs  BF,  BFi  forment  des  angles 
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égaux  av'ec  la  tangente  à  la  courbe,  et  leur  produit  est 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  OA  parallèle  à  celte 
tangente. 

149.  Le  problème  consistant  à  trouver  les  foyers  d  une 
ellipse,  étant  donnés  deux  demi-diamètres  conjugués,  est 
directement  résolu  par  l'équipoUence  (7).  On  peut  la 
construire  de  plusieurs  manières  :  ayant  déterminé  la 
droite  OE  (146),  on  a 

(OF)^'^  OA  (OA  +  OE) -^  A.O.A.E; 

par  suite,  l'excenlricité  OF  sera  moyenne  proportion- 
nelle entre  OA  et  AiE,  et  parallèle  à  la  bissectrice  de 
l'angle  O  Al E. 

Observant  également  que 

(OF)^  ^  ( OB  +  s/OA)  (OB  —  v'OA), 

il  suffira  de  mener  BK,  BKj  perpendiculaires  et  égales 
au  demi-diamètre  OA,  et  l'on  aura 


Donc  Texcentricité  est  aussi  moyenne  proportionnelle 
entre  OK,  OKj,  et  bissectrice  de  l'angle  de  ces  deux 
droites. 

150.   Si  l'on  prend,  sur  l'une  des  droites  OK,  OKj,  la 

longueur 

OL  '^yOYs.  '^'^f  (OB  +  BK), 

on  aura 

LM  "ri?  ^OA  —  j  BK  "r^  (^  —  j  y/ )  OA. 

Or  X  — j  >/,  puisque  x-  -h  J^  =  i  exprime  une  droite 
égale  à  l'unité;  par  suite,  LIM  est  égale  à  OA. 

On  prolonge  LM  jusqu'à  sa  rencontre  avec  OA  en  I;  il 
faudra  donc  joindre  à 

OL'i^r(OH  -i-HK) 
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une  parallèle  à 

LM-iiîxOA  —  jBK, 

telle  que  01  ait  la  même  direction  que  OA,  c'est-à-dire 
que  OH 5  et  comme  HK,  BR  ont  la  même  direction,  il 
en  résulte  que  LI  s'obtiendra  en  multipliant  LM  par  le 
rapport  numérique  HK.  ;  BK,  en  sorte  que 

OI<=i^rOH  +  ^OA.HK  :  BK. 

Ayant  établi  tout  à  l'heure  que 

gr. LM  =  gr. OA  =  gr.  BK., 

il  en  résulte  que 

gr.LI  =  gr.HK. 

Par  suite  ;  P ellipse  est  décrite  par  le  point  M  de  la 
droite  IL  de  longueur  constante,  qui  se  meut  entre  les 
droites  fixes  OA,  OK. 

loi.  Dans  le  mouvement  exprimé  par  l'équipollence 

OM-i^cGS^OA  +  sin^OB, 

la  vitesse  est  donnée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
première  dérivée  par  rapport  au  temps  t 

MT  ^—  sin/OA  +  cos/OB. 

La  seconde  dérivée  est 

—  cosf  OA  —  sin^OB  ^  MO. 

Cette  expression,  étant  la  dérivée  de  la  vitesse,  peut  être 
appelée  V accélération  du  mouvement   (*);   elle    égale, 

(*)  Nous  traduisons  par  accélération  le. mot  italien  turbazione,  peut- 
être  plus  expressif,  en  ce  qu'il  n'implique  pas  l'idée  d'une  augmentation 
de  vitesse;  mais  nous  tenons  à  n'employer,  autant  que  possible,  que  des 
expressions  bien  connues  dans  le  langage  mathématique  en  France. 

(Note  du  Traducteur.) 
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en  grandeur  et  en   direction,  ce  qu'on  nomme  la  force 

accélératrice .  La  précédente  équipollence  nous   montre 

que  l'accélération  du  mouvement  est  exprimée  par   le 

demi-diamètre  de  l'ellipse,  de  sorte  que  ce  mouvement 

est  celui  d'un  point  attiré  par  un  centre  en  raison  directe 

de  la  distance. 

{J  suivre.) 


ESSAI  SIR  LA  DETERMIMTIO^  DU  FROTTEMENT  DE  L  AIR 
SIR  m  PROJECTILE  OBLONG; 

Par  m.   h.  RESAL. 


La  résistance  de  l'air  proprement  dite  n'a  aucune  in- 
fluence sur  le  mouvement  d'un  projectile  oblong  autour 
de  son  axe,  mais  ce  mouvement  doit  être  retardé  par  le 
frottement  développé  entre  sa  surface  et  l'air,  résistance 
sur  laquelle  nous  n'avons  aucune  donnée  expérimentale. 

Si  l'on  admet  que  le  frottement  est  le  même  que  dans 
les  tuyaux  de  conduite  des  gaz,  en  le  rapportant  à  l'unité 
de  surface,  il  a  pour  expression 

o,ooo3555/îU% 

U  étant  la  vitesse  d'un  point  de  la  surface  du  corps  et  p 
le  poids  spécifique  de  l'air  que  l'on  peut  prendre  égal 
à  i^^jS. 

On  peut  sans  inconvénient  négliger  la  partie  ogivale 
du  projectile,  en  exagérant  légèrement,  si  Ton  veut,  la 
longueur  du  cylindre  pour  établir  une  sorte  de  compen- 
sation. 

Soit  JR^  le  moment  d'inertie  du  cylindre  par  unité  de 
longueur,  R  étant  son  rayon,  nous  avons,  dans  l'hypo- 

Aiin.  de  Mathémat.,  i^  série,  t.  XII.  (Décembre  iS/ii.)       3o 
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thèse  actuelle, 

JR  V  =  —  o,ooo355  X  i'^s,3  X  sttRU'R, 
dû 

d'où 


U  = 


I  +  0,0029  — - — 


en  appelant  Uo  la  valeur  initiale  de  U. 

Il  serait  assez  facile,  il  me  semble,  de  vérifier  si  cette 
formule  est  exacte  ou  non,  en  opérant  sur  un  cylindre 
creux  très-léger,  en  aluminium  par  exemple,  assez  long 
par  rapport  au  diamètre  pour  que  l'on  puisse  négliger  ce 
qui  est  relatif  aux  extrémités,  reposant  par  deux  tou- 
rillons sur  les  jantes  croisées  de  deux  couples  de  poulies 
identiques  à  ceux  de  la  machine  d'Atwood.  La  réduction 
du  nombre  de  tours  dans  les  minutes  successives,  accusée 
par  un  compteur  et  un  chronomètre,  permettrait  d'établir 
la  loi  du  mouvement,  et  par  suite  celle  de'  la  résistance. 

Cherchons  à  voir  maintenant  à  quoi  peut  conduire 
l'hypothèse  admise  par  Navier  dans  le  mouvement  des 
fluides. 

Soient  X  le  rayon  d'une  couche  fluide  quelconque,  V 

la   vitesse   des  molécules  de  cette    couche  au   bout  du 

temps  t,  le  frottement  par  unité  de  surface  de  la  même 

couche  sur  la  couche  de  rayon  x  —  dx^  en  remarquant 

dY  ,      ..  ,    ,     .  dW         , 

que  ■— —  est  negatii,  est  de  la  terme  —  ep  -—-•>  s  étant  une 

constante,  et  doit  être  considéré  comme  force  motrice 
pour  la  première  couche  5   le  moment  moteur  pour  la 

couche  entière  est  —  2Trx"  ce  — —  ;   le  moment  résistant 

'       dt  ' 

du  au  frottement  sur  la  couche  suivante  est 

r/V 
dW  ^       dx 

2.7:. K- pi  — h  2  TTC   ; djC. 

'     dx  dx 
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On  a  donc 

dV 

^^f  "'^  ±;  dv 

277  —  IICX^p    — —    =  O. 

du:  '^    di 

Si  l'on  considère  que  le  mouvement  de  l'air  devient  in- 
sensible à  une  distance  assez  faible  d'un  corps  tournant, 
on  peut  considérer  p  comme  constant,  et  alors  l'équation 
ci-dessus  se  réduit  à  la  suivante  : 

dV  _     /2  dV       d^Y\ 
^  '  dt         "  \x  dx         dx-  y 

qui  n'est  autre  chose  que  celle  du  mouvement  de  la  cha- 
leur dans  une  sphère. 

Le  frottement  entre  le  corps  et  le  fluide  est  de  la  forme 

«(U-V,), 

a  étant  une  constante  et  Vi  la  vitesse  de  la  couche  fluide 
en  contact  avec  le  corps.  On  a,  d'après  Navier, 

dY 
—  £o---=a(U  —  V,)     pour     a;r=:K, 
dx 

ou,  en  posant  —  =^  n,  » 

ca 

dW 

.(2)  -—  ^-/i(U-V,)  =  o     pour     .r  =  Rj 

nous  avons  maintenant  comme  seconde  condition 

(3)  V=/(x)     pour     t  =  o, 

f  [oc)  étant  une  fonction  donnée. 

En  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  forces 
extérieures  ne  donnent  pas  de  couple  perpendiculaire  à 
l'axe,  nous  aurons 


(4)  j^.^_27,a(U-V,)R, 


36. 
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avec  la  condition 

(5)  U  =  Uo     pour     ?  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (4),  avec  les  conditions  (2),  (3), 
(5),  doivent  résoudre  complètement  le  problème. 

La  première  de  ces  équations  est  satisfaite  par 


-in- 1 


(6)  V  = (Acos/?.r  4- BsinA-j;), 

n  étant   un   nombre   positif  quelconque,  A  et  B   deux 
constantes  arbitraires. 
Si  Ton  pose 

les  conditions  (2)  et  (4;  donnent 

A    —  (  -—  -1-  /n  cos.v  R  +  «  sin  /?  R 

H-  B    -^  f  ^  4-  /i  j  sin«R  —  n  cos«R     =  AC, 
=  f?  —  A  cos«R  —  Bsin  nR, 


27raR 


ce  qui  permettra  de  déterminer  A  et  B  en  fonction  de  C 
et  de  n. 

On  aura  ensuite 

/(.r)  .r  =  ii  (  A  cosnx  -+-  Bsinrt.r),      U„  =  ^C, 

pour  déterminer  les  n  et  les  C;  mais  je  ne  vois  pas  de 
méthode  qui  puisse  conduire  à  ce  résultat. 

Pour  que  les  intégrales  des  équations  (i)  et  (4)   «e 
renferment  chacune  qu'un  seul  terme,  il  faut  que 

/{x)  X  z=  A  cosnx -]- Bsinnj-,     U„=C, 

et  la  fonction  ne  dépendra  ainsi  que  d'un  paramètre  n. 
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On  pourrait,  par  exemple,  se  proposer  de  déterminer 
la  valeur  que  doit  avoir  //  pour  quey^(.r)  par  rapport 
à  X  fût  un  maximum,  de  manière  à  se  rapprocher  de 
ractualilé  oùj'[x)=^o.  Nous  ne  croyons  pas  devoir 
nous  livrer  à  cette  reclierclie. 

Le  fait  important  pour  nous  est  que  U  doit  être  de  la 
forme  He~"",  H  et  ni  étant  des  fonctions  de  R  qu'il  appar- 
tient à  l'expérience  de  déterminer,  si  toutefois  l'hypo- 
thèse de  Navier,  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ,  est 
exacte. 


APPLICATION  DE  LA  GÉNÉRALISATION  Dl  PRINCIPE 
DE  CORRESPONDANCE  A  LA  THÉORIE  DE  L ÉLIMINATION; 

Par  m.  Louis  SALTEL. 


Principe  fondamental.  —  Lorsqu'on  a  sur  une  droite 
k  séries  de  points  Si,  So,  S3,.  .  .,  S/  tels  que,  prenant 
arbitrairement  :  1°  un  point  Aj  de  la  première  série, 
2"*  un  point  Ao  de  la  seconde  série,  3°  un  point  A3  de  la 
troisième  série, .  .  . ,  au  point  A/_,  de  la  [k  —  r)'^'"^  série, 
correspondent  a^  points  de  la  k''"""  série,  et,  de  même,  à 
A  —  I  points  de  (/r  —  i)  quelconques  de  ces  séries  cor- 
respondent a,  points  pour  la  série  restante  S,,  il  existe 
cci-h  ci^-{-  <Xi  -\-  .  .  .-{-  of./^  points  qui,  considérés  comme 
appartenant  à  (A'  —  i)  quelconques  des  k  séries,  coïncident 
chacun  avec  un  point  correspondant  pris  dans  la  série 
restante. 

Nota.  —  Si  l'on  ne  considère  que  deux  séries  de  points, 
on  retrouve  le  principe  de  correspondance  de  1\L  Chasles. 

De  ce  principe  fondamental  résultent  immédiatement 
les  théorèmes  suivants  : 
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Théorème  I.  —  Le  degré  de  réqualion  du  heu  géo- 
métrique obtenu  en  éliminant  le  paramètre  r  entre  les 
équations 

(2)  fl{''^^X^r)  =  o,      fl{x,y,z,r)z=zo, 

de  degré  a,  b  par  rapport  aux  variables  {x^j)^  {x,j,z)y 
et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  |S 
par  rapport  au  paramètre  r,  est,  en  général,  d'un  ordre 

marqué  par 

a^  -^  ba. 

Théorème  II.  —  Le  degré  de  l'équation  du  lieu  géo- 
métrique obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s  entre 
les  équations 

(0  /^(■^,J-'-,  ^)  =  o,      f^[.T,y,z,r,s)  =  o, 

(  2  )  r^  (.r,  7,  r,  ,0  =  O,      // (.r,  y,  z,  r,  s)  =  o, 

(3)  /j{x,j,r,s)  =  o,      /j{x,j,z,7;s)  =  o, 

de  degré  a,  Z>,  c  par  rapport  aux  variables  x,y^  z,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  j3,  y 
par  rapport  aux  paramètres  r,  5,  est,  en  général,  d  un 
ordre  marqué  par 

Théorème  III.  —  Le  degré  de  Véquation  du  lieu  géo- 
métrique obtenu  en  éliminant  les  paramètres  y,  5,  t 
entre  les  équations 

(t  )         /;{:r,  j,  r,  -s  0  =  0,    .  /r(^,  J,  z,  r,  s,  t)  =  o, 
(2)  fi{^,Jyr,s,t)  =  0,      //(T,r,  z,/-,  ^,0  =  0, 

(3)  fJi-^,y,r,s,t)  =  o,    /J(.r,r,  3,r,^, 0=0, 

(4)  /f(-^'r''-'-s0  =  O'    /j{-^,y,^,^,',f)  =  o, 

de  degré  a,  b,  c,  d  par  rapport  aux  variables  x,y^  z, 
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et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctiojis  de  degré  a,  (5, 
y,  0  par  rapport  aux  paramètres  r,  s,  t,  est,  en  général, 
d'un  ordre  marqué  par 

Nota.  —  La  loi  générale  est  évidente. 

Théorème  IV.  —  Le  degré  de  V équation  du  lieu  géo- 
métrique obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s  entre 
les  équations 

(3)  /ï(r,i-)  =  o,  f:{r,s)=o, 

de  degré  a,  b  par  rapport  aux  variables  x.-,y^  z,  et  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  (3,  y  par 
rapport  aux  paramètres  /',  5,  est,  en  général,  d'un  ordre 
marqué  par 

Théorème  V.  —  Le  degré  de  V équation  du  lieu  géo- 
métrique obtenu  en  éliminant  les  paramètres  /•,  5,  t 
entre  les  équations 

(2)  //(-^^  J.  ^  s,t)  =  o,      //  {x,  j-,  z,  r,  s,  t)  =  o, 

(3)  /-.'(r,  ,9,  0  =  0,  /■!{r,s,t)  =  o, 

(4)  f^r,s,t)  =  o,  /\r,s,t)  =  o, 

de  degré  a,  b  par  rapport  aux  variables  x,  /,  ^,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  (3,  y,  à 
par  rapport  aux  paramètres  r,  s,  f,  est,  en  général, 
d'un  ordre  marqué  par 

Théorème  M.  —  Le  degré  de  V  équation  du  lieu  géo- 


(  568  ) 
métrique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s,  t,  u 
entre  les  équations 

(0  /r(.^-,J,  A,  ^,  ^«)=0,  /^(.r,j,  z,r,  *,/,«)  =  0, 

(2)  //(.r,j,r,^,  r,  k):=o,  /if{a:,y,z,r,s,t,u)=--0, 

(3)  /i{r,s,t,u)  —  0,  /■i{r,s,(,u)  =  o, 

(4)  f^ir,s,t,a)  =  o,  f\r,s,t,u)z=o, 

(5)  f''{r,s,t,u)  =  o,  /'•{,;  s,  t,u)  =  o, 

de  degré  a,  b  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  /3, 
y,  cî,  X  par  rapport  aux  paramètres  r,  s,  t,  u,  est,  en 
général,  d'un  ordre  marqué  par 

Nota.  —  La  loi  générale  est  évidente. 

Théorème  VII.  • —  Le  degré  de  Inéquation  du  lieu 
géométiique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s,  t 
entre  les  équatiofis 

(')  /r(-.J.  ^^.  0  =o>  /^ix,y,z,r,s,t)  =  o, 

(2)  fif{x,y,r,s,t)  =  o,  fif(x,f,z,r,s,t)~o, 

(3)  //(J^,/,  r,  s,  t)  =  o,  /;'(.î-,7,  z,  /•,  s,  t)  =  o, 

(4)  /«(r,,v,/)  =  o,  /^{r,s,t)=o, 

de  degré  a,  b,  c  par  rapport  aux  amriables  x,  y,  z,  et 
dont  tes  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a,  /5, 
y,  c^  par  rapport  aux  paramètres  r,  s,  t,  est,  en  général^ 
d'un  ordre  marqué  par 

d[a^-j  -h  byx-{-cup). 

Théorème  VIII.  —  Le  degré  de  V équation  du  lieu 
géométrique  obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  s,  t,  u 
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entre  les  équations 

(0  /r(x,J, /•,  ^,  ^«)  =  o,  f;^{x,y,z,r,s,t,u)  =  o, 

(2)  //(.r,j,  r,  ;?,?,«)=:  o,  f^  {x,  y,  z,  r,  s,  t,  u)  =  o, 

(3).  /:■'  (.r,  r,  /•,  ^,  /,  if)  =  o,  fj{x,x,  s,  /•,  s,  t,u)  =  O, 

(4)  /*(/•,  *,^,«)  =  o.  /*(/•,  ;f,/,«)  =  o, 

(5)  /M^^,^«]  =  o,  /■'(/■,^,^«)=o, 

^e  degré  a,  Z»,  c  par  rapport  aux  variables  x,j,  z,  et 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  degré  a ^  P, 
y,  c^,  X  par  rapport  aux  paramètres  /',  5,  f,  u,  est,  en 
général,  d'un  ordre  marqué  par 

§l{a^y  -+-  ^'/a  +  ca[i). 

Théorème  IX. —  Le  degré  de  r  équation  du  lieu  géo- 
métrique obtenu  en  éliminant  les  paramètres  r,  5,  f,  a,  v 
entre  les  équations 

(2)  f^^{x,y,r,s,t,u,i>)  =  o,     f^' {x,j,  z,  r,  s,  t,  u,  i>)  =  o, 

(3)  /j(j;,j,/-,^,^  «,(>)--"»  /J(•^,r>z>^J•S^«'»')  =  o> 

(4)  /^r,s,t,u,i>)=:o,  f\r,s,t,u,i>)  =  o, 

(5)  /"'(r,  ;?,  ^«,c)=:o, .  f'  {r,s,t,u,v)  =  o, 

(6)  /:^(r,  i',^  «,.>)  =  o,  /;^(r,  i-,  ?,  w,^)^  o, 

iie  degré  a,  b,  c  par  rapport  aux  variables  x,  y ,  z,  et 
dont  les  coefficieîits  sont  des  fonctions  de  degré  a,  j3,  y, 
c^,  X,  fx  /^rt/"  rapport  aux  paramètres  r,  s,  t,  u,  v,  est,  en 
général,  d\tn  ordre  marqué  par 

Nota.  —  La  loi  générale  est  évidente. 

Théouème  X.  —  Le  principe  fondamental  permet  de 
trouver  immédiatement  le  degré  de  V équation  du  lieu 
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géométrique  obtenu  en  éliminant  n  paramètres  ejitre 
n  -\-  I  équations  de  degrés  donnés  par  j  apport  aux  va- 
riables X,  j'',  z  [quelques-unes  d^entre  elles  pouvant 
d'ailleurs  être  de  degré  zéro  par  rapport  à  ces  varia- 
bles x,y,  z),  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
de  degrés  également  donnés  par  rapport  aux  n  para- 
mètres. 


CORRESPONDAIVCE. 


Extrait  d^une  lettre  de  M.  John  Casey,  à  Tivoli 
[Nord),  Kingstown.  — Dans  la  Note  de  INI.  Laguerre, 
relative  à  un  article  de  M.  Cayley,  dans  le  numéro  de 
juillet  1870  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
se  trouve  le  passage  suivant  :  «  M.  Cayley,  dans  la 
Note  qui  précède,  attribue  à  M.  Casey  l'élégant  théo- 
rème qui  permet  de  construire  la  courbe  de  pénombre 
comme  l'enveloppe  d'une  série  de  cercles  :  j'ignore  dans 
quel  Mémoire  et  à  quelle  époque  M.  Casey  a  énoncé 
cette  propriété.  » 

Afin  de  fixer  M.  Laguerre  à  ce  sujet,  je  viens  lui  faire 
connaître  que  ce  théorème  est  l'une  des  bases  de  mon 
Mémoire  sur  les  Courbes  biquadratiques ,  publié  dans  le 
tome  XXIV  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  royale 
d'Irlande,  p.  457-569.  Ce  Mémoire  fut  rédigé  en  1866 
et  lu  devant  ladite  Académie  le  10  février  1867.  Le  théo- 
rème fondamental  fut  découvert  en  i865,  et  je  l'avais 
considéré  comme  un  théorème  isolé.  Je  ne  le  croyais  cer- 
tainement pas  d'une  aussi  grande  importance;  je  m'étais 
trompé ,  car  je  le  reconnus  très-fertile  par  ses  consé- 
quences, et  j'en  fis  la  base  d'une  nouvelle  méthode  de 
recherches  géométriques.  Celte  méthode  est  appliquée 
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dans  mon  Mémoire  sur  les  Courbes  hiquadratiques  et  a 
été  très-favorablement  accueillie  par  les  matliéraaliciens. 
J'ajoute,  en  terminant,  qu'avant  ce  numéro  des  Nou- 
velles Annales  \e  n'avais  vu  aucun  mathématicien  récla- 
mer la  priorité  de  ma  découverte  et  que  sa  publication 
n'avait  pas  soulevé  la  moindre  réclamation  d'aucun  autre 
auteur. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Bourguet,  à  Nantes.  — 
A  propos  de  la  question  1049,  M.  Doucet  semble  croire 
que  les  équations  de  deux  tangentes  à  une  courbe  rec- 
tangulaire doivent  avoir  nécessairement  la  forme 

y=p.T-\-f{p),      j  =  _l.r-t-/(--j- 

Il  n'en  est  rien,  et  cette  hypothèse  conduit  à  un  résultat 
faux.  Pour  qu'une  droite  j=px  -+- q  soit  tangente  à  une 
courbe,  il  faut  que  p  et  q  satisfassent  à  une  certaine  re- 
lation 

F(p,   q)  =  0. 

Soient 

q=/(p)      et      q=Mp) 

deux  racines  de  cette  équation  en  q;i\  est  clair  que,  si  les 
deux  tangentes 

j=p.T+f{p}     et    y=-^x--h_Ai^--j 

se  coupent,  pour  toutes  les  valeurs  de  p,  sur  une  circon- 
férence fixe,  la  courbe  jouira  de  la  propriété  énoncée  par 
la  question  et  ne  satisfera  pas  à  la  condition  trouvée  par 
M.  Doucet. 

Il  me  semble  que  la  solution  la  plus  générale  de  la 
question  est  celle-ci  : 
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Soient 

(r  —  P,--^  m  {x~a){r  —  fi)  —  {-T—  a)2=o 

deux  droites  rectangulaires  se  coupant  au  point  (et,  (3); 
a,  |3,  «i  étant  trois  paramètres  arbitraires,  satisfaisant 
aux  relations 

a^-}-  P^—  R-=  o,      F(a,  p, /«)  =  0, 

F  désignant  une  relation  arbitraire.  Dans  ces  conditions, 
l'enveloppe  des  deux  droites  jouira  de  la  propriété  énon- 
cée par  la  question.  Lorsque  F  sera  donné,  on  obtiendra 
la  courbe  correspondante  en  éliminant  a,  ^,  tn  entre  les 
quatre  équations 

(j  —  py-  +  /«  (■^■  —  ^O  (7  —  P  )  —  (-^  —  a)'  =  O, 
a^+fi^  — R==o,      F(a,  p,w)=o, 
2(j— p)  +  /w(.»;— a)    — 2(^— a)  +  m(j  — p)    (.r— a)(j— P] 
p  a  o 

Fa  F„  F,„ 


SOLUTIONS  DE  QIESTIOKS 
PROPOSÉES  DA^S  LES  NOUVELLES  AP5NALES. 


Question  944 

(  Yoir  2*  série,  t.  VIII,  p.  27G); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Deux  ellipses  égales  sont  tangentes  à  la  même  droite 
an  même  point  fixe,  V une  par  V extrémité  du  grand 
axe,  Vautre  par  r  extrémité  du  petit  axe.  Les  deux 
demi-axes  sont  liés  par  la  relation  ah  ■=.  const.  On  de- 
mande : 

1°  Le  lieu  des  points  d^ intersection  ; 

2°  Le  lieu  des  milieux  des  tangentes  communes. 


{  ^7^  ) 

Prenons  le  point  fixe  pour  origine  des  coordonnées 
rectangulaires  et  la  tangente  donnée  pour  axe  des  x,  cl 
posons  ab  =  A'. 

Les  équations  des  deux  ellipses  sont 

(2)  b\r'  -[-  a-.v-  —  lab^y  zzz  o. 

1°  Pour  avoir  le  lieu  des  points  d'intersection,  il  faut 
éliminer  a  et  b  entre  ces  deux  équations,  et 

(3)  ab=^k\ 

Ajoutant  les  deux  premières,  multipliées  respectivement 
par  —  è  et  +  a,  on  a 

[a^— b^)x:'— P{a  — b)y^=o. 

Ecartons  le  cas  de  a  z:^  b,  que  nous  examinerons  à 
part,  et  divisons  par  [a  —  b)  -,  il  vient 

(4).  [{a^by-f,']x^-/rj'^o, 

OU 

(4')  [a  +  byjn-=  f>-{x'  +  r"). 

Si  l'on  retranche  l'équation    (2)    de   l'équation    (i\ 

on  a 

[a-—  b'){y-  —  x')  —  7./>-{a  —  b)r  =  o, 

et,  en  divisant  par  [a  —  Z»), 

(5)  [a  +  h){Y'  —  .r')-^h'y=^0. 

Éliminant  enfin  [a-\-b)  entre  les  équations  (4')  el  (j), 
on  a 

(6)  4X^x'j^=(j=-x^)'(.r=4-/=) 

pour  l'équation  du  lieu  des  intersections,  ou  en  cooj- 
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données  polaires 

A^  sin-2  9  r=  /•'  cos^2Ô, 
(•j)  /  =:zb  A- tang2  9. 

En  vertu  de  l'équation  (4),  —  =  tang-0  a  sa  valeur 
minimum  pour  a-\-h  minimum  j  ce  qui  a  lieu  pour 
a  =  b  =^k  \  alors  tang-0  =  3,  tang0  =  y/i  ;  il  en  résulte 
qu'il  faut  faire  varier  Q  seulement  de  60  à  120  degrés; 
et,  comme  r  ne  doit  avoir  que  des  valeurs  positives,  il 
faut  d'abord  prendre 

/•  =  —  tang2  9. 

Pour  Q  =  6o'\ 

'  2  2 

Q  croissant  de  60  à  90  degrés,   r  décroît  de  Ay/i  à  o; 
puis,  tang20  devenant  positive,  on  prendra  la  formule 

/•  =  k  tang  2  Ô  ; 

Q  croissant  de  90  à  120  degrés,  /•  croîtra  de  o  k  k\Jà. 

Pouf  des  valeurs  supplémentaires  de  0,  les  valeurs 
de  /sont  égales;  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
Taxe  des  j'^.  Elle  le  sera  aussi  par  rapport  à  l'axe  des  jr, 
si  l'on  construit  les  ellipses  des  deux  côtés  de  la  droite 
fixe. 

Si  l'on  fait  a  =  b,  les  deux  ellipses  se  confondent  avec 
la  circonférence 

•^^  +  /'  —  2  kj  z=  o. 

,2'^  Soit /  =  77îa:  +  ;i  l'équation  d'une  tangente  com- 
mune. 

Eu  remplaçant  y  par  7;iX -H  «  dans  les  équations  (i) 
et  (2),  elles  deviennent 

( a' m-  -f-  b^)  x'^ -\-  1  u^ m  [n  —  b  )  x  -\-  n''-  { ir  —  2  6« )  =  o, 
[b^m-  -+-  a^)x^  -+-  ib-in  («  —  n)  .t;  -+-  h''  [ri' —  Q.an)  =0. 
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Exprimant  que  chacune  de  ces  équations  a  doux  ra- 
cines égales,  ou  a,  toutes  réductions  faites, 

a'^m'- — «'+ 2  è/z  :z=  o, 
^'//r' —  n- -V-  lan  =  o, 
d'où  l'on  tire  successivement 

(«- —  b"^)  /«-=  2  («  —  h)n,      nr-[a  -{-  b)  =  2«, 

(fl- —  6^)  n-  —  2  (û^ —  b^)  n  r=z  o, 

[a  -t-  b)  n'  —  '1  («î+  ab  -\-  b^)  n  —  o, 

lin-^  ab  A-  b'')  A{a' -\-  ah  -\-  b^) 

n  =  -—^ , 1 ,      m-  =  ^^ '  : 

a-\-  b  {a  -hby 

n  =■  o  donne  l'axe  des  x  tangent  aux  doux  ellipses  à 
l'origine. 

Les  coordonnées  des  points  de  contact  sont,  pour  la 
première  ellipse, 

à-m[b  —  rt)  a}m}b^b"-n 

•f-  ==  — :, — ; -r-'     y  =  — -., — -, r:-' 

a- m' -\-  o-  a^nr-{-  b- 

et,  pour  la  seconde, 

„        b-m  {a  —  /i)  ab'^m-  -i-  a^n 

b'ni^-\-a-  b'm-~\-iû 

Les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  cherché  sont 

.T^x"              y'  +  y" 
x= ,     7  = -, 

2  2 

ou 

a}  b'^  [a  -\-  J)  —  in)  w^+  o.b[a-'-\-  b^-^m  —  (o'  H-  <0')  mn 

a^b'in  +  h]/?!^  -{-ab{a^-]-  b^)ni^-h  {a^ -\- b')  m- n  -h  la-h'/i 
•^  ~  i{a^m'+b-)[b-nP  -ha'') 

Si  l'on  pose 

a  -\-  b  =  z,      ab  ^z  />', 
d'où 

n  z=z  5      nr  rz  ■ ■> 
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les  valeurs  de  x  et  j  deviennent 

_  as"— II  kH^-h  c>.7^«z'  — 37./''3'+  i6/?-' 


i^ 


_(4:^''-— i8/-z^4-28/^c'— i6â-^)(z'—  /^)z 
■^"^    43"—  20/=;3'^+  4i /•*="— 4o/«z'-f-  i6-<-«  ' 

z  devant  varier  de  2A'  à  4-  00. 

L'élimination  de  z  entre  ces  deux  équations  conduirait 
à  celle  de  la  courbe,  lieu  des  milieux  des  tangentes  com- 
munes; mais,  comme  cette  équation  serait  fort  compli- 
quée, il  est  plus  simple  de  regarder  la  courbe  comme 
définie  par  les  deux  équations  précédentes. 

Pour  z  :=z  2  k, 

A\J3  3/- 

X=  ,        y~ 

2  2 

On  peut  aussi  exprimer  x  el  j  en  fonction  de  «z.  On 
trouve 


W" 


.       (i  —  //;^)(4  —  ,«')î/„'+  (3,;,'—  8)  (4  —  w-)  —  (/«'—  8] 
:  A  PI -— — ■ — --■  -    — ■. 

.    [(/«^-(-i)(4  — /w'-)'+ 21//^*  — 8)rt2=]  ^^4  — '"' 

(4  —  w')'m'  -I-  (4  —  m-)  (3 /;/'—  8)  m'  +  {m'  —  8) /??*+  (4—  /«»)'  W 

/(    . _ ,  ! 

[(/«*  H-  i)  (4  —  /"')'  +  2  (m'—  S)  nr]  v'4  —  m' 

in^  devant  varier  depuis  sa  valeur  minimum  3,  corres- 
pondant à  a  =  b=.k^  jusqu'à  sa  valeur  maximum  4» 
Pour  m^=  3, 


2 


2 


Pour  m- =  4?  a:  el  j^  sont  infinis;  mais-  =;  ±:  2. 
Le  coeflicient  angulaire  des  asymptotes  est  ±:  2. 

A^oce.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Brocard. 
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Questiojis  970  et   1028 

(Toir  2*  série,  t.  X.  p.  jjo); 

Par   m.    MORET-BLANC. 

Etant  donnée  une  ellipse ;,  on  lui  circonscrit  un 
triangle  dont  les  hauteurs  passent  par  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  correspondants  :  trouver  le 
lieu  des  sommets  de  ces  triangles.  (F.  V.) 

Soient 
(:)  a-j^ -h  b- X- z^=  a- b' 

l'équalion  de  l'ellipse  donnée,  a  et  jS  les  coordonnées 
d'un  point  du  lieu.  L'équation  de  la  corde  de  contact  des 
tangentes  issues  du  point  («,  /S)  sera 

(2)  o-pj- +  è'a^r  =  fl^è'. 

Eliminant  successivement  j^  et  x  entre  ces  deux  équa- 
tions, on  a,  pour  déterminer  les  coordonnées  des  points 
de  contact  de  ces  tangentes,  les  équations 

(3)  {a-p'-^  b-ot?)x^—  iaH-u..T  -'r-  a'{b^~  P')  =  0, 

(4)  (a-p--h  b'a})r^—2a'b'Py  -f-  b' {a^  —  oc-)  =  0, 

d'où 


a 

'b^adza 

^py/^' 

P^  + 

b^- 

a- 

—  0^ 

b^ 

h^p^zb 

a'p-^- 

-f-  b'  y 

n' 

as/a' 

P'  + 

b 

u- 

—  a 

ô- 

Les  tangentes  aux  points  [Xi,  ji),  {x^,  j^^)  et  les 
normales  aux  mêmes  points  ont  respectivement  pour 
équations 

(5)  è*jC|  .r  4- a'^',  j  =  a'è', 

(6)  b-XjX -\- a^fif  =  a^b'', 

(7)  a^Ji^ — b-x,r  =  c''x,yt, 

(8)  «'/s -2^  —  b^J^2j  =  c^jrjj|-2. 
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Appelant  x\ y'  les  coordonnées  du  point  d'inlersec- 
lion  des  lignes   (6)   et  (7),  et  x" ^  y"  celles  du  point 
d'intersection  des  lignes  (5)  et  (8),  ces  équations  donnent 

^  -~^'  a^y^j^^  ^*'x,  .r,  ~  '""''       b^{a-'^  b^  —  u?  —  ?j')      ' 

,_        a-b' ^a''c-y\r-i  _       («'^  +  c^)  p'+ è^a'—  ^'V^' 
■^  ~~  ■''"  «'jr.72+  é^r,  JT,  ~^  '  ^      h^-  («' -!-  b'—  a^—  p')     ' 

-^    ^■^'^  a'y^y.-V-b''x^x.~-^-      a'' (o* -{-  b- —  a."- —  ^' ) 
Posons,  pour  abréger, 

b- ^a'- -{- b- —  ex?  —  p^j     ~^   '        «^(«^'^  6-— a-—  [5=j     "     ' 
on  aura 

Il  faut  exprimer  que  les  points  [x'^j')^  {x'\  y")  sont 
sur  une  même  tangente  à  l'ellipse. 

Appelons  a?3,  j^i  les  coordonnées  du  point  de  contact, 
on  aura  les  deux  conditions 

o^'y'  ïi  +  b'^x'  x^  =  o'i-, 
«'j"j3+  è-.r".r,=:  «'/j2, 

d'où  Von  tire 


xj"  —  X  y  X  j  —  x  j 

Ces  coordonnées  doivent  vérifier  l'équation  de  l'ellipse, 
ce  qui  donne 

b^[x'-x"Y  +  a^{y"-yY=[x'y"-x'y)\ 
OU 

(9]    ^»-M'(a:,— jCj)'4-«'N'(jj— 7,)5=M=N'(x,j,— jr,j,)'. 
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Or  on  a,  en  posant,  pour  abréger, 


L'équation   (9)    devient,    en    supprimant   le    facteur 

4^'^»^=         .     ,        .         .         , 
— — — 5  qui  n  est  jamais  nul, 

ou 

et  enfin,  en  remettant  pour  M  et  N  leurs  valeurs, 

[{a'-hc-)p''hb-OL-—  b'c-y  ~  [a'p'  +■  [b'—  C-)  a^-h  a'c'-]'  ~  '  ' 

On  vérifie  sans  peine  que  la  normale  à  l'ellipse,  au 
point  [x^,  J^s),  passe  par  le  point  (a,  |5). 

JSote. —  La  même  question  a  été  résolue  par  IM.  Gambey. 


Seconde  solution  de  la  question  4034; 
Par  IM.   L.    PAINVIN. 

La  question  1031  résolue  dans  un  des  derniers  numéros 
des  Nouvelles  Annales,  même  tome,  p.  364,  peut  en- 
core se  résoudre  de  la  manière  suivante. 

Le  théorème  à  démontrer  est  ainsi  énoncé  ; 

On  prend  sur  une  surface  du  second  ordre  une  section 
plane  quelconque  ;  cette  courbe  peut  être  prise  pour  la 
focale  d\ine  surface  Tiouvelle  circonscrite  à  une  quel- 
conque des  surfaces  du  second  ordre  honiofocales  à  la 
première. 

37. 


{  58o  ) 
Soit  l'équation  tangentielle  de  la  surface  donnée 

(i)  (7'm-+ è^('=H- c'«>' — 1=^0; 

l'équation  d'une  section  plane  sera 

(2)  /"„(«'«-+  ô-c^H- c'cw' — i)—  (a''ti„u-\-  bh'uO  -f-c^ft'o»'  —  i)':i3  0, 

OÙ  z/q,  i'q,  Wy  sont  les  coordonnées  fixes  du  plan  sécant, 
et 

(-ibis)  f,  =  a-ul  + bh'l-h  cHk'I  — ï. 

Or,  si  l'on  considère  la  surface 

(3)  f,{a'iû+  bh>^-\-  c'w'-—  i)  +  /,{u--{-  c'-4-  (v-) 

—  (  a^UoU  -h  bU'^p  -+-  c-<Vf,n'  —  1)^=^  O, 

k  étant  une  constante  arbitraire,  cette  surface  est  évi- 
demment circonscrite  à  une  des  homofocales  de  la  surface 
(i),  et  elle  admet  pour  focale  la  courbe  plane  (2).  En  eiïet, 
pour  déterminer  les  focales  d'une  surface  F  («/,  u,  w)  =  o, 
il  suffit  de  déterminer  1  de  manière  que  l'équation 

F  {u,  t>,  (v) -h'k(u''-hi>'-h(x>'')  =  o 

représente  une  courbe  plane;  or,  si  l'on  applique  cette 
règle  à  la  surface  (3),  en  faisant  X  =  —  A,  on  obtient  la 
courbe  plane  (2)5  donc,  etc. 

CORRESPOIVDANCE. 


La  proposition  énoncée  (même  tome,  p.  5 20,  troisiè- 
mement) est  démontrée  dans  la  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, publiée,  en  1872,  par  M.  Painvin. 

J'en  ai  été  informé  récemment  par  deux  lettres. 

G. 
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RECTIF!CAT!0\  POIJU  LA  m^im  1119. 


^11  lieu  de  :  «  Parmi  tous  les  triangles  ayant  un  même 
angle  dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  supposées  commen- 
surables,  »  lisez  :  «  dont  le  cosinus  est  commensurable.  » 

QIESTIOÎV. 

1124-.  Si,  sur  une  splière  dont  le  rayon  est  pris  pour 
unité,  on  trace  une  courbe  quelconque,  on  a,  entre  les 
coordonnées  or, j^,  z  de  tout  point  de  cette  ligne,  la  relation 

(.r'-^  +  y^-^,'^)[(^arj"-rx"y  -^  [jz"  -  z/'Y  +  [zx"-.vy'n 

z=z  [x'  x" -^  y  y  -+-  z'  z"Y 

-^[a:[y'z"-z'y')-^y{z'x"-.T'z")-^z{a.'y'~yx")]\ 

dans  laquelle  les  accents  des  dérivées  sont  relatifs  à  une 
variable  indépendante  '  (*).  (Catalaa. ) 

ERRATIJM. 


Dans  le  Bullettino  du  prince  Boncompagni,  les  articles 
suivants  : 

Diecilettere  inédite  di  Giuseppo  Luigi  Lagrangc  ad  Anlonio 
Maria  Lorgua. 

Intorno  a  nove  lettere,  in  lingiia  italiana,  di  Giuseppo  Luigi 
Lagrange.  —  B.  Boncompagni. 

entêté  publiés  en  mars  iSyS,  et  non  en  septembre  1872. 

(*■)  Voir,  Nouvelles  Annales,  p.  48,  i865,  une  relation  analogue  à  celle-ci  : 
Remarque.  —  Cette  identité  peut  servir  à  trouver  une  infinité  de  solu- 
tions de  l'équation  indéterminée 

(P*  -)-  Q'  +  R')  (X-  -+-  Y°--i-  Z')  =  U'  -h  V. 

On  en  conclut,  par  exemple, 

(2.f -+-7'h-  iJ')(3o^-+-36'-i-  23')  =  37.5'-4-i/|75». 
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